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Vorrede  zur  ersten  Auflage. 


Bei  der  Bearbeitung  der  vorliegenden  Schrift 
habe  ich  gesucht,  neben  der  Forderung  wissenschaft- 
licher Strenge  vor  allen  Dingen  der  didactischen  For- 
derung möglichster  Fasslichkeit  zu  genügen. 

In  Betreff  der  speciellen  Ausftlhrung  bemerke  ich 
dass  ich  mich  bemüht  habe,  die  Einsicht  in  den  Gang 
der  analytischen  Untersuchung  durch  graphische  Dar- 
stellungen zu  erleichtem,  und  femer,  da«s  ich  bei 
schwierigen  oder  wichtigen  Stellen  die  Entwickelung 
der  allgemeinen  Theorie  durch  Erörterung  eines  spe- 
ciellen Falles  eingeleitet  habe. 

Die  grosse  Anzahl  von  Beispielen  und  Anwen- 
dungen in  jedem  Capitel,  sowie  die  gelegentlichen 
Bemerkungen  und  der  Anhang  sind  zunächst  ftlr  solche 
Leser  bestimmt,  welche  durch  Selbststudium  sich  in 
der  Wissenschaft  weiter  ausbilden,  und  mehr  befestigen 
wollen ;    indessen    dürften    sie    auch    dem   Lehrer    ein 
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Mittel  bieten,  um  seine  Schüler  zur  freien  Selbstthätig- 
keit  anzuregen. 

In  Betreff  der  äussern  Ausstattung  ist  die  Ver- 
lagshandlung sowohl  wie  die  Druckerei  allen  meinen 
Wünschen  bereitwillig  entgegengekommen* 

Hannover,  den  1.  Angust  1862. 

M.  Stegemann. 
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Vorrede  ziir  vierten  Ausgabe. 

In  dieser  Ausgabe  ist  nnr  Einiges  in  Bezug  auf 
die  früheren  Ausgaben  dieses  Werkes  veränderte  Im 
Allgemeinen  ist  der  Stoff  und  die  Anordnung  deshalb 
beibehalten,  weil  gerade  dieses  und  die  klare  Aus- 
drucksweise bei  den  Beweisen  der  Hauptgrund  ist, 
weshalb  dieses  Buch  so  sehr  gut  zur  Einführung  in 
die  Differential-Rechnung  sich  eignet.  Einige  Hülfe- 
sätze der  algebraischen  Analysis  sind  umgestellt  und 
unter  Aufgabe  12  pag.  19  Bemerkungen  sind  die  Sätze 
4,  5  und  6  neu  hinzugekommen«  In  Au%abe  14  pag. 
23  ist  eine  allgemeine  Auflösung  an  Stelle  der.  früheren 
getreten ;  ausserdem  sind  auch  in  verschiedene  §§. 
des  Werkes  kleine  Vereinfachungen  bei  den  Beweisen 
oder  den  Entwickelungen  von  Formeln  vorgenommen. 
Der  §.  68  ist  ganz  fortgefallen,  weil  die  in  demselben 
besprochene  Aufgabe  sich  sehr  leicht  vermittelst  der 
vorigen  §§.  lösen  lässt ;  dieselbe  befindet  sich  unter 
den  Uebungs-Aufgaben  des  §.  67. 

Hambnrg,  im  April  1880. 

Th.  Sinram. 
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Einleitung. 


1)  Wenn  man  eine  Gleichung  zwischen  zwei  Grossen 

(x  und  y)  aufstellt,  so  sind  diese  Grössen  dadurch  in  eine 
gegenseitige  Abhängigkeit  gebracht,  und  zwar  so,  dass  die 
eine  Grösse  (y)  nur  einen  oder  mehrere  ganz  bestimmte 
Werthe  haben  kann,  wenn  man  der  anderen  Grösse  (x)  einen 
beliebigen  Werth  giebt 

Ist  z.  B.  1)  y  — x«+3x  — 2, 

80  ist  y  — +8weimx  =  —  5 
X«  — 4 
X  — —  3 
x=-2 
X  — —  l 
X—  0 
X«      1 

X»     2  etc.  etc. 

Hätte  man  in  Gleichnng  t)  beliebige  Werthe  für  y  angenommen,  so 
wären  dadurch  die  entsprechenden  Werthe  von  x  ebenfalls  bestimmt  ge- 
wesen. Weil  aber  Gleichnng  1)  in  Bezug  auf  x  vom  zweiten  Grade  ist, 
so  entsprechen  jedem  beliebigen  Werthe  von  y  zwei  Werthe  von  x,  z.  B. 
wenn  y— 2,  so  ist  x=-|-l  oder  x  =  —  4. 

2)  Die  Grösse  (x),  deren  Werth  man  beliebig  bestimmt, 
nennt  man  die  unabhängige  Grösse;  die  andere  Grösse  (y) 
dagegen  nennt  man  die  abhängige  Grösse  oder  die  Function 
der  ersteren. 

Wenn  also  in  der  Gleichung 

y=x2-f-3x  — 2 

X  diejenige  Grösse  ist,  deren  Werth  man  beliebig  bestimmen 
kann,  so  ist  x  die  unabhängige  Grösse,  und  y  ist  die  abhän- 

Stegemftnn,  Dlfferentlftlrechnnng.  1 
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gige  Grösse  (der  Werth  yon  j  hängt  in  unserer  Gleichung 
ab  Yon  dem  beliebig  angenommenen  Werthe  yon  x)  oder  7  ist 
eine  Function  yon  x. 

Eine  Function  yon  x  ist  demnach  irgend  eine  Grösse 
{j)y  welche  yon  x  abhängig  ist. 

BeBcrkuBg. 

Jeder  redacirte  mathematische  Ansdrnek,  in  welchem  z  vorkommt, 
ist  natürlich  abhlagig  von  z. 

Man  kann  demnach  kurzweg  sagen :  ein  Biathciiiatisclier  Ausdruck, 
ia  welchem  x  yorkommt,  ist  eine  FunetlOB  yon  z. 

Demnach  sind  z.  B.  folgende  Ausdrücke  Functionen  von  z: 

1)  z«+3z  — 2 

2)  sinz 

3)  a*+b.8inz+z-. 

Setzt  man  nun 

y=.xt+3x  — 2 

y«sinz 

y  =  a*+b.sinz+z", 

so  wird  7  eine  Function  von  z. 

3)  In  der  yorigen  Nummer  haben  wir  x  als  diejenige 
Grösse  angenommen,  deren  Werth  man  beliebig  annehmen 
durfte.  Eben  so  gut  hätten  wir  7  als  die  nnabhftnglge  Grösse 
ansehen  können,  dann  wäre  x  die  abhängige  gewesen,  t)der 
X  wäre  eine  Function  yon  7  gewesen. 

Wir  sehen  hieraus:  Wenn  y  eine  Function  yon  x  ist, 
so  ist  auch  x  eine  Function  yon  j,  oder  die  Abhängig- 
keit zwischen  zwei  Grossen  (xnndy)  ist  stets  gegenseitig. 

Hätte  man  drei  oder  mehrere  Unbekannte  in  einer  Gleichung,  oder 
in  mehreren  Gleichungen,  deren  Zahl  aber  geringer  sein  mnss  als  die  Zahl 
der  Unbekannten,  so  würde  etwas  ganz  Aehnliches  gelten.  Wir  wollen  uns 
vor  der  Hand  auf  den  Fall  beschränken,  wo  eine  Gleichung  mit  zwei  Unbe- 
kannten vorliegt,  d.  h.  wo  wir  es  mit  einer  Function  von  einer  einiigen 
unabhängigen  Grösse  zu  thun  haben.  In  diesem  Falle  bezeichnet  man  die 
unabhängige  Grösse  gewöhnlich  mit  x,  die  abhängige  dagegen  mit  y. 

4)  Man  theilt  die  Functionen  ein  in  algebraische  Func- 
tionen und  transcendente  Functionen,  y  ist  eine  algebraische 
Function  yon  x,  wenn  7  mit  x  durch  die  gewöhnlichen  Opera- 
tionen der  Algebra  verbunden  ist. 


Digitized  by  VjOOQIC 


Ist  dieses  nicht  der  Fall,  so  ist  y  eine  transcendente  Func- 
tion von  X. 

Demnach  ist  in  den  folgenden  Gleichungen  1)  bis  3),  j  eine 
algebraische  Function  von  x,  während  in  den  Gleichungen  4) 
bis  6),  y  eine  transcendente  Function  von  x  ist. 

_         *_ 

1)  y  =  ax3+3l^x  — x2^^x| 

2)  y  =  a  X*  —  7  X  4"  x"*  /  algebraische  Functionen, 

3)  yx-(-4ax  — 7y2x3  =  o) 

4)  y  =  sinx  +  lgx  j 

5)  y +  e*  =  cosx  +  arctgy>  transcendente  Functionen. 

6)  y*  — cosx  +  x'^  +  A=0) 

Man  theilt  die  Functionen  femer  noch  ein  in  entwickelte 
explicite)  und  unentwickelte  (implicite)  Functionen« 

y  ist  eine  entwickelte  Function  von  x,  wenn  die  Be- 
ziehung zwischen  x  und  y  in  einer  für  y  entwickelten  Glei- 
chung gegeben  ist  Ist  dagegen  eine  Gleichung,  in  welcher 
X  und  y  enthalten  ist,  nicht  für  y  aufgelöst,  so  ist  y  eine  un- 
entwickelte Function  von  x. 

In  den  vorstehenden  Gleichungen  1),  2)  und  4)  ist  y  eine 
entwickelte  Function  von  x. 

In  den  Gleichungen  3),  5)  und  6)  ist  y  eine  unentwickelte 
Function  von  x. 

Berücksichtigen  wir  beide  Eintheilnngsgrttnde^  nach 
denen  oben  die  Functionen  eingetheilt  sind,  so  zerfallen  die 
Functionen  in  4  Gategorien. 

1)  algebraisclie  entwickelte  Functionen, 

_  5_ 

z.  B.  j  =  SLX^+3]/x  —  x^]/ii. 

2)  algebraische  unentwickelte  Functionen, 

z.  B.  yx-f4ax-f7y2x»  =  0. 

3)  transcendente  entwickelte  Functionen, 

z.  B.  y«sinx  +  lgx, 

1* 
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4)  transeendente  nnentwlekelte  Functionen^ 

z,  B.  y — Binxs=*lgx. 
oder  y*  —  coBX+x"-f-A»=0. 

5)  Man  erkeimt  leicbt,  dass  es  in  vielen  Fällen  möglich 
ist,  y  sowohl  ah  entwickelte  Function  wie  auch  als  unent- 
wickelte Function  darzustellen,  und  besonders,  dass  man  jede 
entwickelte  Function  auch  in  Form  einer  unentwickelten  Func- 
tion darstellen  kann ;  so  z.  B.  kann  man  leicht  aus  der  Gleichung 

y-=sinx  +  lgx 
die  Gleichung 

y  — sinx  =  lgx 

herstellen.  Es  ist  indessen  nicht  immer  möglich,  y  in  Form 
einer  entwickelten  Function  darzustellen,  wenn  y  als  unent- 
wickelte Function  vorliegt;  so  z.  B.  ist  es  nicht  möglich,  die 
Gleichung 

xy-f-cosx  +  x.siny  =  e* 

für  y  zu  entwickeln, 

6)  Will  man  andeuten,  dass  y  irgend  eine  entwickelte 
Function  von  x  ist,  so  schreibt  man  gewöhnlich: 

y=  f(x)  (spr.    f-Function  von  x) 
oder  y  =  5p(x)  (spr.  ^J-Function  von  x) 
oder  y  =  F  (x)  (spr.  F-Function  von  x) 
Hier  bedeuten  f(x),  5p(x),  F(x)  mathematische  Ausdrücke,  welche 
ausser  den  constanten  und  bekannten  Grössen  noch  die  Grösse 
X  enthalten.    Die  verschiedenen  Functionszeichen  f(x),  F(x), 
q>  (x)  bedeuten  im  Allgemeinen  mathematische  Ausdrücke  ver- 
schiedener Art;  indessen  kann  es  auch  vorkommen,  dass  in 
speciellen  Fällen  zwei  verschiedene  Functionszeichen  gleiche 
Bedeutung  haben, 

z.  B.  dass  fx  =  Fx  ist. 

Bemerkungr«    Ist  z.  B.  fx  =  Binx  und  Fx  =  co8  (90«  — x),  so  ist  für 
jeden  Werth  von  x,  fx=:Fx. 

iBt  dagegen  fx  =  tg  x  und  Fx  =  ctg  x,  so  istfx  — Fx,  wenn  x=»45«. 
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7)  Um  auszudrücken,  dass  7  eine  unentwickelte  Func- 
tion Ton  X  ist,  pflegt  man  zu  schreiben: 

F(x,y)  =  0 
9(x,y)  =  0. 

Man  denkt  sich  dann  die  unentwickelte  Function  auf  0 
reducirt,  was  immer  möglich  ist 

Hat  man  z.  B. 

y-|-.e*  =  cosx  +  arotgy, 
so  kann  man  statt  dessen  schreiben 

y  +  e*  — cosx--aretgy  =  0. 

Setzt  man  nun 

y + e» — cos  X  —  arc  tgy  =  f  (X,  y), 
so  folgt 

f(x,y)-0. 

8)  Die  analytische  Geometrie  bietet  bekanntlich  ein 
^^-  ^-  Mittel,  um  die  gegen- 
seitige Abhängigkeit 
zweier  Grössen  x  und  y 
(welche  irgend  einer 
Gleichung  (y  =  fx)  ge- 
nügen) zur  Anschau- 
ung zu  bringen.  Be- 
tiachtet  man  nämlich 
X  und  y  als  rechtwink- 
lige Goordinaten  und 
denkt  man  die  Curve 
construirt,  welche  der 
Gleichung  y  =  fx  ent- 
spricht, so  wird  für  jeden  Funkt  dieser  Curve  die  Masszahl 
der  Ordinate  so  gross  sein,  wie  derjenige  Werth  von  y,  den 
man  aus  der  Gleichung  y  =  f(x)  erhält,   wenn  man  in  dieser 
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Gleichung  x  gleich  der  Maeszahl  der  Abscisse  des  genannten 
Fi«:.  2.  Punktes  macht.    Ist  z.  B.  die 

Gleichung 

y  =  x24-3x  — 2 
die  Gleichung  der  Curve  in 
Fig.  1,  so  ist  die  Curre  auch 
wieder  die  graphische  Dar- 
stellung der  Abhängigkeit, 
welche  nach  der  obenstehen- 
den Gleichung  zwischen  x 
und  y  vorhanden  ist. 

In  ähnlicher  Weise  stellt 
Fig.  2  die  Abhängigkeit  dar,  in  welche  x  und  y  durch  die 
folgenden  Gleichungen 

y2+x2  — 25  =  0 

y-=4:^^25— x2 
gebracht  sind. 

Bemerkiuigr. 
Statt  des  rechtwinkligen  Coordinaten-Systems  kann  man  anch  ein 
beliebiges  anderes  Coordinaten- System  wählen,  nm  die  gegenseitige  AIh 
hftnglgkeit  zweier  Grössen  darzostellen;  indessen  ist  das  rechtwinklige 
Coordinaten-System  gewöhnlich  das  bequemste. 

9)  Nehmen  wir  wieder  an,  es  sei  die  Gleichung  y  =  f(x) 
gegeben,  und  auch,  dass  x  aus  dem  speciellen  Werthe  x' 
in  den  speciellen  Werth  x''  übergeht,  und  zwar  so,  dass  x 
bei  diesem  Uebergange  alle  Werthe  durehlänft^  welche 
zwischen  x'  und  x''  liegen  (dass  x  also  bei  seinem  Ueber- 
gange aus  dem  Werthe  x'  in  den  Werth  x"  keinen  Sprung 
macht)  so  kann  zweierlei  stattfinden,  entweder 

I.  fx  wird  ans  dem  speciellen  Werth  fx'  ohne 
Sprung  in  den  speciellen  Werth  fx"  Über- 
gehen, oder 
IL  fx  wird  bei  seinem  Uehergange  aus  dem  spe- 
ciellen Werth  fx'  in  den  speciellen  Werth  fx'' 
ein  oder  mehrere  Male  einen  Sprung  machen. 
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Im  ersten  Falle  ist  fx  zwischen  den  Grenxen  x'  und  x" 
continnirllch,  und  im  zweiten  Falle  ist  die  Function  fx  zwi- 
schen den  Grenzen  x'  und  x''  dlscontinnlrlich. 

10)  In  Bezug  auf  Gontinuität  kann  man  die  Functionen 
in  3  Classen  eintheilen,  und  zwar  in 

I.  Fanctionen^    welche    far    jeden    (endlichen) 
Werth  Yon  x  continnuirlich  bleiben^ 
z.  B.y  =  x24-3x  — 2. 
n.  Functionen^  welche  für  bestimmte  Werthe 
Ton  X  dlscontinuirllch  werden^ 

(für  x«c) 

y  =  ]/2b  —  x^(mv  X- ± 5) 
in«  Functionen^  welche  fttr  jeden  Werth  Ton  x 
discontinnirlich  sind, 

z.  B.  y  =  (^^^=^)^ 

Bemerkungren* 

1)  Wenn  x  dnrch  den  Werth  ±  5  hindurch  geht,  so  springt  der  Werth 
von  y  =  (/  25  — X«  aus  dem  Reellen  ins  Imaginaire,  oder  ans  dem  Imagi- 
nairen  ins  Reelle  über.  Die  Discontinoität  liegt  also  in  diesem  Falle 
darin,  dass  der  Fnnctionswerth  ans  einer  Zahlenreihe  in  eine  andere  über- 
springt 

2)  Die  Continnität  nnd  DiscontinuitSt  ist  ausführlicher  in  Schl(5milchs 
algebraischer  Analysis  behandelt,  worauf  wir  hiermit  verweisen. 
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Hülfssätze  ans  der  algebraischen  Analysis. 


1.  Lehrsatz.  Wenn  in  der  Gleichung 

1)  a+bi  =  «+/?i 
die  Zahlen  a,  ß,  a  und  b  reelle  2iahlen  sind  und  i  —  l^  —  1 


so  ist 


fa=a 


Beweis.  Wäre  a>ay  so  müsste  ein  Theil  von  a  gleich 
einem  Theile  von  ß\  sein.  Dies  ist  aber  nicht  möglich,  weil 
eine  reelle  Grösse  nicht  gleich  einer  imaginären  Grösse  sein 
kann.  Wäre  dagegen  a<a,  also  a>a,  so  müsste  ein  Theil 
von  a  gleich  einem  Theile  von  bi  sein.  Dies  ist  wieder  un- 
möglich aus  demselben  Grunde.  Also  kann  a  nicht  grösser 
als  CK,  noch  kann  a  grösser  als  a  sein;  mithin  ist 
3)  a  =  cr,  w.  z.  b.  w. 
Setzt  man  nun  in  Gleichung  1 

aasa,  so  ergiebt  sich  ohne  Weiteres 
bi  =  /?i,  also 
4)  b  =  /^,  w-  z.  b.  w. 
2.  Lehrsatz.    Wenn  n  =  m  +  l,  so  ist 
m(m— l).(m— 2),..{m— (k— 1);  .   m.(m  — l)....(m  — k) 
1.2.3....k  "^     1.2.3..k.(k  +  l) 

n.(n  — l).(n  — 2)...(n— k) 
~         1.2.3...k(k+l) 
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Beweis.    Zunftchst  ist 
m.(m  — l).(m  — 2)...{m  — (k— 1){     in.(m  — l)...(m  — k) 

1.2.3...k  "*"  1.2.3...k.(k  +  l) 

^ m . (m-1) . (m-2) . . . {m-(k-l )}  k  +  1     m.(m-l)...(m-k) 
°°  1.2.3...k  'k+l"'"l.2.3...k(k+l) 

^in.(m-l)....{in-(k-l)).(k  +  l)  +  m.(m-l)...(m-k) 
■°"  1.2.3...         k     (k+l) 

Hierana  folgt 
m.(in— l)(in— 2)...('in— (k— 1)1  .  m.(m— l)...(m— k). 

1.2.3...k  ^"     1.2.3.k(k+l) 

_in.(m— l)...}m— (k— 1){  {k+l+m— k> 
■*  1.2.3....  k    (k+1) 

oder 
m.(m  — l).(m— 2)....{m— (k— l)i     m.(m— l)...(ia— k) 

1.2.3...  k  ■•"  1.2.3...k.(k4-l) 

_^m.(m— l)...im— (k— l)i  {m+1} 
■"  1.2.3..      L       ik+l) 

Da  nun  m  -|-  1  =>  n  also  auch 
m  —  (k  —  1)  =  n  —  k  so  folgt 
m.(m— l)....{m— (k— l)]j^m.(m— l)...(m— k)     n.(n— l)...(n— k) 


1.2.3. 

..k 

'     1.2.3. ..k(k+l)      1.2.3.. 

.k. 

(k+1) 

w. 

z. 

b.  w. 

Beispiele. 

1) 

10.9.8.7 
1  .2.3.4 

f- 

10.9.8 
1.2.3 

1.7.6         10.9.8.7  5    ,     10 
1.4.5     "     1  .2.3.4  5    '      1 

.9. 
.2. 

8.7.6 
3.4.5 

10.9.8.7, 

.5 

10. 

,9.8.7.6          10.9.8.7.(5  +  6) 

1  .2.3.4 

.5 

'      1. 

2.3.4.5           1.2.3.4.5 

10.9.8.7 
1.2.3.4 

+ 

10.9. 
1  .2. 

8.7.6          11.10.9.8.7 
3.4.5             1.2.3.4.5 

2) 

5.4.3 
1.2.3   "^ 

5. 
1. 

4.3.2 
2.3.4 

5.4.3    4        5.4.3.2 
1.2.3    4   '     1.2.3.4 

5.4.3     . 

5, 

.4.3.2 

6.5.4.3 

1.2.3     '     1.2.3.4  1.2.3.4 
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3)  Aufgabe.    Es  ist  eine  geometrische  Beihe  gegeben 

A,  Ap,  Ap2 ;  Ap» Ap» 

Man  soll  die  Summe  aller  Glieder  derselben  bestimmen. 

Anflosnng.    Setzen  wir  die  Summe  aller  Glieder  =  S, 
so  ist 

1)  S  =  A  +  Ap  +  Ap2  +  . . .  Ap»* 
Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  p,  so  folgt: 
2)  pS  =  Ap  +  Ap2  +  . . .  Ap»  +  Ap'^  +  i 

Subtrahiren  wir  nun  Gleichung  2)  von  Gleichung   1),  so 
folgt  : 

3)  S  — pS  =  A  — Ap»  +  i 

4)  S(l-p)  =  A(l~-p-  +  i) 

1  n»  +  1 

5)  S  =  A Wenn  die  Anzahl  der  Glieder  der 

1— p 

geometrischen  Reihe  eine  unendliche  ist,  wenn  also  in  Gleichung 
5)  n  =  cx)ist,  so  erhalten  wir 

oder 

A 

S  = 


1-p 

4.  Erklärnng.  Eine  unendliche  Reihe  ist  convergenty 
wenn  die 'Summe  ihrer  unendlich  vielen  Glieder  einen  be- 
stimmten (endlichen)  Werth  hat,  und  es  ausserdem  möglich  ist, 
durch  Addition  einer  genflgenden  Anzahl  der  ersten  Glieder 
diesem  Werthe  näher  zu  kommen,  als  der  Werth  jeder  beliebig 
kleinen  Zahl  ist 

Hieraus  folgt,  dass  eine  unendliche  Reihe  convergent  ist, 
wenn 

1)  die  Summe  einer  beliebigen  Anzahl  der  ersten  Glieder 
einen  bestimmten  (endlichen)  Werth  hat, 

2)  bei  hinreichend  grosser  Anzahl  dieser  ersten  Glieder 
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die  Summe  aller  folgenden  Glieder  kleiner  wie  jede 
beliebige  Zahl  werden  kann. 

Bemerknngr«    Um  einzusehen,  dase  beide  Bedingungen  zur  Conver- 
genz  einer  Reihe  nothwendig  sind,  betrachte  man  die  unendliche  Reihe 

^^  ^  ""m«  "^  (m  —  Ij«  ■*■  (m  —  2)*  "*"  (m  —  3)«  "*"  "" 
Setzt  nuin  in  derselben  m  gleich  irgend  einer  positiven  ganzen  Zahl, 
z«  B.  m  »  2,  so  verwandelt  sich  Gleichung  1)  in 


J   ^  1»  ^  2« 
1  1 


2)S-y.  +  -p,  +  -j;-  +  -ji+ji+..^  +  - 


Nun  ist  r^  t  .x<  <^ 


(p+0*   ^   P  P+1 

(P+2;«  "^  p+T  "■  p+2 


(p+3)«    ^  p+2         p+3 


<     • 


(p+q)*       p+q— i      p+q 

Hieraus  folgt: 

^^  (p-fD*  ^    (p+2)»  +"**•   (p+q)»   ^   p         p+q 
Setzen  wir  nun  q  »=  at> ,  so  erhalten  wir  auf  der  linken  Seite  von 
Gleichung  3)  die  Summe  der  nnendlieh  vielen  Glieder,  welche  in  Gleichung 

2)  auf  das  Glied  -7  folgen,  und  es  ist  die  Summe  dieser  Glieder  kleiner 
als  — .    Da  nun  durch  Annahme  eines  hinreiehend  grossen  Werthes  von 

p   der  Bruch  --  kleiner  wie  jede  beliebige  Zahl  gemacht  werden  kann,  so 

folgt  daraus,  dass  unsere  Reihe  in  Gleichung  2)  der  zweiten  Bedingung 
genügt,  welche  wir  für  die  Convergenz  einer  unendlichen  Reihe  aufgestellt 
haben.    Trotadem  aber  ist  die  Reihe  nicht  convergent,  weil  allein  schon 

das  Glied  -r  unendlich  gross  ist ;  mithin  die  Summe  aller  Glieder  sicher 

unendlich  gross  sein  mnss,  weil  sie  positiv  sind,  und   deshalb  durch 

Addition  su  dem  Gliede  -^  die  Summe  S  noch  vergrössem  müssen. 
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5.  Lehmti«  Eine  faUende  geomelriflohe  Reihe  ist  con- 
yergent. 

Beweis.    Ist  die  Reihe 

A,  Ap,  Ap». . ,  Ap» ,  Ap»  +  \  Apf  t .^ 
eine  fallende  geometitsehe  Reihe,  so  ist  naeh  unserm  Hfllfs- 
satze  3)  die  Summe  der  n  -{-  1   ersten  Glieder  dieser  Reihe 

dagegen  ist  die  Summe  der  unendlich  vielen  Glieder,  die  auf 
das  n  -f  1"^^  Cllied  folgen 

4  ^ 

2)  D=-Ap«  +  ».i— ^ 
1— p 

oder  weil  p*=-0  ist, 

Aus  Gleichung  1)  folgt  nun,  dass  für  jeden  beliebigen 
Wei-th  von  n  die  Summe  der  n  +  1  ersten  Glieder  unserer 
Reihe  einen  bestimmten  (endlichen)  Werth  hat.  Weil  aber 
p  <  1  ist,  so  folgt  aus  Gleichung  3),  dass  die  Summe  aller 
Glieder,  welche  auf  das  (n  -|-  1)  erste  Glied  folgen,  bei  Un- 
relchend  grossem  Werthe  von  n  kleiner,  wie  jede  beliebige 
Zahl  gemacht  werden  kann,  denn  p  ist  ein  echter  Brucli  und 
daher  ist  p""  =  0,  wenn  n  =  oo,  folglich  der  Werth  des  letzten 
Gliedes  der  unendlichen  Reihe 

1— p 

Es  sind  demnach  in  den  Gleichungen  1)  und  3)  beide  Be- 
dingungen erfüllt,  welche  nach  HUlfssatz  5)  zur  Convergenz 
einer  unendlichen  Reihe  nothwendig  sind;  also  ist  eine  fal- 
lende geometrische  Reihe  convergent 

Znsatz.  Wenn  man  in  einer  fallenden  geometrischen 
Reihe  irgend  ein  Glied  durch  das  vorhergehende  dividirt,  so 
ist  der  entsprechende  Quotient  ein  echter  Bruch  (p),  der  ftir 
die  ganze  Reihe  denselben  Werth  hat  Wir  dürfen  deshalb  aus 
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dem  Yorstehenden  Lehrsatze  schliessen,  dass  eine  unendliche 
Reihe  dann  oonvergent  ist,  wenn  der  Quotient,  der  aus  der 
Division  irgend  eines  Gliedes  durch  das  vorhergehende  ent- 
steht)  ein  echter  Bruch  ist,  welcher  überall  in  der  Beihe  den- 
selben Werth  hat,  oder  gar  beim  Fortschreiten  in  der  Reihe 
immer  kleiner  wird. 

6.  Lehrsatz.    Wenn  in  der  unendlichen  Reihe 

1)  A,  aB,  a«  C...  a°^M,  a"»  +  ^  N,  a-^  +  a  q... 
keiner  der  Coefficienten  A  B  C  etc.  unendlich  gross  wird,  so 
ist  die  Reihe  conrergent,  wenn  a  <  1  Ist. 

Beweis.     Wenn   der  absolute   Werth    irgend    eines  der 
Coefficienten  der  Reihe  1),  z.  B.  der  Goefficient  M  von  keinem 
anderen  Coefficienten  ilbertroffen  wird,  so  bilde  man  die  Reihe 
2)  M,  a  M,  a2M...a°»M,  a"»  +  ^M... 

Ist  nun  a  <  1,  so  ist  diese  Reihe  eine  fallende  geome- 
trische Reihe,  und  ist  conrergent  Da  nun  die  Glieder  der 
Reihe  1)  dem  absoluten  Werthe  nach  kleiner  sind  als  die  ent- 
sprechenden Glieder  der  Reihe  2)  oder  höchstens  diesen 
Gliedern  gleich  sein  können,  so  muss  die  Reihe  1)  convergent 
sein,  wenn  alle  ihre  Glieder  gleiche  Zeichen  haben.  Sie  ist 
aber  um  so  mehr  convergent,  wenn  die  Glieder  verschiedene 
Zeichen  haben,  und  sich  deshalb  zum  Theil  aufheben. 

Unsere  Reihe  1)  ist  also  unter  allen  Umständen  conver- 
gent, wenn 

1)  a  <  1  und 

2)  keiner  der  Coefficienten  unendlich  gross  ist. 

7.  Lehrsatz.    Wenn  in  der  Reihe 

1)  A,  a  B.  a2C...  a^M,  a"»  +  iN... 
keiner  der  Coefficienten  unendlich  gross  ist,  so  kann  man  a 
stets  so  klein  machen^  dass  irgend  ein  Glied  z.  B.  a^'M  des- 
sen Coefficient  (M)  nicht  Null  ist,  dem  absoluten  Werthe  nach 
grösser  ist,  als  die  Summe  aller  unendlich  vielen  Glieder,  welche 
auf  das  genannte  Glied  folgen. 
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Beweis.  Wenn  a  hinreiehend  klein  ist,  so  ist  nach  Httlfs- 
satz  6)  die  Beihe  1)  conyergent.  Es  muss  also  die  Summe  aller 
Glieder,  welche  auf  das  Glied  a°^M  folgen,  einen  bestimmten 
Werth  haben.    Setzen  wir  denselben  gleich  S,  so  folgt : 

2)  S  =  a-  +  iN  +  a-  +  «P+... 

3)  S  =  a-+i[N  +  a.P  +  a«  Q  +  ...} 

Die  unendliche  Beihe  in  der  Klammer  ist  wieder  conyer- 
gent Setzen  wir  ihren  absoluten  Werth  «»  W,  so  folgt  in  Be- 
zug auf  die  absoluten  Werthe 

4)  S  =  a«  +  »W. 

Es  ist  jetzt  also  zu  beweisen,  dass  f&r  einen  hinreichend 
kleinen  Werth  von  a 

5)  a»M>a»  +  i Weder 

M>aW. 

Macht  man  nun  a  <  =  so  ist 

offenbar  M  >  a  W.  also  auch 
Ma°^>a"^+iW. 
Wir  haben  jetzt  nur  auf  die  absoluten  Werthe  von  M, 
W  imd  S  Bücksicht  genommen.    Es  folgt  also,  dass  dem  ab- 
soluten Werthe  nach 

6)  M  a"*  >  S.  w.  z.  b.  w. 

8.  Lehrsatz.      Wenn   die   Summe   zweier  geschlossener 

Beihen,  welche  nach  steigenden  Potenzen  von  x  fortschreiten, 

S  =  A  +  B  X  +  C  x2  +  D  x3  +  E  X*  -f  ... 

S  =  a  +   b  X  +   c  x»  +   d  X»  +   e  X*  +  ... 

fUr  jeden  Werth  von  x  einander  gleich  sind,  so  sind  die 

Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen  von  x  einander  gleich. 

Beweis.  Nach  der  Voraussetzung  ist  fttr  jeden  Werth  von  x 
l)A+Bx+Cx2+Dx3-fEx*-f  ..=a-f- bx  +  cx2+dx3+.. 
Setzen  wir  hierin 

X  =  0  80  folgt 
2)  A  =  a 
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Sabtrahiren  wir  nun  die  Gleichung  2)  von  Gleichung  1), 
so  folgt: 

3)  Bx  +  Cx«+Dx8+Ex*  +  ...  =  bx  +  cx2  +  dx»  +  ex*  +  ... 

Diridiren  wir  Gleichung  3)  durch  x,  so  ergiebt  sich: 

4)  B  +  Cx+Dx2+Ex»+...  =  b  +  cx  +  dx«  +  ex»+... 

Setzen  wir  wieder: 

X=sO   80    folgt 

5)  B  =  b. 

Subtrahiren  wir  nun  Gleichung  5)  von  Gleichung  4),    so 
folgt: 

6)  Cx+Dx2+Ex8+...  =  cx  +  dx2+ex»  +  ... 
durch  X  dividirt  giebt: 

7)  C  +  Dx  +  Ex2  +  ...      — c  +  dx    +ex«+  .. 
Setzt  man  hierin  wieder: 

X  =s  0  80  folgt 
C  =  c. 
In  ähnlicher  Weise  fortschliessend,  kann  man  beweisen, 
D  =  d 
E  =  e  etc. 

Zusatz.    Wenn  fUr  jeden  Werth  yon  x 

8)  a  +  /?x2+yx*  +  ..— A  +  Bx  +  Cx^  +  Dx»+Ex*+... 
80  ist  A  =  « 

B  =  0 
C  =  /? 
D  =  0 
E  =  y  etc. 
Um  dies  einzusehen,  setze  man  statt  Gleichung  8), 
9)  a  +  0x+/?x2  +  0x»+yx*+...=A+Bx  +  Cx2+Dx5  +  ... 

9.  Lehrsatz.    Wenn  die  unendlichen  Beihen : 

1)  A,  Bx,  Cx2,  Dx3,  Ex*  ... 

2)  a,  bx,  ex*,  dx^,  ex*  ... 

innerhalb  bestimmter  Grenzen   von  x  convergent   und   wenn 
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ihre.  Werthe    innerhalb   derselben   Grenzen  ftlr  jeden  Werth 
Ton  X  einander  gleich  sind,  also 

A-[-Bx+Cx«+Dx»+.,.  =  a+bx  +  cx*+dx5+.., 
80  sind  die  Goefficienten  gleich  hoher  Potenzen  ron  x  einander 
gleich. 

Der  Beweis  ist  dem  vorigen  Beweise  analog. 

10.  Lehrsatz«  Wenn  m  eine  positive  ganze  Zahl  ist, 
so  ist 

L  (x  +  a)»=x«+mx»-ia  +  ?^^^-^x— «a« 

1  .^ 

,  m.(m— l).(m— 2)    „  .   ,  , 
■• 1.2.3 ^x"-''a3+ a» 

Beweis.    Durch  wiederholte  Multiplication  findet  man 

1)  (x  +  a)2  =  x2+2xa  +  a2 

2)  (x  +  a)3  =  x3-f3x2a  +  3xa2  +  a» 

3)  (x  +  a)^  =  x*  +  4x3a4-6x«a«  +  4xa»  +  a* 

Die  Gleichung  3)  kann  man  auch  schreiben 
4)(x  +  a)4=x4+4x*-ia+^x*-«a«+J^x*-8a5  +  a4 

Wir  sehen  hieraus,  dass  Gleichung  I)  richtig  ist,  wenn 
man  m  =:  4  setzt.  In  ähnlicher  Weise  kann  man  sich  auf 
empirischem  Wege  überzeugen,  dass  die  Gleichung  1}  richtig 
ist,  wenn  man  m  resp.  gleich  1,  2  und  3  setzt. 

Wir  dürfen  also  vorläufig  behaupten,  dass  wenigstens  für 
einige  Werthe  von  m  die  Gleichung  I)  richtig  ist 

Multipliciren  wir  die  Gleichung  I)  mit  x  -|-  a,  so  folgt 

K^  /    i     Nm+i      (x'"+^+m.x'°a+°^'^°^r^^x'"-^a^  + 
5)  (x  +  a)"'+^  =  s  '  '1.2  ' 


•1 


x°»a+  mx"*-ia2-j- 


1  •  ^ 
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6)  (x+a)»+»  =  x»+i+|  ^U«a  + 
in.(in  — l).(m— 2) 


m.(m — 1)1 


1.2 
m 


+ 


1.2.3 

m.(m —  1) 

1.2 


'X"'-?a»  +  . 


'  + 


xa°'+a'"+' 


Setzt  man  hierin  m  -f- 1  =»)  so  folgt  nach  demHttlfB8atze2)  : 
7)  (x  +  a)»  =  x"+nx''-»a  +  ^5liEz:Üx»-»a2 

1  •  Z 

+  °-^°T'i-l°~^^x°-«a3H-.nxa°-i  +  a'' 

1  •  ^  .  o 

Diese  Gleichung  stimmt  nun  der  Form  nach  genau  mit 
Gleichung  I).  Wenn  also  die  Gleichung  I)  richtig  ist  fllr  irgend 
einen  Werth  von  m,  so  ist  sie  auch  dann  noch  richtig,  wenn 
m  um  1  grosser  wird.  Nun  folgt  aus  den  Gleichungen  1  bis  3, 
dass  Gleichung  I)  richtig  ist,  wenn  m  resp.  die  Werthe  2),  3) 
oder  4  annimmt.  Wir  dürfen  also  weiter  schliessen.  Wenn 
Gleichung  I)  richtig  ist  ftir  m  =  4,  so  ist  sie  auch  richtig  für 
m  =»  5.  Wenn  Gleichung  I)  richtig  ist  für  m  =  5,  so  ist  sie 
auch  richtig  für  m  =  6. 

In  dieser  Weise  können  wir  weiter  schliessen,  bis  wir  m 
auf  den  Werth  irgend  einer  beliebigen  positiyen  ganzen  Zahl 
gebracht  haben;  und  dürfen  deshalb  behaupten: 

Wenn  m  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  ist 

I.  (x  +  a)'"=x«*+mx«*-%  +  ?^^^^?^ 
m.(m~l).(m-2)      _      ' 


+ 


1.2.3 


'a3  +  ...mxa"*~^  +  a" 


Bemerkungen.  1)  Wir  werden  später  sehen,  dass  unsere  Gleichung 
nicht  allein  gilt,  wenn  m  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  sondern  dass  sie 
für  jeden  beliebigen  Werth  von  m  richtig  bleibt.  Unser  Lehrsatz  er- 
scheint dann  als  specieller  Fall  des  Taylor'schen  Lehrsatzes. 

2)  Wir  bemerken  bei  dieser  Gelegenheit,  dass  man  znweilen  ein 
allgemeines  Gesetz  erst  für  einen  speciellen  Fall  nachweisen  mnss,  nm 
dasselbe  in  seinem  ganzen  Umfange  nachweisen  zu  können. 

Stegemann,  Differentialrechnung.  2 
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Zusatz.    Setzt  man  in  Gleichung  I) 
X  ~  1,  so  folgt 

n  n — 1       n  n — 1  n — 2 

■  n  ■  n      n      .   n     n         n      .      1_ 

~    "•n"'       r2       ■"         1.2.3         '+""ii»" 

l.(,_l)     l.(l-i)(l-^)         1 

10)  (1+-)  =»  +  1  +  -t:2-  + ^273 +-.n- 

11.  Aufgabe.     Wie  gross  ist  ll-| — j  wenn 
11=00  ißt? 

Auflösung.  Wir  nehmen  zunächst  an,  dass  n  eine  be- 
liebige positive  ganze  Zahl  sei,  dann  finden  wir  aus  dem  Hülfs- 
satze  10), 

•)  ('+.-) -'+'+-y^+  ^  .I3  ''+4 

Die  Gleichung  gilt  für  jeden  Werth  von  n.    Sie  gilt  also 

auch  dann  noch,  wenn  n  =  oo  ist    In  diesem  Falle  aber 

1    2 
wird  -,  -  etc.  gleich  Null.    Wir  erhalten  also  wenn 
n '  n  ° 

n  =  00  ist 

Beilierknngeii.    1)  Wenn  man  denjenigen  Werth  von  (l  +  -)  be- 
seichnen  will,  den  man  erhält,  wenn  n«aD,  so  schreibt  man  gewöhnlich: 
lim  (l  +  -)    d.  h.  Grenze  von  (l  +  -)  . 
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Hier  ist  natürlich  diejenige  Grense  gemeint,  der  sich  der  Werth  von 
(l  +  -)    nähert,  wenn  n  unendlich  gross  wird. 

2)  Das  Prodnct  1.2.3.4.. .m,  schreibt  man  gewöhnlich  m(  (spr. 
m-factorielle)  also  z.  B.  1.2.3.4.5.6»6!  (spr.  6-factorielle). 

3)  Es  ist  also  nach  Gleichung  2) 

4)  Wenn  wir  in  der  unendlichen  Reihe  für  lim  (i+-)    irgend 

ein  Glied  durch  das  vorhergehende  dividiren,  so  ist  der  entsprechende 
Quotient  ein  echter  Bruch,  welcher  um  so  kleiner  wird,  je  weiter  wir  in 
der  Reihe  fortschreiten.    Also  ist  nach  dem  Zusatse  6)  die  Reihe  für 

lim(t  +  l)"-l  +  l+ij  +  ijf  +  ij+... 

eine  convergente  Reihe.  — 

12.  Aufgabe*     Man  soll  den  Werth  von  (l  +  a)V«  be- 
stimmen, wenn  a  »^  o  gesetzt  wird. 

Anflosmig.     Wir  wollen  den  Werth  von  (l  +  a)V«  durch 
lim.  (1  +  a)</a  bezeichnen,  wenn  «  zu  Null  wird. 

Setzen  wir  nun  «  =  —  ,  so  wird 
n  ' 

1)  lim  (l+a)V«  =  lim  (l+^V,  also 
2)lim(l+a)V«=  1  +  1  +  1  +  ^  +  ^+.... 

Bemerkungen. 

1)  Man  wird  bemerken,  dass  in  lim  (1 +«)*/«  das  Symbol  »lim." 
diejenige   Grenze   bezeichnet,    welcher    sich   der  Ausdruck   (l+a)V<< 

nähert,  wenn  a  in  Null  wird,  während  in  lim.    (l+-)    das  Zeichen 

„lim."  diejenige  Grenze  bezeichnet,  welcher  sich  der  Ausdruck  (  1  +-) 
nähert,  wenn  n  unendlich  gross  wird. 

2)  Die  Ausdrücke  lim.  (  1  +  -)    ^ud  lim  (1  +a)V«  werden  gewöhn- 
lich durch  e  bezeichnet,  so  dass 


^"'^  +  ^+^+r!+rT+-' 


2* 
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3)  Die  Zahl  e  spielt  eine  sehr  wichtige  Rolle  in  der  höheren  Mathe- 
matik; sie  ist  die  Basis  der  sogenannten  natürlichen  Logarithmen. 

4)  Es  ist  lim.  1 1 |       -»e 

1.  Beweis.    Man  setzt  in  Aufgabe  11)  Gleichung  1) 
1)  für  n=  — n   . 
so  erhält  man  als  Gleichung 

^>  ('-0"-'+'+fi+ji+ii+ -"' 

-(.+d^)(.+5^r' 

Setzt  man  n  —  1  «»  a,  so  ist 

('-r-o+i)('4)" 

Nun  ist  lim.  A-l — )  =  1,  wenn  a  =  oo 
und  lim.  (l-j — j  =  e,  folglich  ist 

lim.  II )     =  e,  wenn  n  =  oo  ist 

5)  Es  ist  e  >  2  und  <  3. 
In  der  Gleichung  für 

e=l  +  l  +  ^  +  ~  +  ^  +  .... 
^**  ^  ^' 1X3^1X2  ®*®'  ^^^«^^^^  ^^ 

2!      3!"^4!"'  *"        2""  22"*"2»  '  ■"• 


<^0+^  +  ^^  +  ^3+ ») 


<   1 

oder 

e-l  +  l  +  (<l). 


Digitized  byV^OOQlC 


21 

Hieraus  folgt  e  >  2  und  <  3. 
6)  e  ist  eine  irrationale  Zahl. 

Beweis. 

oder 

"•®     ^      2!      3!"*"41      p!""(p  +  l)!"^(p  +  2)!+'- 

Angenommen,  e  wäre  nun  nicht  irrational,  sondern  ein  Bruch, 

nämlich  e  =  — ,  wenn  p  und  q  ganze  Zahlen  sind,  so  setze 

man  in  Gleichung  I)  so  viele  Theile  von  der  rechten  Seite  nach 
der  linken,  bis  im  Nenner  die  Facultät  p  en*eicht  ist  Multi- 
pUcirt  man  nun  die  Gleichung  II),  so  dass  die  linke  Seite  der- 
selben zur  ganzen  Zahl  wird,  also  mit  1.2.3 p,  so  erhalten 

wir  auf  der  linken  Seite 

(p— 1)!  q  — 2.p! — 2 — ^  — —  1,  also  ganze  Zahlen 

und  rechts  =  ^+  (p+i/(p+2)+(p^,)(p|2)(p+3)+- 

WeU  nun  p  +  2>p  +  l,  ebenso  (p+2)(p+3)>(p+l)», 
so  ist  also 


P 


+  lh+p_j-2+(p-|-2)(p  +  3)  +  --JS+lL"'"P+l 

<p+iv  p ; 

1 
<P 

Es  ist  also  (p  — 1)!  q— 2p!— |^— |^— ...— 1<- 

2        u  p 

Die  linke  Seite  dieser  Ungleichung  ist  durch  die  Multi- 

plieation  zur  ganzen  Zahl  gemacht  und  die  rechte  Seite  ist 
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kleiner  als  1,  weil  p  eine  ganze  Zahl  ist    Es  mttBste  also, 

wenn  wir  e  »»  -  annehmen,  eine  ganze  Zahl  kleiner  als  der 
P 

Stammbmeh  -  sein.    Dieses  ist  aber  unmöglich,  mithin  kann 

e  kein  Bruch  sein,  e  ist  aber  auch  keine  ganze  Zahl,  weil 
e  >  2  und  <  3  ist,  mithin  ist  e  eine  irrationale  Zahl. 

13.  Aufgabe.    Man  soll  einen  Näherungswerth  von: 

dadurch  bestimmen,  dass  man  die  ersten  Olieder  bis  zum  Gliede 
-TTT-  inclusive  addiri  — 


Aoilosaiig.  Wir  finden 

1  +  1  = 

2 

1 
2! 

- 

0,5 

1 
3! 

- 

0,16666667 

1 
4! 

= 

0,04166667 

1 
5! 

= 

0,00833333 

1 
6! 

= 

0,00138889 

l 

71 

= 

0,00019841 

1 

8! 

^ 

0,00002480 

1 
9! 

= 

0,00000276 

1 
10! 

= 

0,00000028 

e 

= 

2,71828181 
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14.  Aufgabe.  Man  soll  onteniacheii,  wie  gross  der  Fehler 
höchstens  sein  kann,  den  man  begeht,  wenn  man  bei  Bereeh- 
nnng  des  Werthes  von 

De=l  +  l+ij  +  ^  +  ij  +  ....lj  + 

alle  Glieder  vemachlässigt,  welche  auf  das  Glied  -r  folgen. 
Setzen  wir  den  Rest  ^=  B,  so  ist 

«"^  +  *+il  +  ^  +  iT  +  ---^  +  « 
folglich  B  =.  ^  +  ^^-^  + 

®*®'^("FT)Jv'^ip+2"^(P+2)(p+3)'^(p+2)(p+3)(p+4)'^--) 

Weü  nun  (p  +  2)  (p+3)  (p  +  4) >(p  +  2)  (p+2) 

(p  -f-  2) . . . .  ist,  80  ist  auch 

11  11 

*+FT2'^(P  +  2)(p  +  3)  + <*+f+2+(H=^)->+- 

^P  +  2 
<p  +  l 
Multiplieirt  man  auf  beiden  Seiten  der  Ungleichung  mit 
1 


CP  +  1)I 


,  80  erhält  man 


R<^.P+_^ 


(P+1)!  P  +  1 

Setzt  man  z.  B.  wie  in  Aufgabe  13)  fbr  p  =»  10,  so  kann  R, 
d.  i.  der  Fehler,  den  wir  dadurch  begehen,  dass  wir  in  der 

Beihe  I)  alle  Glieder  vernachlässigen,  welche  auf  das  — .  folgen, 

1     12 
höchstens  =  tt,-t7  »  d.  i.  0,000000027  sein. 
11!   11  '  ' 

15.    Wir  wollen  jetzt  noch  die  Eigenschaften  der  Brüche 
untersuchen,  deren  Zähler  und  Nenner  gleich  Null  sind.    Be- 
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7x 

trachten  wir  zu  dem  Ende  den  Bruch  -r— ,  so  finden  wir,  dass 

4x'  ' 

fDr  jeden  Werth  von  x 

7x       7 
4x       4 
Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  x  =  0,  so  wird  auf  der 
linken  Seite  Zähler  und  Nenner  zu  Null.    Wir  erhalten  also 
in  diesem  Falle  aus  Gleichung  1) 

^'    0        4- 

Ferner  ist  für  jeden  Werth  von  x 

3)  '41  -  '»• 

Setzen  wir  in   dieser  Gleichung  x  =  0,  so  entsteht  die 
Gleichung 

Ebenso  wie  in  den  Gleichungen  2)  und  4)  der  Bruch  - 

7 
resp.  die  Werthe  j  und  19  hatte,  so  kann  er  jeden  beliebigen 

Werth  haben.  Der  Brach  ^  ist  demnach  eine  unbe- 
stimmte Form^  die  jeden  beliebigen  Werth  darstellen 
kann. 

Es  lässt  sich  nun    aber   nicht  verkennen,    dass  in  der 

0  7 

Gleichung  2)  der  Bruch  Trnnr  den  ganz  bestimmten  Werth  - 

und  dass  er  in  Gleichung  4)  nur  den  ganz  bestimmten  Werth 

19  hatte.   In  dem  Bruche  ^r- war  also  nur  die  Formnnbestimmt^ 

während  der  Bruch  einen  ganz  bestimmten  Werth  hatte. 

Wenn  man  also  den  Werth  eines  Bruches  ausdrücken  will, 
dessen  Zähler  und  Nenner  gleich  Null  sind^  so  kommt  es 

darauf  an,  statt  der  Form  -  eine  andere  Form  zu  wählen, 
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welche  den  Werth  des  BruoheB  erkennen  lässt    Eine  solche 
Form  ist  leicht  gefunden.    Setzen  wir  z.  B.  —  =  lim  I  —  j 

wenn  x  =  0  ist,  so  ist  lim   (t^)   ein  Ausdruck  für  einen 

Bruch,  dessen  Zähler  und  Nenner  gleicli  Null  sind^  aber 
die  Form  des  Ausdruckes  ist  nicht  mehr  unbestimmt,  sondern 

man  erkennt  ohne  Weiteres,  dass  lim  (j— )  gleich  j  ist 

Ebenso  erkennt  man,  dass 

lim.  (^)  =  19  ist 

Bezeichnet  man  ganz  allgemein  den  Werth  des  Bruches 

m  (^     5L\ 

— 7 r    durch    W,    während    Wa    denjenigen    Werth 

n(x— a)  '  "^     ® 

von  —    ^  .  bezeichnet,  den  man  erhält,  wenn  x  =  a  wird, 

so  ist 

.-  _        m  (a— a)     , 

1)  Wa  =  — ) {  oder 

n  (a — a) 

Aus  der  Gleichung  2)  kann  man  den  Werth  von  W«  nicht 
erkennen,  weil  -^  jeden  Werth  darstellen  kaim,  setzt  man  aber 

3)  Wa  -  lim.5?-^, 

^      '  n  (x—a)' 

so  erkennt  man  sofort,  dass 

Wa  —  -  ist 
n 

17.  Aufgabe.     Man  soll  den  Werth  (Wa)  des  Bruches 
X»— a» 


X — a 


fUr  den  Fall  ermitteln,  dass  x  gleich  a  wird. 
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26 
Auflösung.    Setzen  wir  ohne  Weiteres  in  dem  Bruehe 
den  Werth  von  x  gleieh  a,  so  erhält  man 

1)  Wa  —  ?:^^oder 
a— a 

Durch  diese  Gleichung  ist  der  Werth  von  W»  nicht  be- 
mt,  weil  ~  eine  unbe 
zu  vermeiden,  setzen  wir: 

t3 — ftS 

3)  Wa  =  lim. 

X  — a 

Hierdurch    ist  ausgedrückt,  dass   W»   gleich   derjenigen 

Zahl  ist,  welcher  sich  der  Werth  des  Bruches nähert| 

X  ' '■" a 

wenn  x^^^a  wird.     Um  diesen  Werth  zu  ermitteln,  mtlssen 

^3 2?  .    • 

wir  die  Grösse in  einer  andern  Form  darstellen.  Divi- 

X  — a 

diren    wir    daher    den    Zähler    durch    den    Nenner,    so    er- 

giebt  sich 

4)  (x8  — a»):  (X  — a)  — x2  +  ax4-a« 

X»  — x^a 


x»a  — a» 

x»a  — X 

a» 

xa*  — 

a» 

xa»- 

-a» 

0 

1  ist  also 

1-     *'- 

liim 

-a' 

=  lim  (x2-f-xa+a2) 
X  """"  a 

also  nach  Gleichung  3) 

6)  Wa  =  lim  (x2+xa  +  a2). 
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xs  —  a' 

Berücksichtigen  wir  nun,  dass  lim und 

X  ^^  a 

lim  (x^  +  xa-j-a^)  diejenigen  Werthe  resp.  bezeichnen,  welche 

x'  —  a' 

die  OröBsen und  (x*+xa  +  a^)  annehmen,  wenn  man 

X  — ^  a 

x=»a  setzt,  so  folgt  aus  Gleichung  6) 
Wa  =  a2  +  aa + »^  oder 
7)  Wa=3a». 

Bemerkung*  Die  analytische  Geometrie  bietet  ein  aoBgezeicliiietes 
Hittely  um  auf  graphischem  Wege  eu  veranBchaolichen,  dass  ein  Braoh^ 
dessen  Zähler  and  Nenner  gleich  Null  sind,  einen  gans  bestimmten 
Werth  hat 

Wir  werden  bei  der  Entwickelang  des  Differential-Begrififes  daranf 
zurückkommen. 
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Differential-Rechnung. 

Erster  Theil. 

Functionen 
von  einer  unabhängig-veränderlichen  Grösse* 


I.  Capitel. 

Grundbegriffe  der  Differential-Bechnung  und 
einige  allgemeine  Sätze* 

§.  1. 

Entwickelnng  des  Differential-Quotienten  fAr  den 

speciellen  Fall,  dass  j  =  is*  ist. 

Wir  haben  in  unserer  Einleitung  gesehen,  dass  durch  eine 
Gleichung  zwischen  den  Grössen  x  und  7  diese  Grössen  nicht 
ToUkommen  bestimmt  werden,  dass  aber  y  bestimmt  ist, 
wenn  man  fllr  x  einen  beliebigen  Werth  annimmt.  Ist  nun 
z.  B.  die  Gleichung 

1)  y-x3 
gegeben,  so  ist  7  bestimmt,   wenn  man  x  gleich  irgend  einer 
beliebigen  Zahl  setzt  Ist  x  yeränderlich,  so  muss  auch  7  yer- 
änderlich  sein ;  und  weil  7  nach  Gleichung  1)  von  x  abhängig 
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ist,  so  müssen  die  Aenderungen,  welche  j  erleidet,  den  Aen- 
derongen  von  x  entsprechen.    Nehmen  wir  nun  an,  es  sei 

2)  x  =  10,  so  ist  7=103=1000 

Bezeichnet  femer  x'  einen  neuen  Werth  von  x,  und  y' 
den  entsprechenden  neuen  Werth  von  y,  und  setzen  wir 

3)  x  =  12,  so  ist  y  =123=1728. 

Durch  Subtraction  folgt  aus  den  Gleichungen  2)  und  3) 

4)  X— x  =  2,  y  — y  =  728.  d.  h. 

wenn  der  ursprüngliche  Werth  von  x  gleich  10  ist,  und 
X  um  2  vermehrt  wird,  so  ist  die  entsprechende  Zunahme 
von  y  gleich  728.  Man  hat  für  die  Zunahme  von  x  und  y 
eigne  Symbole  eingeführt.  Die  Zunahme  von  x  wird  bezeichnet 
durch  Ax  (spr.  Zunahme  von  x  oder  Differenz  x).  Die  Zu- 
nahme von  y  bezeichnet  man  durch  A  y  spr.  Zunahme  von  y 
oder  Differenz  y). 

§.  2. 
Fortsetzung. 

Wenn  wir  jetzt  in  der  Gleichung 

1)  y  =  x3 

die  Grösse  x  um  Ax  vermehren,  und  die  entsprechende  Zu- 
nahme von  y  gleich  Ay  ist,  so  ist 

2)  y+ Ay  — (x-f  Ax)3 

Subtrahiren  wir  Gleichung  1)  von  Gleichung  2),  so  er- 
giebt  sich 

3)  Ay  —  (X  -f  Ax)3  —  x3 
also  nach  Division  mit  Ax 

Ay  ^  (x  +  Ax)3  —  x3 

^  Ax  Ax 

Av 
Der  Bruch  --^  wird  Ditferenz-Quotient   genannt.     Es 

leuchtet   nun    ein,    dass    der  Werth  des  Differenz-Quotienten 
abhängig  ist  von  dem  Werthe  von  x  und  von  dem  Werthe 
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von  Ax.  Von  ganz  besonderem  Interesse  ist  derjenige  Werth 

Ay 
des  Differenz-Quotienten,  T--^,  welchen  man  erhält,  wenn  Ax 

Av 
zu  Null  wird.  Die  Ermittelung  dieses  WerthesTon-^  bildet 

zugleicli  die  wiehtigste  Aufgabe  der  Differential-Beclinnng. 

Wenn  A  x  zu  Null  wird,  so  wird  nach  Gleichung  3)  auch 

Ay 
A  y  zu  Null ;  der  Differenz-Quotient  j-^  wird  in  diesem  Falle 

also  zu  einem  Bruche,  dessen  Zähler  und  Nenner  gleich  Null 

sind.    Man  konnte  demnach  —  fttr  --=^  schreiben. 

0         Ax 


§.  3. 
Fortsetzung. 

Aus  Nr.  15  — 17  unserer  Hülfssätze  der  niedem  Ana- 
lysis  folgt  aber,  dass  der  Bruch  —  eine  unbestimmte 
Form  ist  Aus  diesem  Grunde  ist  es  nothwendig,  statt  der 
Form  —  einen  Ausdruck  zu  wählen,  aus  welchem  man  er- 
kennen kann,  nicht  allein^  dass  in  unserm  Bruche  Zähler  und 
Nenner  gleich  Null  sind,  sondern  auch,  dass  unser  Bruch 

Ay 
derjenige  Werth  des  Bruches  -r-^  ist,  den  man  erhält,  wenn 

man  Ax  und  (in  Folge  dessen  nach  §.  2,  Gleichung  3)  auch 
Ay  gleich  Null  setzt.  Aus  diesem  Grunde  setzt  man  dx 
(sprich  Differential  von  x)  fttr  Ax,  dy  (spr.  Differential  von 

Ay 
y)  für  Ay,  um  anzudeuten,   dass  in  dem   Bruche  y-^  Zäh- 
ler und  Nenner  zu  Null  geworden  sind.    Hiemach  bezeichnet 

dy  A  y 

^^—  den  Werth    des    Bruches  -x-^,    wenn    in    ihm    Zähler 

dx  Ax' 
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nnd   Nenner  zu  Null   geworden  sind.     Analog    der    Benen- 

A  Y  dy 

nung  des  Bruches  -7-^  nennt  man  v^  den  DiflFerenfial-Quo- 
^  Ax  dx 

tienten  ron  y  (  =  x3). 

Bemerknngr  •  I^en  Anfänger  machen  wir  noch  besonders  daranf  auf- 
merksam, dass  in  dem  Ausdrucke  A  x  das  A  nicht  von  dem  x  getrennt 
werden  darf,  und  namentlich,  das  A  und  x  nicht  als  Factoren  eines 
Productes  angesehen  werden  können,  ^t.  iBt  nur  ein  STmbol  für  die 
Zunahme,  welche  x  erleidet,  wenn  x  von  einem  beliebigen  Werthe  in  einen 
andern  beliebigen  Werth  übergeht.  Ist  z.  B.  x  ursprünglich  gleich  10  und 
ändert  man  x  darauf,  bis  es  gleich  12  geworden  ist,  so  ist  die  Zunahme 
gleich  2,  man  bezeichnet  dies  durch  die  Gleichung  Az»"2  (spr.  Zunahme 
von  X  gleich  2).  Etwas  Analoges  gilt  von  den  Symbolen  Ay^  dx,  dy. 
Nur  ist  zu  bedenken,  dass  dx  und  dy  dem  Werthe  nach  gleich  Null  sind. 

§.  4. 
Fortsetzung. 

Im  §.  2  folgte  aus  der  Gleichung 

1)  y  =  x3 

Ay   _    (x  + Ax)3-x3 


Ax  Ax 

hieraus  folgt: 

3)4^..  um    (^  +  Ax)3-x» 
^   dx  Ax 

Es  leuchtet  ein,  dass 

,.       (x  +  Ax)3  — X»        w^i.^     u      ^.      (x  +  Ax)3  — x3 
lim  -^ — ' — den  Werth  des  Bruches  -^^ — ' — r— ^ 

Ax  Ax 

bedeutet,  wenn  in  demselben  Ax  zu  Null  wird.     Um  nun 
diesen  Werth  zu  ermitteln,  setzen  wir 

(X  +  Ax)3  —  x3        x3+3xa.Ax  +  3x.Axa  +  Ax^— x^ 
Ax  ""  Ax. 

also 

(x  +  Ax)3  — X»  3x^  .  Ax  +  3x  .  Ax^  +  Ax» 

Ax  ~  Ax. 

oder 

Ax.  '  ' 


4) 
ilso 

5) 
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Diese  Gleichung  gilt  für  jeden  Werth  von  Ax,  sie  gilt 
also  auch,  wenn  Ax  zu  Null  wird.  Wenn  aber  Ax  zu  Null 
wird,  so  werden  die  Glieder  3xAx  +  Ax*  auch  zu  Null, 
also  ist 

7)  lin,    (^  +  Ax)»-x»^3^, 

Ax 

fx^- Ax)5 x^ 

Schalten  wir    nun  den  Werth  ron    lim  -^^ — —r 

Ax 

in  Gleichung  3)  ein,  so  ergiebt  sich 

8)  ^=3x2. 
dx 

Bemerknng.     In   dem  Vorstehenden   haben   wir   den  Werth  des 

Differential  -  Quotienten  einer  Function  von  x  für  einen  speciellen,  sehr 

einfachen  Fall  (y-^x^)  ermittelt    In  allen  übrigen  Fällen  ist  der  Gang 

der  Untersuchung  im  Wesentlichen  derselbe.  —  Wir  empfehlen  deshalb 

dem  Anfänger,  sich  die  vorigen  Paragraphen  recht  klar  zu  machen,  ehe 

er  weiter  geht,  und  machen  noch  besonders  darauf  aufmerksam,  das  in 

dy 
unserm  speciellen  Falle  nach  Gleichung  8)  -p-  wieder  eine  Function  von 

X  ist.    (Vergl.  §.  6.) 


§.  5. 

Bestimmnng  des  Differential-Quotienten,  wenn 
y  =  f  X  ist. 

Wir  wollen  jetzt   annehmen,    es    sei   j  eine    beliebige 
Function  von  x,  und  bezeichnen  dies  durch 

1)  y  =  f(x). 
Hieraus  folgt 

2)y+Ay  =  f(x+Ax). 
Subtrahiren  wir  Gleichung  1)  von  Gleichung  2),    so  er- 
giebt sich 

3)  Ay  =  f(x  +  Ax)-f(x), 
Ay  _  f(x  +  Ax)-f(x) 
^  Ax  Ax 
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5)^==  lim    f^(  +  Ax)-f(x) 
dx  Ax 

Der  Differential-Quotient  L^  einer  beliebigen  ent- 
wickelten Function  y  =  f  x  ist  also  unter  allen  Umständen 
der  Werth,  den  der  Bruch  ^^^  +  ^y~^^  annimmt, 
Ax  zu  Null  wird. 


,  wenn 

Ax 


§.  6. 
Fortsetzung. 

-,      .  ^    ,.         f(x+Ax)  — f(x)        ^^^     . 

Es    18t    Imi        ^  ^^    ^-^    abhängig    von    dem 

Werthe  von  x  und  von  der  Form  der  Function  f  (x).     Man 

schreibt  deshalb  gewöhnlich  f'x,  statt  lim  ^^^"^'^^^~^^^^' 

'  Ax. 

Aus  der  Gleichung  5)  folgt  dann 
6)^  =  f'(x) 

Die  Function  f  x  nennt  man  mit  Sücksicht  auf  die  ur- 
sprfingliche  Function  (y  =  f  x)  eine  abgeleitete  Function. 

Bemerknngeii. 

1)  Das  Symbol  f  (x)  ist  sehr  glücklich  gewählt,  es  bezeichnet 

dv 

a)  dass  ^  («f  x)  eine  Function  von  x  ist  und 

dx  ^  ' 

b)  dass  diese  Function  aus  der  f- Function  y«=  f  x  (durch  Differen- 
tiation) abgeleitet  ist 

2)  Wir  werden  später  sehen,  dass  man  in  den  meisten  Fällen  ans 
einer  Function  durch  wiederholte  Differentiation  unzählig  viele  neue 
Functionen  ableiten  kann.  Man  nennt  deshalb  die  Function  f  (x)  die 
erste  abgeleitete  Function  von  f  (x)  oder  kurzweg  die  erste  Abgeleitete« 

Hierdurch  ist  f '  (x)  von  allen  übrigen  Functionen  unterschieden, 
welche  sich  durch  Di£ferentiation  aus  der  Function  f  (x)  ableiten  lassen. 

Stegemann,  Differentialrechnung.  3 
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3)  Analog  der  Bezeichnung 

Ax 
,et.tm«.F-xfBrlim^("  +  ^^^-^' 
und  ,,'x  «r  lim  y(^  +  Ax^-yx 
etc.  etc. 

Bedeutung  des  Differential-Quotienten  in  der 
analytischen  Geometrie. 

Ißt  y  =  f(x)  die  Gleichung  der  Curve  DMM'C  Fig.  3, 


Fig.  3. 


MQ  =  Ax-,  M'Q  =  Ay. 


und  legen  wir  durch 
einen  beliebigen  Punkt 
M  eine  Secante  MM', 
so  kann  man  aus  der 
Lage  der  Punkte  M  und 
M',  in  welchen  die  Se- 
cante die  Curre  schnei- 
det, den  Winkel  ß  be- 
stimmen, den  die  Se- 
cante mit  der  Abscissen- 
achse  bildet  Nach  den 
Bezeichnungen  in  unse- 
rer Figur  ist 


1)  isß  = 


_Ay 


Ax 


Dreht  man  nun  die  Secante  MM'  um  den  Punkt  M,  so  dass  sie 
sich  der  Lage  der  Tangente  B'M  nähert,  so  wird  der  zweite 
Durchschnittspunkt  M'  sich  dem  Punkte  M  immer  mehr 
nähern.  Bei  dieser  Annäherung  des  Punktes  M'  an  den  Punkt 
M    werden    die    Werthe    von    Ay    und    Ax    immer    kleiner 
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werden,  und  zuletzt,  wenn  der  Punkt  M'  mit  dem  Punkte 
M,  also  die  Secante  MM'  mit  der  Tangente  B'M  zusammen 
ßlllt,  werden  die  Werthe  von  Ay  und  Ax  zu  Null  wer- 
den. In  diesem  Falle  ist  der  Werih  des  Winkels  ß  gleich 
dem  Winkel  /  d.  i.  gleich  demjenigen  Winkel,  den  die  Be- 
rührende B'M  für  den  Punkt  M  mit  der  Abscissenachse ' 
bildet    Wir  erhalten  demnach  aus  Gleichung  1) 

Der  Diiferentlal-Qaotlent  ist  also  gleich  der  tilgonome- 
trlsehen  Tangente  desjenigen  Winkels  (/),  den  die  Tangente, 
welche  die  Curve  im  Punkte  M  berührt,  mit  der  Abscissen- 
achse bildet 

§.  8. 
Fortsetzung. 

dy 
Wenn  -^  '^^'^   positiv  ist,    so  ist   y   bekanntlich    ein 

dy 
spitzer  Winkel;  ist  dagegen  t^^  =  fey  negativ,  so  ist  y  ein 

stumpfer  Winkel.     Hieraus  ergiebt  sich,  dass    unsere  Curve 
(y  =  f  x)    Fig.    4    in  Fier.  4. 

einemPunkte  (M)  steigt, 

wenn        für       diesen 

dy 
Punkt  ^  positiv  ist; 

dass  dagegen  die  Curve 
in  einem  Punkte    (M') 

fällt,  wenn  für  diesen 

dv 
Punkt  j^  negativ  ist 
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BeMerknngen. 

1.  Wenn  wir  diese  Betrachtnng^en  etwas  weiter  fortsetzten,  so  würden 
wir  direct  anf  eine  Theorie  der  Maxima  und  Minima  kommen. 

2.  Ans  der  Fignr  4  ersieht  man  ohne  Weiteres,  dass  y  abhängig  von 
der  Abscisse  (x)  des  Punktes  M  ist;  demnach  ist  auch  \%y  eine  Function 
Ton  X.    Nun  ist  nach  §.  7  Gleichung  2) 

dy 
Man  ersieht  also  aus  der  Figur  recht  deutlich,  dass  fx-«^  wieder 

eine  Function  von  x  ist  (yergl.  §.  6). 


§.9-1 
Ton  den  Diiferentlalen  dy  und  dx. 

In  den  vorigen  §§.  haben  wir  gesehen,  dass  dy  und  dx 

resp.  Zähler  und  Nenner  desjenigen    Braches  sind,   welcher 

A  y 
entsteht,  wenn    in  dem  Bruche  -j-^  Zähler  und    Nenner   zu 

Null  werden,  dies  heisst  mit  anderen  Worten,  dass  dy  und  dx 

dem  Werthe  nach  gleich  Null  sind.    Trotzdem  aber  sind  die 

Diflferentiale  dy  und  dx  nicht  gleich  dem  absoluten  Nichts^ 

d  y 
weil  der  Bruch  ^-^  im  Allgemeinen  einen  ganz  bestimmten 

endlichen  Werth  hat. 

Es  ist  z.  B. 

dy 

--^—  r»  3  x2  wenn  y  =  x»  nach  8.  4. 

dx  "^ 

dy 

— ^  =  tgy,  wenn  x  und  y  als  C!oordinaten  einer  Curve  an- 
gesehen werden  nach  §.  7. 
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§.  10. 
Fortsetzung. 

Aus  der  Gleichung 

l)^  =  fx 

'  dx 

folgt  weiter 

2)  dy  =  fx.  dx, 

Giebt  man  nun  hierin  f  x  irgend  einen  Zahlenwerth ;  setzt 
man  z.  B.  f  x  =:  19  und  in  Folge  dessen 

3)  dy  =  19.  dx 

so  erkennt  man  ohne  Weiteres,  dass  dy  mit  dx  gemessen 
werden  kann,  und  dass  f  x  gleich  der  MaasszaU  ist,  welche 
angiebt,  wie  oft  dx  in  dy  enthalten  ist 
Aus  der  der  Gleichung  1)  folgt  femer: 

4)  dx=:p^dy,  d.  h. 

es  ist  ancli  dx  durch  dy  messbar  und  es  ist  -r^  gleich  der 

MaasszaU,  welche  angiebt,  wie  oft  dy  in  dx  enthalten  ist 

Bemerkangen« 

1)  Wenn   es   nicht   einleuchten    sollte,    dass    ans   der   Gleichung 

dy 

_i«f  X  ohne  Weiteres  die  Gleichung  dy«"f  x.dx  folgt,  so  gehe  man 

aus  von  der  Gleichung: 

.X  Ay    f(x  + Ax)  — f(x)  ,.         - ,  ^ 

1)  ^p^=*  ^    —  hieraus  folgt: 

'  Ax  Ax 

Diese  Gleichung  gilt  für  jeden  Werth  von  Ax.   Lässt  man  nun  Ax 

.^   A           A           A          .  ,  f(x  +  Ax)  — f(x) 
zu  dx  werden,  so  wird  Ay  zu  dy,  und  es  wird  -^^ — -^ zu 

lim      ^^  ^««fx.    Aus  der  Gleichung  2)  entsteht  dann 

3)  dy  — f'x.dx. 

2)  In  formeller  Beziehung  ist  es  durchaus  in  Uebereinstimmung  mit 

der  niederen  Arithmetik,  wenn  man  aus  der  Gleichung 

dy 

^  — f  X  die  Gleichung 

dy«f'x  dx  ableitet. 


Digitized  byVjOOQlC 


88 

Aber  auch  da»  Resultat  widenpricht  der  niederen  Arithmetik  nicht, 
denn  «etat  man  für  f'x  seinen  Zahlenwertii ,  nnd  ist  i.  B.  fz«19,  so 
erhält  man  dx—lO.dx. 

Setat  man  in  diese  Gleichung  ebenfalls  fttr  dy  nnd  dx  ihre  Werthe, 
so  erhält  man  0^19.0. 

Es  ist  dies  ein  Besnltat,  welches  durchaus  mit  der  niederen  Arithmetik 
ttbereinstimmt. 

§.  11. 

Fortsetzung. 
Ton  den  nnendllcli  kleinen  Grossen. 

Weil  nun  die  Diflferentiale  (dy  und  dx)  unter  einander 
messbar  sind,  so  kommt  ihnen  die  wesentliche  Eigensehaft 
der  Grössen  zu.  Hierbei  ist  jedoeh  stets  zu  berfleksiohtigen, 
dass  sie  durch  endliche  Grössen,  wenn  diese  aucli  nocli  so 
klein  sind^  nicht  gemessen  werden  können,  oder  dass  sie  im 
Vergleich  zu  endlichen  Grössen  gleich  Null  sind.  Aus  diesem 
Grunde  müssen  Grössen  von  der  Art  wie  Aj  und  dx  Ton  den 
endlichen  Grössen  unterschieden  werden.  Man  nennt  sie  des- 
halb unendlich  kleine  Grössen. 

§.  12. 
Unendlich  kleine  Zahlen  höherer  Ordnungen. 

Vergleichen  wir  das  Product  dx.dx~(dx)2  mit  der 
unendlich  kleinen  Zahl  dx,  so  finden  wir 

^    dx 

Es  ist  also  ^-T-^   selbst  wieder  eine  unendlich  kleine  Zahl, 

d.  h.  die  unendlich  kleine  Zahl  (dx)^  ist  unendlich  klein  im 
Vergleich  zu  dx. 

Ebenso  wird  man  finden,  dass  (dx)»  wieder  unendlich 
klein  ist  gegen  (dx)^. 

Endlich,  dass  (dx)''+i  unendlich  klein  ist  im  Vergleich 
zu  (dx)^ 
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Dareh  diese  Betraehtung  werden  wir  daraaf  geführt,  die 
unendlich  kleinen  Grössen  in  verschiedene  Ordnungen  einzu- 
theilen.  Wenn  nun  x  die  unabhängig  veränderliche  Grösse 
ist,  so  wollen  wir  dx  als  eine  unendlich  kleine  Grösse  der 
ersten  Ordnung,  ansehen ;  dann  ist 

(dx)2  eine  unendlich  kleine  Grösse  zweiter  Ordnung, 
(dx)'  eine  unendlich  kleine  Grösse  der  dritten  Ordnung, 
(dx)»  eine  unendlich  kleine  Grösse  der  n*^  Ordnung. 

Bemerkong. 

Eb  ist  Sache  des  Beliebens,  dx  als  unendlich  kleine  Grösse  der  ersten 
Ordnung  aufzufassen. 

Wäre  z.  B.  a'^]fdx,  so  wäre  a  auch  unendlich  klein  (dem  Werthe 
nach  » 0).  Wir  konnten  deshalb  auch  a  als  eine  unendlich  kleine  Zahl 
der  ersten  Ordnung  auffassen,  dann  aber  wäre  dx»(a*)  eine  unendlich 
kleine  Zahl  der  2^^  Ordnung  etc. 

§.  13. 

Fortsetzung. 

Aus  unserer  Auffassung  folgt  weiter,  dass  zwei  unend- 
lich kleine  Grössen,  deren  Quotient  einen  endlichen  (von 
Null  verschiedenen)  Werth  hat^  zwei  unendlich  kleine  Grössen 
von  derselben  Ordnung  sind.  Nun  hat  in  der  Regel  f  x  einen 
endlichen  (von  Null  verschiedenen)  Werth;  ebenso  hat  in  der 

Regel  auch  (j^j  =  (f'x)"  einen  endlichen  (von  Null  ver- 
schiedenen) Werth.  Demnach  sind  im  Allgemeinen  die  Po- 
tenzen (dy)"  und  (dy)"  unendlich  kleine  Grössen  derselben 
Ordnung,  d.  h.  es  ist  im  Allgemeinen  (dy)*^  eine  unendlich 
kleine  Grösse  der  n***"  Ordnung, 

§.  14. 
Unendlich  grosse  Zahlen  verschiedener  Ordnungen. 

In  ähnlicher  Weise,  wie  wir  die  unendlich  kleinen  Zahlen 
in  verschiedene  Gategorien  getheilt  haben,  lassen  sich  auch 
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die  imendlieh  grossen  Zahlen  eintheilen.    Sind  z.  B.  Ä^,  A,, 

A3  etc.  endliche  (von  Nail  rerschiedene)  Grössen  und  setzt  man 

111 
üi  =  Aij^,  Ü2  =  A^. j^j,  Un  =  An 5^,  80  ist 

Ut  eine  unendlich  grosse  Zahl  der  ersten  Ordnung, 
Un  eine  unendlich  grosse  Zahl  der^^*^  Ordnung, 


U3  eine  unendlich  grosse  Zahl  der  n**°  Ordnung. 

BemerkungeD. 

1)  Don  Begriff  der  endlichen  Grössen  bilden  wir  nns  unmittelbar  aus 
der  Anschauung.  Zu  dem  Begriffe  des  unendlich  Kleinen  und  des  un- 
endlich Grossen  gelangen  wir  nur  auf  dem  Wege  der  Speculation. 

2)  Es  liegt  in  der  Natur  des  menschlichen  Geistes,  dass  wir  uns  das 
unendlich  Grosse  und  das  unendlich  Kleine  an  und  fflr  sich  nicht  klar 
vorstellen  können. 

3)  Daher  rührt  es  auch,  dass  wir  endliche  Grössen  nur  mit  end- 
lichen Grössen,  und  ebenso,  dass  wir  das  unendlich  Grosse  oder  das 
unendlich  Kleine  nur  mit  dem  unendlich  Grossen  oder  dem  unendlich 
Kleinen  derselben  Ordnung  messen  können,  so  dass  also  die  Rechnung 
mit  unendlich  grossen  oder  unendlich  kleinen  ^jrrössen  stets  auf  endliche 
Grössen  zurückgeführt  wird. 

4)  Hätten  wir  eine  klare  und  unmittelbare  Vorstellung  von  dem  un- 
endlich Grossen  und  dem  unendlich  Kleinen,  so  würden  wir  in  der  niederen 
Arithmetik  nicht  ohne  Weiteres  Null  gleich  Null  setzen  (vergl.  §.  10,  Be- 
merkung 2). 

5)  Es  liegt  ein  scheinbarer  Widerspruch  darin,  dass  wir  die  Diffe- 
rentiale dj  und  dx  als  Grössen  auffassen,  und  dass  sie  dennoch  gleich 
Null  sein  sollen.  Dies  rührt  daher,  dass  wir  das  unendlich  Grosse  und 
das  unendlich  Kleine  an  sich  nicht  denken  können. 

6)  Ein  Freund  philosophischer  Speculationen  mag  aus  dem  Vor- 
stehenden entnehmen,  dass  dem  menschlichen  Geiste  auf  dem  Gebiete 
der  Speculation  Schranken  gesetzt  sind,  welche  er  ohne  Gefahr  grosser 
Verirrung  nicht  überschreiten  darf.  —  Die  Geschichte  der  Philosophie 
giebt  hierfür  viele  Belege. 

§.  15. 
Lehrsatz. 

Eine  additive  constante  Grösse  ist  bei  der  Differen- 
tiation oline  Einfloss  — 


Digitized  byVjOOQlC 


41 
oder  wenn  7  =»  f  x  -{-  A,  so  ist 

dx 
Beweis.    Wenn 

1)  y  =  fx-|-A,  80  ist 

2)  y  +  Ay  =  f(i  +  Ax)+A,  also 

3)  Ay-=f(x  +  Ax)  +  A— f(x)  — A 

=  f(x  +  Ax)  — fx 
Ay_f(x  +  Ax)-fx 
''  Ax  Ax  '  ^^ 

^  dx  Ax  ' 

6)  T^  =  f'x,  w.  z.  b.  w. 


§.  16. 
Lehrsatz. 

Wenn  y  =  Afx  ißt,  so  ist 

|?  =  Af'x,  d.  h. 

ein   eonstanter  Factor  geht  bei  der  Differentiation  als 
constanter  Factor  in  das  DüTerentialTerhältniss  Aber. 
Beweis.    Wenn 

1)  y  =Afx,  so  ist 

2)  y  +  Ay==Af(x  +  Ax),  also 

3)  Ay  — Af(x+Ax)— A.f(x) 

4)  Ay  =  AJf(x  +  Ax)  — f(x){ 
^^  Ay_^f(x+Ax)^f(x) 

6)  ^^Alim'-^^+^tz^ 
^  dx  Ax 


^  T-^=Afx,  w.  z.  b.  w. 


dx 


Digitized  byVjOOQlC 


42 

§.  17. 
Lehrsatz. 

Das  DUferenttalyerliiltnlss  der  Summe  mehrerer 
Functionen  ist  gleich  der  Summe  der  DilferentlalTerlillt' 
nisse  dieser  einzelnen  Functionen, 

oder  wemi  y  «=«  f x  +  Fi  -}-  jpz  -f-  etc 

soiat  ■j^=-fx+  P'x+  y'x-f-etc. 

Beweis.    Wenn 

1)  y  -  f(x)+  F  (X)  +  jp(x),  so  ist 
2)y  +  Ay  =  f(x  +  Ax)  +  F(x  +  Ax)  +  sp(x  +  Ax) 
3)         Ay=-f(x4-Ax)  — fx  +  F(x-f-Ax)— F(x)  +  ete. 
Ay^f(x+Ax)-fx     F(x  +  Ax)-F(x)  ^ 
Ax"^  Ax  "*"  Ax 


4) 
also 


F(x+Ax)-F(x)+1 


5)  ^_U^(^  +  A:.)-f:.      Fi^+A^)-I 
'  dx  I  Ax  '  Ax 

6)  ^^ii^f(^  +  Ax)-fx  F(x+Ax)-F(x) 

^  dx  Ax  *  Ax  ' 

7)  -l-  =  f  X  +  F'x  +  etc.  w.  z.  b.  w. 

'  dx  '  ' 


II.   Capitel. 

Differentiation  der  einfachen  Fonotionen. 

§.  18. 
Die  algebraische  Function  y  «=  x"". 

Aufgabe.     Man  soll  die  algebralBche  Function  y  »»x" 
diflferentiiren. 

Auflosung.    Wenn 
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1)  y  =x°*  ist,  80  ist 

2)  y  +  Ay  — (x-f- Axr 

Subtrahirt  man  Gleichung  1)  yon  Gleiehimg  2),  so  folgt 

3)  Ay  =  (X  +  Ax)«  —  X- 
Ay  ^  (X  -f  Ax)"  —  3L" 

^  Ax  Ax 

Hieraus  folgt 

dx  Ax 

(x  +  A  x)™ x°* 

Um  den  Werth  von  lim  -^ —         ' zu  berechnen, 

kehren  wir  zu  Gleichung  4)  zurück,  und  erhalten  hieraus  durch 
eine  leichte  Umformung 

'  Ax                      Ax 
7)xl='" — 


Ax  Ax 

Ay  (1+^r-t 

X 

Nun  sei  9)  —  ««  «,  so  ist 

dx  a 

Es  handelt  sich  also  nur  noch  um 

lim  \ — IE — l deshalb  setzen  wir 

11)  (1  4- «)»  =  1  -f  ß^  dann  ist 

12)liin^^  +  ->"-^=.lim^. 
a  a 

Aus  Gleichung  11)  folgt  ausserdem 

13)  m.lg.(l+a)=«lg(l+/^) 
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Mg(l  +a) 
Nach  No  12  der  HtUfss&tze  aas  der  niedem  Analysis  ist 

15)  lim  (1  +  /?)«//»  —  Um  (1  +  o)V«  =  e,  also 

16)  lim  [1  lg  (1  +/?)]  =  lim  [llg  (1  +  «)]  also 

n)lim[4+^-lim^. 
lg(l+a)  a 

Aus  Gleichung  14)  und  17)  ergiebt  sich  demnach 

18)  lim  -  =  EL 

Verbinden  wir  nun  dieses  Besultat  mit  den  Gleichungen 
10)  und  12),  so  erhalten  wir 

19)  ^=x«-im 
dx 

20)  ^=  mx°^-i 
dx 

Besnltat    Wenn 

L     y  =  X",  so  ist 

n.  ^=  mx«-i 
dx 

in,  dy  =  mx"-*dx  oder 

IV.  d(x"*)  =  mx°^-idx. 

§.  19. 
Fortsetznng. 
Aufgabe  1.    Man  soll  folgende  Functionen  diflferentiiren. 

y  =  xs  y  —  rj,  y  =  |/x,  y  =  4— 

Auflösung  1.    Wenn 

1)  y  z»  x^,  SO  setze  man  in  Gleichung  I)  des  Torigen 
Paragraphen  m  »s  4,  dann  erhält  man  nach  Gleichung  II) 

2)  ^  =  4x*-i  =  4x8 
dx 
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3)  dy  =4x»dx 

4)  dx<  =  4x»dx 
Auflösung  2.    Wenn 

1)  y  ai»  —  ist,  80  kann  man  auch  setzen 

2)  y  =  X-*. 

Dies   giebt  mit  Httlfe    des   Torigen  Paragraphen,   wenn 
man  m  =  —  4  setzt, 

3)  5^ 4X-4-1 4x-& 

dx 

4)  ^  =  -± 
^    dx  X» 

5)  dy — 

6)dl  =  -l^ 
Auflösung  3.    Wenn 

1)  y  =  [/x,  so  ist  auch 

2)  y  =  x*,  also 

"^^  dx       *  * 

^  dx         * 

5)  dy  =  -^dx. 
4lG[3 
Auf  Idsang  4. 

1)  y  =  ^ —  ist  gleichbedeutend  mit 

2)  y  =  x    * 


dx  * 
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dy  » 


1-—: 


A^jF 


dx 

'*>«*y — Ah 

»^  4  }fxK 

Aufgabe  2.   Man  soll  folgende  Funetionen  differentiiren 

1)  y-A+x4 

2)  y-A+1 

3)  y-A+l^£ 

4)  y  =  A+i- 

VI 

Auflosang.    In  §.  15  ist  bewiesen: 

dy 
wenn  y  — A  +  fx,  so  ist  ^  =f  x.    Hieraus  folgt  ohne  Wei- 
teres in  Verbindung  mit  den  Besultaten  der  vorigen  Aufgabe 

dy 

1)  wenn  y=»»A4-xS  so  ist  ^  =  4x? 

«X  All  .  X  dy  4 

2)  wenn  y  — A-f--,  so  ist  ^ 

*_  dy         1 

3)  wenn  y  —  A  +  ^'x,  so  ist  =-^  — -j— 

4l/£5 

4)  wenn  y==A  +— ,  so  ist  j^— = 1 — 

Aufgabe  3.    Man  soll  folgende  Functionen  differentiiren 
y  =  7x« 

^-4 
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7-m 


Auflösung.    In  §.  16  ist  bewiesen: 

dy 
wenn  7^A.f(x),  so  ist  T^»-A.f  (x).    Hieraus  folgt, 

wenn  y  — 7x«  so  ist  3^— 7.4.x»— 28x» 
'  '  dx 

dy  — d(7x«)  =  28x»dx. 

wenn  y  — 7.-;,  so  ist  j^«— — 28x-»— r 

'  X*'  dx  x» 

_   *  .  ^  dy        7 

wenn  y  — 7.J^x,  so  ist  ^  —  -»3 

4^x» 

1          .  . dy              1 
wenn  y j-,  so  ist  ^ j— 

7|^  ^^  iS\fr^ 

Aufgabe  4.    Man  soll  folgende  Functionen  differentiiren 

y  «=  X*  +  x3  +  X 
y  =  3x<+  llx»  +  8 

y=-|i  +  5h-7x» 

Auflösung.    Aus  §.17  ergiebt  sieh  ohne  Weiteres 

1)  d(x<+x»  +  x)  =  (4x»  +  3x»+l)dx. 

2)  d(3x*+llx«  +  8)-=(3.4x»+11.2.x)dx 

—  12x»dx+22xdx. 

3)  d(i  +  5f'x-7x»)  =  (-3.4x-»  +  |-i5-'-7.5i«)dx 

-{-i?  +  ^i 35.x«).dx. 
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§.  20. 

Vebnngsaafgaben  mit  Lösungen, 

1)  y=»6i»+4 

;^^-3.,. 

2)  y-=6x&— 4 

4J-3.X. 

3)  y-lx'O 

>2-^- 

*>y-i3x» 

.  dy           27 
'  dx           13 X* 

5)  y-Tfr« 

.dy_   14 

'  dx~    ' 
3|^ 

6)y  =  5fe 

.  dy  _  36* 
'  dx  ==  4  ^^'' 

7)y-9l^ 

.dy_      27 

'  dx            ■' 
7  l/x4 

8)y-   f 

.dy                4 

'^^             15^F 

9)y  =  4?-  = 

3K£« 

10)  y  =  al/  X 

dy           a 
'dx       2t/ X 

^^>^-^'^ 

dy               a 

'  dx                 2|/x3 

12)  y  =  -?- 

.dy_          2a 

'  dx                 > 

3bl^ 

I3)y  =  ^l/F 

'dx         np''*'  ' 

14)  y-:  " 

npxq 

. dy mq        1 

'  dx  ~       np     J 
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p 

•^  q  '  dx  npq       "^^ 

16)  y=x^  + 12x3-29 x2-61x-134:  :r^  =  4x-*+36x2~58x-61 

'  dx 

17)  y  =  x3  —5x2  +  8 X  — 4; 2^  =  3x2—  10  ^  +  8 
4o\  I    o,/—        c       dy  3     ,     c 

19)  y  =  A+b  +  c|/x-mx;  Jj  =-  jj^  +  J=  -m 


b  c        m  dy 2b     ^^    4c 

"s  3      '  t2' dx  *        '  »~ 


^^)  y  — a-+--s 8Z+i2'dx~ TI"^ « xä" 


§.  21. 
Exponential-Fniictioii  j  =  a"". 

Aufgabe.    Man  soll  die  Exponential-Function  y  =  a'  dif- 
ferentüren. 

Auflösung.    Wenn 

1)  y  =  a*,  so  ist 

2)  y  +  Ay  =  a(*  +  ^  *),  hieraus  folgt 

3)  Ay  =  a(x  +  A«)  —  a* 

4)  Ay  =  a«Ja^*  —  1|. 

,,  Ay  a^*  —  1 

5)  -x^  =  a» .  — . 

'  Ax  Ax 

ON   dy  -.     a^*  —  1 

6)  -3^  =  a*  .  hm . 

^   dx  Ax 

a  Ax i 

Um  nun  den  Werth   von  lim  — zu    ermitteln, 

Ax  ' 

setzen  wir 

7)  Ax  =  a 

8)  a^»  =  1  +  /?,  so  wird 

Stegemann,  Diifnentiftlrecbnting.  4 
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9)  4^  _  ax  .  lünA. 
ux  «t 

Da  nun  {\  •{■  ß)  '"»^^  %o  iat 

10)  (1  +  (t)^^^  —  a"''*'  also  nach  Hfllftsatz  12) 

11)  e  —  lim  a^'/i',  also 

12)  Ige  —  lga.lim  ^ 

13)lim^-iii. 
«        Ige 

Das  Logarithmensystem,  das  in  GHeichung  13)  zum 
Grunde  gelegt  ist,  ist  beliebig.  Wir  wollen  annehmen ,  dass 
e  die  Basis  des  Systems  ist,  dass  wir  also  natttrliche  Loga- 
rithmen gew&hlt  hätten.  Wir  bezeichnen  diese  Logarithmen 
durch  1  oder  lg  nat  (logarithmus  naturalis),  und  haben  dann, 
weil  le  «=  1 

14)  lim  ^  —  la. 

a 

Substituiren  wir  diesen  Werth  von  lim  —  in  Gleichung  9), 
so  ergiebt  sich 

15)  ^  =  a«la. 
dx 

Resultat.    Wenn 

L     y  =  a*,  so  ist 

n.  ^  =  aMa 

dx 

HL  dy  =  a»la  dx 
IV.  da*  =  a^la.dx 

Znsatz.  Setzt  man  in  die  letzten  Formeln  a  =»  e,  so 
erhält  man 

- —  =  e*le  =  e* 
dx 

de*  =  e*dx. 
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§.  22. 
Die  logarifhmlsehe  Function  7  =»  Igx. 

Aufgabe.  Man  soll  die  logarithmisohe  Function  y  »>  Igx 
differentiiren. 

A«flo8ung.    Wenn 

1)  y  —  Igx,  80  ist 

2)  y     +  Ay  — lg(x  +  Ax),  also 

3)  Ay  — lg(x  +  Ax)-lgx. 


5) 


Ax  Ax 


6)  t±l^L^Jl JLZ  .    Setzt  man 

^  Ax      X  Ax 

X 

7)  »r  a,  so  ist 

X  ' 

g.  Ay__^llg(l  +  «) 
Ax      X         « 
Ay       1  lg(l  +  a)V« 

10)  ll  =.i  lim  lg(l +«)'/" 


Resultat. 


dlgx_l. 
dx     -x*^® 

dlgx  =  — Ig.e. 


4* 
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Hieraus  ergiebt  Bicli 


dix       ij    _  i 
dx   ~  X  X 

d.lx= — 

X 

vergl.  §.  32. 

§.  23. 
Die  trigonometrischen  Functionen  sin  x  und  cos  x. 

Aufgabe.    Man  soll  die  Functionen  y  =  sin  x  und  y  ===  cos  x 
diiferentiiren. 

Auflosung.    Wenn 

1)  y  =  sin  X,  so  ist 

2)  y  +  Ay  =  sin(x  +  Ax) 

3)  Ay  =  8in(x+Ax)  —  sinx. 
Nun  aber  ist  bekanntlich 

•i.       ft-a  —  ^         »  +  •>! 
sin  a  —  sm  b  =  2  sin  — - —  .  cos  — ^ — ,  also 

4)  Ay  =  2  sin-«-  •  <^os  ix  -f-  — -j,  also 

^^Äi^ Ai   -^^H^  +  t) 

.    Ax 
.  sm  — r 

ß^  ^y  2  /      ,    Ax\ 

2 

.   Ax 

^.  dy  ,.  2 

7)  3-=^  =  cos  X  .  hm  — X— 

'  dx  Ax 

2~ 

.   Ax 
sm-^ 

Um  lim  — -~  zu  ermitteln,  beachte  man,  dass  för  end- 

"2" 

liehe  Werthe  von  a 

8)  sin  a  <  a  <  tg  a,  also 
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^.  sin  a  ^  sin  a  ^  sin  a     . 

9)  -r—  >  -^=r-  >  -7 oder 

^  sm  a         a  X%a 

,  ^^  sin  «      sin  a  ^ 

10)  - —  >  -^=r—  >  cos  a. 
Bin  a  a 

11)  1      >  —,r-  >  cos  a. 

a 

Setzt   man    in    dieser    Ungleichung    a    =0,    so    wird 
cos  a  =  1,  mithin  ist  1  >  lim   —z:^  >  1  oder  lim  — ^ir-  =  1. 

Demnach  ist  auch 

.   Ax 
sm  — 

12)  lim  — r^  =  1. 

'  Ax 

Schaltet  man  nach  Gleichung  12)  den  Werth  von 

.   Ax 

lim  — ^ 

Ax 

"2" 


in  Gleichung  7)  ein,  so  ergiebt  sich 

dv 
13)  3^  =  cos  X. 

'  dx 


Resultat. 


,  d  (sm  x) 
L  — ^ — -  =  cos  X 
dx 


n.  d  (sin  x)  ==  cos  X  .  dx. 
Hat  man 

14)  y  =  eos  X,  so  ist 

15)  y  +  Ay  =  cos  (X  +  Ax),  also 

16)  Ay  =  cos  (x  +  ^x)  —  cos  x. 

Nach  der  Formel  cos  a — cos  b  =  —  2  sin    T^     sin 

erhält  man 

^    .     /      ,    Ax\      .     Ax 

17)  Ay  «=  —  2  sm  (x  +  — j  .  sm  -y 
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«'  ^.  - 

—  Bin   Ix 

1  ^*V      ^ 

+    2J 

Ax 

'»>i- 

—  sin  (x 

+  t)- 

Ax 

2 
Ax 

2 

'•'ff- 

.  Ax 
sin  2 

—  »in  X  .  lim  — r- 

Ax 

2 

Wir  haben  Yorhin  gesehen, 

daBs 

.    Ax 
»m-s- 

lim T—  = 

Ax 

2 

°  1  ist,  also 

^')äi 

=  —  »in  X. 

Resultat. 

in. 

d(eo8x) 
dx     °" 

—  sin  X. 

IV.  d(co8x)  =  —  sin  x.dx, 

Bemerkang« 

In   der  Differential -Kechnnng    bezieht  man  die  trigonometriBchen 

Functionen  stets  anf  Kreisbögen, 
*^*^-  ^-  deren  RadiuB  gleich  der  Einheit 

ist.    Ist  z.  B.  Fig.  5 

AC-«AD«1,  so  ist 
y  =sin  X. 
Ist  statt  der  Länge  des  Bo- 
gens  C  D  «  X,  der  zugehörige  Gen- 
triwinkel  a  in  Graden  gegeben,  so 
kann  man  leicht  x  berechnen  nach 
der  Gleichung 

£sleuchtetein,dasssinxi-sinaist. 
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III.   Capitel. 

Functionen  von  Fnnotionen. 

§.  24. 
Entwickelnng  des  Differentials  yon  f  (y). 

Wenn  y  irgend  eine  Function  Ton  y  ist,  und  y  wieder 
eine  Function  yon  x,  so  lässt  sich  das  Differential  yon  y 
bestimmen,  indem  man  zunächst  yon  x  ganz  absieht,  und 
y  als  unabhängig  yariable  Grösse  behandelt  Man  wird  auf 
diese  Weise  f&r  dy  einen  Ausdruck  bekommen,  in  welchem 
dy  enthalten  ist 

Drückt  man  nun  dy  durch  x  und  dx  aus,  was  immer 
geschehen  kann,  weil  y  eine  Function  yon  x  ist,  so  hat  man 
dy  durch  x  und  dx  ausgedrückt    Es  sei  z.  B. 

y  «=  V"*  und  y  =  sin  x, 
so  ist 

dy  =  my"*-^  dy 

dv  =  cosx  dx,  also 

dy  =»^  in  ,  (sinx)"*""^ .  cosx  dx 

^  =  m  .  (sinx)"**"^ .  cosx. 
dx  ^       ' 

Allgemein  kann  man  sagen: 

Wenn  y  =  f  (y)  und  y  eine  Function  von  x  ist,  so  ist 

dy  =  fv.dv 

X  dx 

§.  25. 
Fortsetzung. 

Wenn  femer  y  irgend  eine  Function  von  v,  v  eine 
Function  von  u,  und  u  wieder  eine  Function  von  x  ist,  so 
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werden  wir  auf  einem  ganz  ähnlichen  Wege  das  Differential 
Ton  y  finden,  nnd  ebenso  in  allen  complicirteren  Fällen. 
Es  sei  z.  B. 

y  =  sinv 

V  =  u" 

u  -  (a2  +  X3)^ 
so  ist 

1)  dy  =  cosv  •  dy 

2)  dv  =  mn»-i  dn 

3)  du  =  3x2  dx,  also 

4)  dy  =  cosv.mu"*-*.  3x2  dx 

5)  d  y  =  cos  (u"*) .  m  (a2  +  x3)»-i  3  x^  d  x 

6)  dy  =  3mcosJ(a2  +  x3)'«»ä.(a2+x3)»-i.  x^dx 

§.  26. 
Uebnngsaufgaben. 

L  Wenn  y  «=  sin  (mx),  so  setze  man  mx  =  u,  so  ist 

1)  y  =  ßinu 

2)  dy  =  oosn  du 

3)  d  u  ==  m  dx, 

wenn  man  jetzt  fttr  u  und  du  seinen  Werth  in  Gleichung  2) 
einschaltet,  so  erhält  man 

4)  dy  =  mcos(mx)  dx 

dy 

5)  j-=^  =  mcos(mx) 
dx 

IL  Wenn  y  =»  (sin  x)"",  so  setze  man  sin  x  =  u,  dann  ist 

1)  dy  =  mu"*"*du 

2)  du  ==  cosx  dx,  also 

3)  dy  =  m. (sin x)"~' cosx  dx 

dy 
4J  T-=^  =  m. (sin x)"*-! cosx. 

in.  Wenn  y  ^  e**"*,  so  setze  man  sin  x  =  u,  dann  ist 
1)  dy  =«  e"  du 
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2)  d  u  =  cos  X  d  X,  also 

3)  dy  =  e"*°*.  cosx  dx 

dv 

4)  ^  =  e»*^^.  cosx. 
dx 

IV.  Wenn  y  =  cos  (ax^^"^^*))  ^o  setze  man  ax3+bx4=u, 
dann  ist 

1)  dy  =  —  sin  u  du 

2)  du  —  (3ax2  +  4bx3)  dx,  also 

3)  dy  =  —  sin  (ax3+bx4),(3ax2+4bx3)  dx 

4)  j|  =  — sin(ax3  +  bx4).(3ax2  +  4bx3) 

V.  y  =  a(»i»»+i«)  ;  dy  =  a<«*^»+i*).laYoosx+-ydx 

VI.  y  =  a»^  ;dy  =  a>Ma— 

Vn.  y  =  loosx  :  dy  = dx  =  — tgxdx 

'    "^  cosx  ^ 

xrTTT  1/  I    *  I     mx   j         — sinx+a^la+mx"*-! 

VIII.  y  =  l(cosx+a»+x"):  dy  = ^ -. dx 

•"  i       i       n    j  cosx  +  a^+x"" 

TV  1    /  I    •     N      j         — sin  x  + cosx,        - 

IX.  y  =  lg(oosx-f-sinx)   :  dy  = — ; — Ige.dx 

•^  '         /   j    ^  cosx  +  sinx  ° 

X.  y  =  sin(x"+oosx — e*); 

dy  =  cos  (x'+cos  x— e*) .  (7  x«— sin  x— e*)  d  x 

VT         u~r' i T7    j         3    (cosx  —  sinx)     , 

XL  y=K  (sin  x  +  cos  x)^  ;  dy  =  -y^ —  dx 

l^(8inx4-eosx)2 


•Inz 


VTT            1/'^*                       j        ö         cosxdx 
Xn.  y  —  e*^  ;  dy  = 

2l^sinx 

§.  27. 
Entwlckelnng  des  Differentials  der  Fonction  f  (u^  y). 

Aufgabe«    Man  soll  die  Functionen 

y  =  u  + V 
y  ==  u  —  V 
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y  —  u  .  V 

u 

y-v 

y-u- 

diffBrentüren,  unter  der  Yorauflgetzung,  dass  n  und  ¥  wieder 

Functionen  von  x  sind. 

Auflösung.    Aus  §.  17  folgt 

d  (u  +  v)  — du  +  dv. 

Femer  giebt  die  Gleiehung  y  —  u  —  v 

die  neue  Gleichung  y  «.  u  +  (—  1)  v 

und  dies  giebt        dy  =  d  u  —  dy 

Die  Gleichung  y  «:  u  .  v  giebt 

1)       ly       =lu  +  ly,  also 

«\      dy           du   ,    dv     , 

2)      -^      — ,  also 

^        Y             u  ^    v^ 

^^  u.v.dy           ,      ,       , 
3) ^  —  vdu  +  udv, 

und  weil  u  .  v  =  y,  so  ist 

4)       dy      «»vdu  +  udv. 

Aus  y  =  -—  erhalten  wir 

5)        y        —  u  •  V-*, 

demnach  mit  Hülfe  von  Gleichung  4),  indem  man  dort 
statt  y  setzt, 

6)  dy       —  v-i  du  +  ud  (v-*) 

7)  dy       =-J^_^,also 
ß.       ,  vdu  — udv 

8)    dy ^^ — • 

Aus  der  Gleichung  y  =  x''   folgt 
9)       ly       =  vlu,  also 

10)  d  (ly)      —  vd(lu)  +  ludv 

dy  vdu   ,   ,     , 

11)  -^       = hludv, 

y  u      '  ' 
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alflo  wegen  y  «=  u^ 

12)  dy       =u^.  — +  u^  ludv 

13)  dy       —  vu^-*  du  + u^  ludv. 
Semltat. 

L  d(u  +  T)  =  du  +  dT 
n.  d(u  —  v)  —  du—  dv 
in.  d(u  .  V)  =  rdu  +udv 

du        udv       vdu  —  udv 


(u \ du ud/ 
T/             V  V' 


lY.  d-    -  —  ,   - 

\T/  V  V'  V^ 

V.  du^  =-  vu^-*  du  +  u^  .  lu  .  dv. 


§.  28. 
Fortsetzung. 

Aus  den  Gleichungen  I  bis  Y  des  vorigen  §.  ergiebt  sich 
folgender  Satz; 

99 Wenn  n  nnd  v  zwei  Functionen  von  x  sind,  welche 
anf  irgend  eine  Weise  zu  einer  neuen  Function  verbunden 
sind^  so  erliUt  man  das  DifTerential  dieser  neuen  Fnnc- 
tionen,  indem  man  sie  zweimal  differentiirt;  einmal  so, 
als  ob  n  allein  variabel  sei,  nnd  das  zweite  Mal  so,  als 
ob  V  allein  variabel  sei ;  und  darauf  die  beiden  eriialtenen 
Resultate  addirt/^ 

In  Formel  wenn 

1)  y    =  f  (u,  v),  so  ist 

2)  dy  =  d„  f  (u,  v)  +  dy  f  (u,  v)  oder 

3)  dy  «=^du  +  ^dv  oder 

•^        du         '   dv 

^dj^^dy^dUidy     dv 
|dx  "^  du  dx    '    du  '  dx 
In  diesen  Formeln  bedeutet  d^f  (u,  v)  das  Differential 
yon  f  (u,  v)  so  genommen,  als  ob  allein  nach  u  differen- 
tiirt sei. 
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dy 

^  ist  ein  Differentialquotient  von  y,  den  man  unter  der 

YorausBctzung  erhält,  dasB  ausser  y,  u  allein  variabel  und 

zwar  eine  unabhängig  veränderliche  Grösse  sei. 

dv 
Analog  ist  die  Bedeutung  von  rf,  f  (u,  v),  und     -. 

Bemerkang. 

Man  kann  die  allgemeinen  Formeln  anch  leicht  allgemein  beweisen. 
Es  sei  z.  B. 

l)y-f(u,  V), 
wo  u  und  V  beliebige  Functionen  von  x  Bind,  während  das  Symbol  f  (u,  v) 
andeutet,  das  n  und  v  auf  irgend  eine  Weise  zu  einer  neuen  Function 
von  X  verbunden  sind. 

Lässt  man  nun  die  unabhängig  Veränderliche  x  sich  um  A  x:  ändern, 
80  wird 

u  zu  u  +  A  u 
V  zu  V  +  A  V 
y  zu  y  + Ay. 
Aus  Gleichung  1)  folgt  dann 

2)  y+ Ay-=f(u  +  Au,  v  + Av), 

also  nach  Subtraction  der  Gleichung  1)  von  Gleichung  2) 

3)  Ay«f(u  + Au,  v  + Av)-f(u,  V). 
Addirt  man  hierzu  die  Gleichung 

0-.-f(u,  v  +  Av)+f(u,  v+ Av), 

80   folgt 

4)  Ay««f(u  + Au,  v+ Av)-f(u,  v  +  Av)  + 

+  f(u,  v  +  Av)-f(u,  V), 
dies  giebt 

..  Ay__f(u  +  Au,  v  + Av)  — f(u,  v  +  Av) 

^^2^ Äi 

f(u,  v  +  Av)-f(u,  v) 
"^  Ax 

g^  Ay     f(u  +  Au,  ▼  + Av)  — f(u,  v  +  Av)   Au 
^Z.\x"  AU  'ax 

f(u,  v  +  Av)  — f(u,  v)   Av 
Av  'ax 

Wird  nun  Ax  zu  dx,  so  erhält  man 

dx""       )  Au  *  Axi 

+  lim  l^i5LZ±Av):zI(?L!) .  Av( 
)  Av  AxI 
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Nnn  iBt  aber 

iP>  v+ 

Au  Ax^      du   dx 


lim  } ^(^  +  Ap,  v  +  Av)  — f(p,  v  +  Av)  ^  Auj  _  ^ .  du 


lim  !^^"'  v  + Av)-f(u.  V)    AvI  «^.^ 

'  Av  Axi  '^dv'dx* 

Demnach  ist 

^  dx     du'dx'^dv'dx 
und  hieraus  folgt  ohne  Weiteres 

^^  dy-^.du  +  ||.dv=.day  +  dvy 
10)  dy  =  duf(u,  y)  +  dyf(u,  v). 
Aus  dem  Vorstehenden  ergiebt  sich  nun  leicht  die  Be- 
rechnung der  folgenden  Beispiele,  wenn  man  sin  x  =  u  und 
e*  =  V  in  Aufgabe  §.  27  setzt. 

1 )  d  (sin  X  -|-  e*)  =  cos  X  dx  +  e*  dx  =  (cos  x  -}-  e^)  dx 

2)  d  (sin  X  —  e*)  =  (cos  x  —  e*)  dx. 

3)  d(sinx  .  e*)  =  e*.cosxdx-|-8inxe*dx  =  (cosx  +  8iiix)e*dx 

..  ,  sin  X  cos  X  dx        sin  x  dx       cos  x  —  sin  x    , 

4)  d — — -        = = ,dx 

^       e*  e^  e^  e* 

sinx    )  =  e* .  sin  X         cos  x  dx  -|-  ßi^  x  *  1  sin  x .  e*  dx 

=  (cos  X  4-  sin  X .  1 .  sin  x)  sin  x        e*  dx. 

§.  29. 
Differentiation  von  tg  x  und  ctg  x. 

Aufgabe.    Man  soll  die  Function  tg  x  und  ctg  x  dif- 
ferentiiren. 

Auflösung  1.    Setzt  man  sin  x  =  u;  cos  x  =  v,  so  ist 

1)  tgx  =  — ,  also 

^.   , .  •        vdu  — udv 

2)  dtgx  =  - 


v2 

cosx  d  sinx  —  sin  xd  cos  x 

cos^x 

Ä^  jx  cos^x  +  sin^x ,  dx 

4)  digx  = ^-z dx  =  — — 

^  cos^x  cos^x 


3)  dtgx  = 
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Auflösung  2.    ctg  X  =  -; — ,  also 

,^  j  ^          sinx.dcosx  — cosxdsinx 
5)  dc1gx  = r-T 

Aufgabe.    Man  soll  die  Function  sec  x  und  cosec  x  dif- 
ferentiiren. 

Auf losung  1.    8  ec  X  = =  (cos  x)-' ,  also 

^  cosx     ^       '    ' 

1)  ä.secx-=— (cosx)-*d.co8x 

«V  j  sinxdx     ^  , 

2)  d  secx  = r —  =  tgx.secx,dx 

^  COB*X  ^ 

Auflösung  2.    cosec  x  =  — ; —  (sin  x)-S  also 

sin  X        ^  * 

ox  j  cosx  dx  ^  - 

3)  d  cosec  X  = r-, =  —  ctg  x .  cosec  dx 

sin*  X  ^ 


IV.  Capitel. 

Umgekehrte  Functionen. 

§.  30. 
Cyclometrische  Functionen. 

Wenn  Fig.  6  der  Radius  gleich  der  Einheit  ist,  und  man 
Fifc.  6.  BD  =  X,  CD  =  y  setzt,  bq 

ist  X  «»  sin  y.  Es  ist  demnach 
y  der  Bogen,  dessen  Sinus 
gleich  X  ist  Man  schreibt 
dies: 

y  =  arc  sin  x. 
Das  Symbol  arc  sin  x  be- 
zeichnet demnach  denjenigen 
Bogen,  dessen  Sinus  gleich  x 
ist.    In  analoger  Weise  sind   die  Ausdrücke:   arc  cos  x,  arc 
tg  X  etc.  zu  deuten. 
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Die  Functionen  are  sin  x,  arc  cob  x,  aro  tg  x,  aro  otg  x, 
aro  see  X,  arc  cosee  x  werden  unter  dem  gemeinBchafUichen 
Namen  ^^eyelometrlsclie  Funettonen^^  zusammengefasst 

§.  31. 

Fortsetzung. 

Aufgabe  1.  Man  soll  die  Functionen  arc  sin  x  und 
arc  608  X  differentüren. 

Auflösung.    Wenn  y  «a  arc  sin  x,  so  folgt  hieraus: 

1)  X  s»  sin  7,  also 

2)  dx  "»  cos  7  .  d7 

1 


3) 

dx 

1 
C08  y 

4) 

dx 

1 

h— X» 

Wb 

• 

L 

d  («rc  tdn  X) 

h— sin27 


f  also  auch  GL  1) 


dx  J^l— x2 

n.  d.(arcsinx)  =  ., 

Vi  — x* 

In  ganz  ähnlicher  Weise  ergiebt  sich 

jj^  d(arc  cos  x)  1 

dx  1^1— X2 

IV.  Id .  (arc  cos  x)  = ,,        — 

*  ^         1^1— X2 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Functionen  arc  tg  x,  arc  ctg  x^ 
are  aec  x,  arc  cosec  x  differentiiren. 

Auflosung.  7  ==  arc  tg  X  giebt  die  Gleichung 

1)  X  =  tg  7,  also 

«.  j  ^7  sin2  7  +  C082y, 

2)  dx  =  — ^  =  ^—^ ^d7 

cos2  7  cos2  7  -^ 

3)  dx  =(1  +tg2  7)  d7 

4)  ^  = L_  ^  _L_ 

^    dx  l+tg2y  l  +  x2 
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Resultat. 

•    d  ar^  tg  X   1 

dx         r+x2 

dx 

IL  d  (arc  tg  x)   =  ^-— 

In  ähnlicher  Weise  erhält  man 

III.  d .  arc  ctg  X  =  —  -— ,  — 

1-f-x^ 

IV.  d  arc   sec   x 


V.  d  arc  oosec  x  =  — 


X.  l/x2--i 
dx 


X.  l/x2-l 


§.  32. 
7  =  lg  X  als  Umkehrung  TOn  a>. 

Aufgabe.  Man  soll  die  logarithmische  Function  als  Um- 
kehrung der  Exponential-Functionen  differentiiren. 

Auflösung.  In  der  Gleichung  y  =  Ig  x,  sei  a  die  Basis 
des  Logarithmensystemes;  dann  ist 

1)  X  =  a^^,  also 

2)  dx  ==  a^  la  dy,  also 

also  nach  Gleichung  1) 

>i\  ^  dx     1 

4)  dy  =  -  . -j^^-. 

Wenn  nun  a  die  Basis  des  ursprfLnglichen  Logarithmen- 

Systems  ist,  so  ist  y-  =  lg»  e,  also 


5)  dy=  -^Ig^e. 


Resultat. 


L  d  lg»  X  =  Y  's»  ®- 
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Ferner  folgt 

n.  d .  Ix  —  —  (vergl.  §.  22). 

§.  33. 
Znsammenstelluiig  der  Fnndamental-Fonneln. 

Im  Vorstehenden  sind  die  wichtigsten  Formeln  der  Dif- 
ferentialrechnung entwickelt  Wir  rathen  dem  Anfänger,  sie  dem 
Gtodfichtnisse  einzuprägen.  Zu  diesem  Zwecke  sind  sie  nach- 
stehend noch  einmal  übersichtlich  zusammengestellt 

1)  d  (fx)  =  fx  dx 

2)  d  (fx  +  A)  =  fx  dx 

3)  d  (A  fx)       =  A  f  X  dx 

4)  dx"  =  mx"-i  dx 

5)  da»  =  a*  .  la  dx 

de*  =  e*  dx 


6)  dlgx 

dx, 

dlx 

_dx 

X 

7)  d  Bin  X 

=»  C08  X  dx 

8)  dcosx 

=  —  ain  X 

9)  dtgx 

dx 

C08*X 

10)  d  ctg  X 

dx 
8in*x 

11)  d  arc  sin  x 

dx 

1/  -  ■■             A 

dx 


12)  d  arc  C08  X  »=  — 


VT- 


.«^   1        X  dx 

13)  d  arc  tg  X    = 


14)  d  arc  ctg  X  =  — 


1+X2 

dx 


l+x» 

Stegemann,  Differentialrechnung« 
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15)  d  (u  +  V)    ==  du  4-  dv 

16)  d  (u  —  V)    =  du  —  dv 

17)  d  (u  .    v)    =  vdu  +  udv 

19)  d  (tt^)  =  T  u'-i  du  +  u'  lu  .  dv. 

§.  34. 
üebungsbeispiele. 

1)  d(ax»  — bx2+c)  =  x(3ax— 2b)dx 

2)  d(ax2»  — bx°  +  c)°» 

=  m.n(ax2»  — bx"  +  c)°»-i(2ax»  — b)x»-idx 

5)d(a+x).|^-Siri     =^^ 

6)  d(a»  +  x*) .  |/ü^=iT=  "^^^^  dx 

7)  d(2a«  +  3x«)(a»  — x2)»  =  — 15x8.  j/^^iZr£i  dx 

8)  d         ^         ^        adx 

'      Kä^-B^x«       l'^ä^-bx»)' 

9)d(a'-^.)  =  (a'+j,)la.dx 

10)  d(x— l).a«  =a'[l  +  (x  — l)l.a]dx 

11)  de'.x»         ==  e».x'»-i(x  +  in)dx 

12)  de«.(x9— 3x2+6x  — 6)  =  x».e».dx 

i3)dev|/g^^,^^--;;^_dx 

F  1  — X      (1  — x)l/i— x2 
14)dl(x  +  a+r2l^+r.)=l^^== 
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r   a2+x2  a*  — X* 

i  +  ]/i  2dx 


16)  dl: 


1  —  ix      3(1—1^)  |/"x2 

17)  d8in^x=2smxcoBxdx  =  ßin2xdx 

18)  dcosmx=— msinmx.dx 

19)  dBm»x.coBx  =  8m2x.(3  —  4Biii2x)dx 

20)  de*.cosx  =  e*(coBX  —  smx)dx 

21)  d  (X .  e«*>«^) = e'^*'»^  (1  —  x .  sin  x) .  dx 


22)  d.tg»»x    = 


m.tg" 


-ii 


eoB^x 

23)  de«**»*       =  e'^^^.ooBxdx 

24)  dlBinx     =c%x.dx 

25)  dsinClx)  =  — cob(1x) 


dx 


26)  dl; 


dx 


dx 


X+n+x2  X  i^T+x2 

27)  djl  l^sinx+ll/coBxJ  =  cotg2x.dx 

28)  d{(x)«J  =  x^.(lx+l)dx 

29)  da»«     =^-^.di 


30)  d(x»)  ==(i»)  .x«>lx(lx  +  l)+-{dx 


31)  dx''»»=x*'«(?iH5  +  eo8x 


.,.) 


dx 


32)  de**coBmx=«=e**(a.eo8mx — mBmmx)dx 

^       1       ^     e 

33)  dx»  =  -.x*l-.dx. 

X*  X 
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>  V.   fl^apitel. 

-'"'^^      Sucoessive  Differentiationen. 

§.  35. 
Ermittelang  Ton  f^x. 

Wir  haben  in  §.  6  gesehen,  dass  der  Differential-Quotient 

einer  Function  von  x  im  Allgemeinen  wieder  eine  Function 

dy 
von  X  iflt  Wir  setzten  deshalb  —^  =  f  x 

dx 

Wenn  wir  nun  f'x  wieder  differentiiren,  so  ist  der  ent- 
stehende Differential-Quotient  im  Allgemeinen  wieder  eine  Func- 
tion von  X  u«  s.  w.  Wir  erhalten  demnach  durch  fortgesetzte 
Differentiation 

dfx 


dx 

dfx 

dx 


f'x 
=  f'"x 


dfx        -  , ,,  . 
-^^^  =.  f^+Ux). 

Die  auf  diese  Weise  erhaltenen  neuen  Functionen  nennen 
wir  die  aus  fx  abgeleiteten  Functionen;  und  zwar  heisst 
f  X  die    erste  abgeleitete  Function, 
f '  X  die  zweite  abgeleitete  Function, 


f^x  die    nte    abgeleitete  Function. 
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Ist  z.  B.  f  (x) .»  sin  Xf  80  ist 

fx    «»  GOS  X 

f'x  —  —  sinx 
f''xr«  —  cos  X  etc. 

§.  36. 

In  der  Gleichung 

1)  dy  =  fx  dx 

sieht  man  dx  als  constante  Grösse  an,  solange   x  die  unab- 
hingig  yeränderliohe  Grösse  sein  soll. 

Da  nun  aber  f  x  als  Function  yon  x  yariabel  ist,  so  folgt 
ans  Gleichung  1),  dass  dy  ebenfalls  variabel  ist  Wir  können 
demnach  dy  wieder  differentiiren  und  erhalten  dann 

2)  d  (dy)=-d  (fx.dx). 

Sehreiben  wir  nun  d'y  (spr.  zweites  Differential  yon  y) 
statt  d  (dy),  und  berücksichtigen  wir,  dass  d  (f  x)  »*  f'  x .  dx 
ist,  so  folgt 

3)  d2y  =  f"x.dx«. 

Nun  ist  dx'  wieder  constant,  w&hrend  f'x  yariabel  ist, 
demnach  ist  auch  d^y  yariabel,  wir  erhalten  also 

4)  d  (d«y)=«df"x.dx». 

Schreiben  wir  d^  (spr.  drittes  Differential  yon  y)  statt 
d  (d^y),  so  erhalten  wir  aus  Gleichung  4) 

5)  d»y  —  f"'x.dx8. 

Gehen  wir  in  dieser  Weise  fort,  so  gelangen  wir  zu  der 
allgemeinen  Gleichung 

6)  d»y  —  f^x.  dx". 

Aus  den  Gleichungen  1),  3),  5)  und  6)  folgt 

7)iy-fx 

dx 
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«)g-'" 

9)  Z  -  '■"^ 

«)£f-'-^- 

BemerkiingeB. 

1)  Für  den  AnfKnger  bemerken  wir  noch,  dass  in  den  Torstehenden 
Formeln  das  Symbol  »dx»*  die  n*»  Potens  von  dz  bezeichnen  soll.  Früher 
haben  wir  durch  dasselbe  Symbol  das  Differential  von  x°  bezeichnet  £s 
kann  also  möglicherweise  ein  Irrthnm  aus  dem  doppelten  Sinne  des 
Symbols  »dx^^"  entstehen.  ^Rll  man  denselben  vermeiden,  se  kann  man 
in  den  beiden  verschiedenen  Fällen  sich  resp.  der  Symbole  (dx)>^  und 
d(xn)  bedienen. 

d'^y 

2)  Man  erkennt  leicht,  dass  -p^  und  f^x  verschiedene  Symbole  ftlr 

dieselbe   Grösse   sind.    Die  Verschiedenheit  der  Symbole  entspricht 
einer  Verschiedenheit  in  der  Aufifassung  derselben  Sache. 

Beispiel.    Wenn 

y  =  ain  X,  so  ist 

dy  =  cos  X  dx,  also   j-^  =  cos  x 

dx 

d*v 
d^y  -=—  sinxdx^,  also  —^  =•  —  sin  x 

d^y 
d»y  =  —  cosxdx»,  also  j-^  =  —  cos  x 

etc.    etc. 

Aufgabe.    Man  soll   die  nte  Abgeleitete  von   folgenden 
Functionen  von  x  finden. 

5 

X*,  xä  x°*,  e*,  sin  x,  cos  x,  e*  .  sin  x. 

Auflösung  I. 

y    —  x*  giebt 

dx 


Digitized  byVjOOQlC 


71 
-^=  f"(x)  =  4.3.x»     =  12  X* 
^=  f-(x)=  4.3.2.x  =  24  X 
^=  f""(x)=  4.3.2.1  «=  24. 

Alle  folgenden  Abgeleiteten  sind  in  diesem  Falle  gleich  0, 
Auflösung  IL 

y   =  f(x)   =  xf,  giebt 

d»j       .,,,  .       5     3     1      _i 
4x»      ^    ^^^       2  •  2  •  2  * 


Auflosnng  m. 

y    =  f  (x)  «=  x«*,  giebt 

--^1=  f  (X)  =  mx"'-! 
dx 

--Z.«:  f-(x)  =  m  (m—  1)  x»"-« 


^==  fn)(x)  =  m  (m  -  1)...  (m  -  n  +  1)  x--» 

Würde  et  einen  wesentlichen  Unterschied  machen,  ob  in  der  lotsten 
Aufgabe  m  gleich  einer  positiven  ganzen  Zahl  ist  oder  nicht? 
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Anflosnng  lY. 

y  =  f(x)  =  e» 

41-  f «  - .. 


Anflosnng  Y. 

y    =  f(x)  — =  ßin  X,  giebt 

dy 


-jJ=.f(z)-=coBx-gin(i  +  ^) 


Anflosong  YL 

y   =-  f  (x)    «=  CO»  X,  giebt 

-jJ-=  f  (X) sin  X  «  cos  ^x  +  ^) 

|g=f'(x)„_C08X-C08(x  +  2f) 


g-f-)(x)=  -co»(xH-nf) 
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Auflösung  YIL 

y  —  f  (X)     =  e'  Bin  x,  giebt 

dy 

-^=  f  (X)    =  e*  008  X  4- e"  Bin  X 


e*  (eoB  X  +  sin  x) 
e«  ^2  sin  (x  +  j). 


^-  f"(x)  =  e«  (l^)»  Bin  (x  +  n  J). 


§.  37. 
Uehnngsbeispiele. 

^  '      '^        '  dx»  X» 

2)  y  =  a"       ;  ^-(la)»a«. 

3)  y  =  n8inx;  ^  =  n8in(x  +  m.y) 

4)  y  =  e«      ;  ^  =  a4e« 

■'  ''^      1  — x'  dx»     (1— X)« 

6)  y«fx  =  x.e»;  f"'(x)  — (x  +  4).e« 

7)  F(x)=»x2k;  F«"(x) 1.2.x-» 

8)  9'(x)=.(l+x2)arctgx;  tp-'^x)^—— 
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VI.  Capitel. 

Mac  Laurins  oder  Stirlings  Reihe. 

§.  38. 

Entwickelnng  TOn  Mac  Laurins  Beilie  für  zwei 

speclelle  Fälle. 

Wenn  irgend  eine  Function  f(x)  gegeben  ist,  die  »ich  nach 
steigenden  Potenzen  ron  x  entwickeln  lässt,  so  kann  man  ganz 
allgemein  schreiben: 

f(x)  =  A+Bx  +  Cx2+Dx3  +  Ex4-f .. 

In  dieser  Gleichung  nun  sind  A,  B,  C  etc.  constante  Grössen, 
die  einen  bestimmten  Werth  haten;  und  unsere  Aufgabe  be- 
steht darin,  die  Werthe  dieser  Goefficienten  A,  B,  G  etc.  all- 
gemein zu  bestimmen. 

Ehe  wir  indessen  zu  dieser  allgemeinen  Aufgabe  über- 
gehen, wollen  wir  zwei  speeielle  Fälle  yoransohicken. 

Aufgabe  1.  Man  soll  den  Ausdruck  (a  -(-  ^)*  in  eine 
Reihe  entwickeln,  welche  nach  steigenden  Potenzen  yon  x 
fortschreitet. 

Auflosung.    Wir  setzen 

1)  (a+x)*        =A  +  Bx  +  Gx2  +  Dx»  +  Ex*  +  Fx5  +  . 

Da  nun  diese  Gleichung  1)  f&r  jeden  Werth  von  x  gelten 
soll,  so  erhalten  wir  durch  Differentiation: 

2)  4(a+x)3        =B  +  2Cx-f-3Dx«  +  4Ex»-f  5Fx*  +  .. 

'S)  3.4(a  +  x)2    =  l.2C+2.3Dx  +  3.4Ex2+4.5Fx8  +  .. 

4)  2.3.4ia  +  x)  =  1.2.3.D  +  2.3.4.Ex  +  3.4.5Fx«+.. 

5)  1.2.3.4         =  1.2.3.4.E  +  2.3.4.5.FX  +  .. 

6)  0  —  1.2.3.4.5F  +  2.3.4.5.6,Gx-f .. 

Die  folgenden  Differentiationen  geben  auf  der  linken  Seite  0, 
also  wird  die  rechte  Seite  auch  stets  gleich  0  sein. 
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Da  nun  sämmtliche  Gleichungen  für  jeden  Werih  yon  x 
gelten^  so  erhalten  wir  aus  denselben.,  wenn  wir  x  =«  0  setzen: 

7)  a*  ==  A  oder  A  =  a* 

8)  4a3  =B  oder  B  =  4a» 

9)  3.4a2      =1.2.C  oder  C  =  6a2 

10)  2.3.4a    =1.2.3.D       oderD  =  4a 

11)  1.2.3.4  =  1.2.3.4.E   oder  E  =  1. 
Sämmtliohe  Coefficienten,  welche  auf  E  folgen,  sind,  wie 

man  leicht  erkennt,  gleich  Null. 

Substituirt  man  nun  die  aus  den  Gleichungen  7)  bis  11) 
gefundenen  Werthe  für  A,  B,  C  etc.  in  die  Gleichung  1),  so 
erhält  man 

12)  (a  +  x)4  =  a4  +  4a3x+6a2x2  +  4ax3  +  x*. 

Bemerkung:. 

Bekanntlich  gelangt  man  zu  demselben  Besnltat,  wenn  man  die 
wiederholte  Mnltiplication ,  welche  in  dem  Ausdrucke  «(x  +  a)*''  an- 
gedeutet ist,  ausführt. 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Function 
sin  (a+bx) 
in  eine  Beihe  verwandeln,  die  nach  steigenden  Potenzen  von 
X  fortschreitet. 

Auflösung.    Wir  setzen 

1)  sin(a  +  bx)  =  A  +  Bx  +  Cx2+Dx3  +  Ex44-.. 

Da  nun  diese  Gleichung  fttr  jeden  Werth  von  x  gilt,  so 
erhalten  wir  durch  Differentiation: 

2)  b  cos(a  +  bx)  =  B  +  2C!x4-3Dx2  +  4Ex3+.. 

3)  —  b2sin(a  +  bx)  =  1.2C+2.3Dx4-3.4Ex2  +  .. 

4)  —  b3cos(a  +  bx)  =  1.2.3D  +  2.3.4EX+.. 

5)  b*sin(a+bx)  =  1.2.3.4E  +  2.3.4.5Fx  +  .. 

6)  b&C08(a+bx)  =  1.2.3.4.5F  +  2.3.4.5.6Gx  +  .. 
Diese  Gleichungen  gelten  wieder  fttr  jeden  Werth  von  x. 

Setzen  wir  in  dieselben  x  =  0,  so  ergiebt  sich  : 
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7)  sin  a         =  A  oder  A  ^  sin  a 

8)  b  eoB  a    =  B  oder  B  >=  b  cos  a 

9)  — b«sma  —  1.2C        oder  €=■—''*/"* 

1  •  « 

b*co8a 


10)  — b*co8a— 1.2.3D    oder  D  = 

11)  b«  sin  a    -=  1 .2.34E  oder  E  »> 


3! 
b^sina 


41 

Wenn  jetzt  naeh  äea  Gleichungen  7)  bis  11)  die  Werthe 
von  A,  B,  G  etc.  in  Gleichung  1)  eingesehiiltet  werden,  so 
erhfilt  man 

40X    •  /    I  V  V        •      I  u                 b'sina  ,     b'oosa  ,  , 
12)  sin(a-j-bx)  =  sina  +  b.cosa.x ö7~* 51 — *  "^ 

§.  39. 

Entwickelnng  Ton  f  (x)  nach  steigenden  Potenzen  Ton  x. 

Anfgabe.     Man  soll  eine  beliebige  Function  f(x)  nach 

steigenden  Potenzen  von  x  entwickeln. 

Auf  ISsnng.    Aus  der  Gleichung 

l)f(i)     =A  +  Bx  +  Cx»  +  Dx»-fEx«+.. 
folgt: 

2)  f'(x)    =.B-j-2Ci  +  3Dx>  +  4Ei»+5Fx«.. 

3)  f"(x)    =1.2C-[-2.3Dx  +  3.4Ex«-j-4.5Fi».. 

4)  f"'(x)   =1.2.3D  +  2.3.4Ex  +  3.4.5Fi».. 

5)  f''"(x)  =  1.2.3.4E  +  2.3.4.5FX.. 

Diese  Gleichungen  gelten  f)lr  jeden  Werth  von  x,  des- 
halb folgt  aus  ihnen: 

6)  f  (0)     =  A  oder  A  «  f  (0) 

7)  f  (0)     =  B  oder  B  =.  f  (0) 

8)  f"(0)    —  1.2C  oder  C—  ^'^^^ 


9)  f"(0)  »  1  .  2  .  3  D     oder  D  = 
10)  f""(0)  =-1.2  .  3.4E  oder  E  — 


21 

f"(0) 

3! 
P'"  (0) 

4! 


Digitized  by  VjOOQlC 


77 

Wenn  man  jetzt  die  Werthe  von  A,  B,  C  etc.  nach  den 
Gleichungen  6)  bis  10)  in  die  Gleichung  1)  einschaltet,  so  er- 
hält man 

Il)f(x)  =  f(0)  +  xf(0)  +  x2.:^  +  x3/"^®^  « 


2!      '  ^  •    31     ^" 
Diese  Reihe  ist  bekannt  unter  dem  Namen  der  Mac  Lau- 
rinschen  oder  der  Stirlingschen  Beihe. 

§.  40. 
Beihe  fOr  e^  und  a"^. 

Aufgabe.  Man  soll  die  Function  e''  und  a""  in  eine  Beihe 
verwandeln,  welche  nach  steigenden  Potenzen  von  x  fort- 
schreitet 

Auflosung  1.    Wenn  in  Gleichung  11)  §.  39 

1)  f(x)      =e«,  so  ist  f(0)   =1 

2)  f  (X)     =e«,       „      f(0)=l 

3)  f'(x)    =e«,      „      f"(0)  =  1  etc. 

Demnach  erhalten  wir  mit  Hülfe  der  Mac  Laurinschen 
Beihe 

x*       x^ 

Auflosung  2.    Wenn 

1)  f(x)      =a*,  so  ist  f(0)    =  1 

2)  f(x)     =a«.  la    ;   f'(0)   =  la 

3)  f'(x)   =a*(la)2  ;   f"(0)  =  la^  etc.  etc. 

Hieraus  ergiebt  sich  nach  Mac  Laurins  Beihe 

.    .      la   ,     ^     (la)2    ,     ,     (la)3  , 
IL  a-  =  1  +  X  :p  +  x^ .  -^  +  x3  .  ^  +.. 

§.  41. 
Reihe  für  sin  x  und  cos  x. 

Aufgabe.  Man  soll  die  Functionen  sin  x  und  cos  x  in 
Beihen  Tcrwandeln. 
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Auflösung  1.     Setzen  wir  sin  x  =  fx.  so  erhalten  wir: 

1)  f  (x)     —  sin  X      ;  f  (0)     ==  0 

2)  f  (X)     =  C08X      ;  f  (0)    =  1 

3)  f  (x)    =  —  sin  x;  f"(0)   =  0 

4)  f''(x)  = cosx;  f'"(0)  =  —  1 

5)  f" "  (X)  =  sin  X      ;  f""  (0)  =  0. 

Schalten  wir  nun  die  für  f(0),  f'(0),  f"(0)  etc.  gefundenen 
Werthe  in  Mac  Laurins  Reihe  ein,  so  erhalten  wir 

in.  8iiix  =  x-|!+|-;_|j+-etc. 

Aufgabe.      Man  soll  nach  Toriger  Formel  den  sin  15 <^ 
25'  20"  berechnen. 

Auflösung.   Die  Bogenlänge  eines  Winkels  von  15<>25'20' 
für  den  Badius  1  ist  gleich  0,2691686,  demnach  ist 

X  =  0,2691686,  hieraus  berechne  man 

|!  =  0,0032503 

^  =  0,00001177. 

Daher  ist 
sin  150  25'  20"  =  0,2691686  —  0,0032503  -f  0,00001177 
=  0,2659301. 

Auflösung  2.    Wenn  f(x)  ==:  cos  x,  also  f  (0)  =  1,  so  ist 

1)  f(x)     =  — sinx;  f  (0)    =0 

2)  f"(x)    =  —  cos  x;  f"(0)  =  —  1 

3)  f"  (X)  =  sin  X       ;  f "  (0)  =  0 

5)  f'"(x)  =  cosx       ;  f""(0)=  1       ete. 
Hieraus  ergiebt  sich  weiter  mit  Hülfe  der  Stirlingschen 
Reihe 

IV.  cos  X  =  1  -  |-'  +  ^J  -  |-J  +  -  etc. 
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Aufgabe.     Man   soll    nach    der    Torigen   Formel    den 
cos  15*>  25'  20"  berechnen. 

Auflösung,    x  =  0,2691686  und  hieraus  folgt 
X*  =  0,0362259 
2 

Jj  ==  0,0002187 

-  -=  0,0000005 

Daher  ist 
CO»  150  25'  20"  =  1  —  0,0362259  +0,0002187  —  0,0000005 
«=  0,9639923. 

§.  42. 
e*»  =  cos  X  +  i  sin  x 
6-**  =  cos  X  —  i  sin  x. 

Wir  haben  gesehen  in  Gleichung  I),  §.  40,  dass 

v2         x3         x* 
e«  =  l+x  +  2J+|j+4^  +  .. 

Setzen  wir  nun  ix  statt  x,  so  erhalten  wir 

_.        ...        x2      ix»      X*      ix*      X«     . 
«•«^l  +  ix-^y-gr+^j+gj—gT  etc. 

==0-i!+ri-«'«-)+i{— i-;+i-;-+etc) 

Nun  ist  aber  nach  den  Gleichungen  III  und  IV,  §.41 

^~2!  +  4!~  +  =  ^" 

x'      x^ 

^-3!  +  5!-  +  =''°'^ 
deshalb  ist 

I.  e**  =  cosx+isinx. 

Nun  ist  femer 

C08( — x)  =  cosx 

sin  ( —  X)  =  —  sin  x 
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deshalb  folgt  aus  Gleichung  I),  wenn  man  —  x  statt  *f-  x  setzt, 
e-**  =  cos  (—  x)  *f-i  sin  ( — x) 
n.  e-**  =  cosx  —  isinx, 

§.  43. 
Anwendung  des  TOrigen  Paragraphen. 

Aufgabe.  Man  soll  mit  Httlfe  der  Formel  fllr  e^*""  die 
bekannten  goniometrischen  Formeln  für  sin  (x  +  y),  cos  (x+y) 
ableiten. 

Auflösung.    Aus  Gleichung  I)  §.  42  folgt 

1)  e'(*+y)=co8(x  +  y)+isin(x+y), 
femer  ist 

2)  e*<*+y>  =  e**.e*y 

weil  nun  e**  =  (cosx  +  isinx)  und  e*y  =(cosy-f-isiny), 
so  ist      3)  e*^*+y)  =  (cosx-|-i8inx)(cosy-j-isiny). 

Hieraus  ergiebt  sich  (Gleichung  1  und  3) 
4)  cos  (x  +  y)  +  i  sin  (x  +  y)  =  (cos  x  +  i  sin  x) .  (cos  y  +  i  sin  y), 
oder  durch  Ausführung  der  Multip  lioation  auf  der  rechten  Seite 
dieser  Gleichung 

5)  cos(x-|-y)  +  isin(x  +  y) 

=  cosxcosy — sinxsiny4-i(Sinycosx+sinxoosy{ 

Nun  ist  femer  bekannt  (Hfllfssatz  1),  dass,  wenn  zwei 
complexe  Grössen  einander  gleich  sind,  in  ihnen  die  reellen 
Grössen  und  die  imaginären  Grössen  unter  sich  gleich  sind. 
Wenden  wir  dieses  auf  die  Gleichung  5)  an,  so  erhalten  wir 

6)  cos(x-|-y)  =  cosxcosy  —  sinxsiny 

7)  sin(x  +  y)  =  ßinxcosy  +  siiiycosx. 

In  ganz  ähnlicher  Weise  erhalten  wir 

sin(x  —  y)  =  sinx.cosy  —  siny.cosx 
cos  (x  —  y)  =  cos  X .  cos  y  -f  •  sin  x .  sin  y. 
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§.  44. 
Fortsetzung. 

Aufgabe.    Man  soll  Formeln  finden  für  den  sinus  und 
eosinus  von  3x,  4x,  mx. 

Auflösung.    e*"*=(e**)"*.    Nun  ist  aber 

1)  e*™*  =cosmx  +  i8inmx 

2)  (e**)"  =  (cos  X  +  i  sin  x)". 
Hieraus  folgt 

3)  co8mx  +  isinmx  =  (cosx  +  isinx)". 
Die  Gleichung  3)  ist  yon  Moiyre. 

Setzt  man  in  diese  Gleicliung  m  =  3,  so  folgt 

4)  cos3x  +  isin3x  =  (cosx  +  isinxp,  also 
cos3x-f-isin3x  =  co83x-j-3eos2x.isinx  + 

+  3  cos  X .  (i  sin  x)2 -j- (i  sin  x)3 . 

5)  cos3x  +  isin3x  =  cos3x  —  3cosxsin*x  + 

+  i(3oos2x.sinx  —  sin^xj 

6)  cos3x  =  cos3x  — 3cosx.8in2x 

7)  sin3x==i3cos2x.sinx  —  sin^x. 

In  ähnlicher  Weise  wendet   man  Gleichung  3)  an,    um 
sin  4x,  cos  4x  etc.  zu  finden. 

§.  45. 
Fortsetzung. 

In  §.  42  fanden  wir 

1)  e**    =co8x-4-isinx 

2)  e— **==008x — isinx. 
Hieraus  folgt 

3)  e**+e-**  =  2eosx 

4)  e**  +  e"**  =  2  i  sin  X. 
Hieraus  ergiebt  sich  wieder 

5)  (2cosxr  =(e**  +  e-*»r 

6)  (2  i  sin  x)"*  =  (e**  —  e-*'')'" . 

Stegemann,  Differentimirechnung.  6 
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Aufgabe  1.    Man  soll  oos^x  in  eine  Summe  Terwandeln, 
in  der  nur  erste  Potenzen  von  sinus  und  cosinus  vorkommen. 
Anf  lösnng.    Aus  der  Gleichung 

1)  2C08X     =e**  +  e-** 
folgt 

2)  (2co8x)*=(e**  +  e-**)S  also 

Nun  ist  e»** .  e-*»  =  e**»  und  e«** .  e-«**  =  1 ,  also 

4)  16cos4x  =  (e*^  +  e-***)+4(e««^  +  e-«**)  +  6. 
Nun  haben  wir  aber  gesehen,  dass 

e**  +  e-**  =  2cosx, 
demnach  ist 

5)  e***  +  e-^**  =  2cos4x 

6)  e«**  +  e-«**  =  2cos2x. 

Hieraus  erhalten  wir  mit  Htllfe  von  Gleichung  4) 

7)  16cos*x  =  2co84x  +  8cos2x  +  6 
ß,  ^        cos4x  ,  co82x  ,    3 

8)  0084X —  +  -^  +  -. 

Aufgabe  2.    Man  soll  in  ähnlicher  Weise 

sin^x,  sin*x,  sin«x,  cos^x  und  co8«x 

umformen. 

Bemerkung. 

üeber  diesen  sehr  interessanten  Gegenstand  findet  man  mehr  in  den 
Lehrbüchern  von  Franke,  Navier,  SchlOmilch,  Meissel  etc. 


VII.    Capitel. 

Taylor's    Reihe. 

§.  46. 
Entwickelnng  der  Function  F  (a  +  x). 

Aufgabe«    Man  soll  eine  beliebige  Function  Ton  der  Form 
F(a-|-x)  nach  steigenden  Potenzen  von  a  oder  x  entwickeln. 
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Auflösung.    Man  setze 

1)  F(a+x)  =fx, 
so  ist 

2)  F(a  +  x)=f« 

3)  F"(a  +  x)  =  f' (x)  etc. 

Hieraus  folgt,  wenn  man  x^^O  setzt 

4)  F(a)  =f(0) 

5)  F(a)=f(0) 

6)  F'(a)  =  f' (0)  etc. 

Nun  ist  femer  nach  §.  39 

f(x)  =  f(0)  +  xf'(0)  +  |-'f/(0)+  etc. 

Schalten  wir  hierin  den  Werth  von 
f(x),  f(0),  f  (0)  etc. 
nach  den  vorigen  Gleichungen  ein,  so  erhalten  wir 

I.  F  (X  +  a)  =  F  (a)  +  X  F'  (a)  +  ^  F-(a)  =  etc. 

n.  F  (X  +  a)  =-  F  (X)  +  a  F  (x)  +  -|^  F"(x)  etc. 
Jede  dieser  beiden  Beihen  nennt  man  Taylor's  Reihe 

Bemerkung. 

Setzt  man  in  der  vorstehenden  Gleichung  I)  a==0,  so  erhält  man 
m.  F(x)  =  F(0)  +  xF'(0)  +  ^F"(0)+.. 

Diese  Beihe  ist  aber  nichts  anderes  als  Mac  Lanrin*s  Reihe.  Man 
erkennt  hieraus,  dass  Mac  Laurin*s  Beihe  nur  ein  specieller  Fall  von 
Taylors  Reihe  ist  (vergl.  Htllfssatz  10,  Bemerkung  2). 

Der  binomische  Lehrsatz  ist  ebenfalls  ein  specieller  Fall  von  Taylor*8 
Lehrsatz.    Setzt  man  nämlich: 

F(a  +  x)  =  (a  +  x)» 
00  erhält  man 

IV.  (a  +  x)»  «a«  +  ma»->  x  +  5^"=^a»-ax»  +  . . 

1  •  * 
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§.  47. 
Reihe  für  1  (a-f-x)  and  Anwendung  derselben. 
Aufgabe.    Man  soll  mit  Httlfe  der  Taylorsohen  Beihe  die 


Fanotion  1  (a  +  *)  in  eine  Reihe  rerwandeln. 

Anflosnng.    Wenn 

f(x)    =-lx 

80  ist 

t  f  (a)    =  la 

^W  =  l 

n 

f  (a)    =  l 
a 

f"i^)--h 

n 

f"(a) ii 

f'"(^)=+^^ 

)» 

f"'W=y 

f""w — |! 

w 

{""(a,)==  —  —.  etc. 
a* 

Schalten    wir   nun    die    vorstehenden   Werthe   von    (fa), 
f  (a)  etc.  in  Gleichung  I)  §.  46  ein,  bo  erhalten  wir: 

i(. + X)  -  u + X 1  + 1;  (-  ^)  +  fx^)-+^ 

Ll(a  +  x)  =  la  +  ---.^^  +-.^3  ->.-... 

§.48. 
Fortsetzung« 

Setzt  man  in  Gleichung  I)  §.  47  a  —  1,  so  erhält  man 

X«  x3  y4 

Ll(l+x)  =  x-i-+|--^  +  -etc. 
Setzt  man  hierin  —  x  statt  x,  so  folgt 

X2  x3  X* 

n  l(l-x) x-^-L-^ete. 
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85 
Aas  den  Gleiohungeii  I  und  II  folgt  weiter 

l(l+x)-l(l-x)-2{x  +  |*4.L'+y  +  ..| 
also 

Setzt  man  nun 

1  +  X  _  1  +  p 
M  —  X  p 

80   folgt 

2)  p  +  px  =  1  —  X  +  p  —  px 

1 


3) 


l  +  2p- 


Wenn  jetzt  die  Werthe  von  -r-^ —  und  x  aus  den  Glei- 

1  —  X 

chungen  1)  und  3)  in  die  Gleichung  m  eingesetzt  werden,  so 

erhält  man 

IVlL+P  =21^-4- 1 I  ^  I      l 

p  ll+2p^3(l  +  2p)3^5(l-f  2p)s^'*5 

I(l+p)_lp  =  2{j-l2^  +  3^j-l2^3+^— +  ..} 

V.l(l+p)  =  Ip  +  2{^  +  ^^^,+^^^,+..} 

Multiplioirt  man  auf  beiden  Seiten  mit  M,  go  erhält  man 

VI  M.l(l+p)=M.lp+2M{^+3^i^3+^^,4- j 

ErklSrnng.  Unter  M  yersteht  man  den  Modulus  des 
Logarithmus,  nämlich  den  Factor,  mit  welchem  der  Logarith- 
moB  einer  gegebenen  Zahl  fttr  eine  gegebene  Basis  multiplicirt 
werden  muss,  um  den  Logarithmus  derselben  Zahl  fflr  eine  neue 
Basis  zu  bekommen. 
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Wenn  die  Basis  der  vorhandenen  LogrTafel  »»  b, 
„       „       n       „       gesuchten  „         =  x 

und  die  Zahl  »=  a  ist,  so  kann  man  hierfür  den  Modulus 
berechnen. 

Nach  der  Erklärung  des  Modulus  muss  sein 

b  X 

1)  M  .  loga  =  loga. 

b  X 

Man  setze  für  M.loga  =:  p,  so  ist  auch  loga  =»  p 

2, 
oder  a  =  bM  und  ebenso  a  =  x^, 

mithin  ist  bn  =  x»,  d,  h. 

i 
bM  =  X  oder  logarithmisch  geschrieben 

b  1_ 

logx  ="m  und  daher 
1 

b 

M  =  logx  (Modulus). 
Setzt  man  diesen  Werth  in  Gleichung  1)  ein,  so  erhält  man 

b 


X  b  " 

loga  =  logx 
Für  das  Briggische  Logarithmensystem  ist  x  =  10  und 
b  =»  e,  daher  erhält  man  für  dieses  System  die  Keductionsformel 

lg  a  =  pj-: .  1 .  a  oder  in  Bezug  auf  Gleichung  VI)  ist  M .  la  =  Iga, 

wenn  M  =  p—  bedeutet  und  daher  ist  auch 

M.l(l+p)  =  lg(l+p) 
M.lp  =lgp 

und  wir  erhalten  aus  Gleichung  VI 

mig(l+p)  =  lgp  +  2M{^  +  3^3  +  ^-^-+..} 

Bemerkung. 

Die  Formeln  V  und  VII  sind  sehr  geeignet,  nm  mit  ihnen  resp.  die 
natürlichen  und  gemeinen  Logarithmen  zn  berechnen.  * 
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§.  49. 
Berechming  der  natürlichen  Logarithmen. 

Aufgabe.  Man  boII  die  natürlichen  Logaritlimen  der 
Zahlen  1  bis  10  und  den  Modulus  der  gemeinen  Logarithmen 

M  =  YTK  ^is  a^  6  Decimalen  genau  berechnen. 

Anflosnng.  Wegen  der  nothwendigen  Additionen  und 
wegen  der  Multiplication  mit  2  müssen  wir  die  Bechnung  bis 
auf  7  Decimalstellen  durchführen,  um  im  Besultate  eine  Genauig- 
keit bis  auf  6  Decimalstellen  zu  erzielen. 

Wir  haben  zunächst 
1)  11=0. 

Femer  nach  Gleichung  V) 


oder 


2)  i2_ll+2{^^-p^  +  3^^^2^.^  +  ^^^^2)5+-J 


Nun  ist 


-5- =  0^333333 
-1-  =  0,0370370 
4r  =  0,0041 152 
-1-  =  0,0004572 
1-  =  0,0000508 
^  =  0,0000056 


3.3» 

1 
5.3* 


=  0,3333333 
=  0,0123457 
=  0,0008230 


^^-^=0,0000653 

-^=0,0000056 
1 


11. 3i«" 


=  0,0000005 


(l+3^+5^^+")  =  «.34«"^* 
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Hieraus  folgt 

2{y+3^+5^  +  -}  =  0,6931468 
alBO  nach  Gleichung  3) 

4)  12  =  0,6931468. 
Wir  finden  ferner  nach  Gleichung  V) 

Nun  ist 


-i-  =  0,00032 


— .  =  0.0000128 


•gj-  =  0,0000005 


5 
1 


3.5» 

1 
5.5* 

1 

7.5' 

1 
9.5» 


=  0,2 

=  0,0026667 
=  0,0000640 
=  0,0000018 
=  0,0000001 


|i+3^  +  5^+-h«'2027326 

^ls+3:T3+5:^  +  -h0,4054652 
1(2)  =  0,6931468 

6)  13  =  1,0986120 
14  =  212 -=2.0,6931468 

7)  14  =  1,3862936 
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Nun  ist 


-^  =  0,1111111..   ^ 
-^  =  0,0013717.. 
-^=.  0,0000169.. 
-^  =  0,0000002.. 


ö 0,1111111 

*     0,0004572 


3.9» 
1 


5.9» 
1 


7.9' 


0,0000034 
0,0000000 


!§  +  oF  +  5^  +  --h«'"»"^^ 

2!§+3-i+5^  +  --h<»'2231434 

14  =  1,3862936 
also  auch  Gl.  8)  15  <=  1,6094370 
9)  15==  1,6094370 

10)  16  =12+13=0,6931468  +  1,0986120 
16=5  1,7917588 

ll)l7  =  16  +  2Ji3+3-L.+^-l,+..! 
A.  =  0,0769231  -j|-  =  0,0769231 
||-,=  0,0004552  j~  =  0,0001517 
^j  +  0,0000027       -^  =  0,0000005 


H  13 +  3:^1+5:^1  =-0,1541506 

16  ■=■  1,7917588 

1 7  =  1,9459094 
12)  17  =  1,9459094 

18  =  312  =  3.0,6931468 
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13)  18  =  2,0794404 

19  =  213  =  2.1,0986120 
14)19  =  2,1972240 

1(10)  =15+12 

15   =      1,6094370 
12   =      0,6931468 

12+15   =      2,3025838 
15)110  =  2,3025838. 
Jetzt  ist 

M=-*-  1 

1 10  2,3025838  ' 

Das  giebt 

16)  M  =  0,4342947. 

Berücksichtigen  wir  nun,  dass  die  7^  Decimalstelle  in  den 

vorstehenden  Rechnungen  nicht  mehr  ganz  zuverlässig  ist,  so 

ergiebt  sich  als  Besultat  unserer  Rechnung 

11=0 

1  2  =  0,693147 

1  3  =  1,098612 

1  4  =  1,386294 

1  5  =  1,609437 

1  6  =  1,791759 

1  7  =  1,945909 

1  8  =  2,079440 

1  9  =  2,197224 

110=  2,302584 
M  =  0,434295 

§.  50. 
Berechnung  der  gemeinen  Logarithmen. 

Aufgabe.     Man   soll    die    gemeinen    Logarithmen   aller 
Zahlen  von  1  bis  100  auf  6  Decimalen  genau  berechnen. 

Auf  lösnng.    In  den  vorigen  Paragraphen  haben  wir  die 
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natttrlichen  Logarithmen  der  Zahlen  von  1  bis   10  berechnet. 
Wenn  wir  dieselben  mit  M  multipliciren,  so  finden  wir   aus 
ihnen  die  gemeinen  Logarithmen  der  zugehörigen  Zahlen. 
Demnach  ist 

lg  2  ==M12  =  0,301030 

lg  3 -.M13  =  0,477121 

lg  4  =M14  =  0,602060 

lg  5  =:H15  =  0,698970 

lg  6  =  M16  =  0,778151 

lg  7  =  Ml 7  =  0,845098 

lg  8  =  M18  =  0,903090 

lg  9  =  M19  =  0,954243 

lg  10  =  1,000000 

Die  Logarithmen    der    flbrigen  Zahlen    finden  wir   nach 
§.  48  aus  der  Foimel 

lg  (1 +P)  =  Igp4-2M{-^  +  3^^-i^  +  . .} 

Hieraus  folgt 


lg  11  =  lg  10 +  0,868589  j^  +  g-ip  +  - 

0,0476190 


Nun  ist 


21 
3-ip  =  0,0000359 

^  =  0,0000000 


0,868589  {1-  +  3^3  +  •  •}  =  0,041393 

also  Igll  =  1,041303. 
Wir  finden  femer 

lg  12  =.lg2  +  lg6   =  1,079181 
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Igl3  =  lgl2  +  0,868589{l+3:lp  +  ..} 

lg  13  =  1,113943 

Igl4  =  lg7  +  lg2  =1,146128 

Ig  15  =  Ig5+lg3  =  1,176091 

lg  16=     4lg2  =1,204120 

lgl7  =  lgl6  +  0,868589{4+3l3-,  +  ..} 

=  1,230449. 

Wenn  wir  weiter  gehen,  so  finden  wir 

lg 50  =.  Ig5  +  lgl0  =  1,698970 

IgSl  =  Ig3+lgl7  =  1,707570 

lg52  =  lg4  +Igl3  =  1,716003 

lg  53  =  lg  52  +  0,868589  {-^  +  3^^  + 
_^_  =  0,0095238 

^  0,0000003 


3 . 1058 


lg  53  =  1  g  52  +  0,009524 . 0,868589 

lg53  =  1,724276. 
In  ähnlicher  Weise  kann  man  nun  die  Logarithmen  aller 
übrigen  Zahlen  bemerken. 

Man  wird  leicht  bemerken,  dass  unsere  Formel 

lg(l+p).=  lgP  +  2M{^-  +  3,(,|,p),  +■■} 

zar  Berechnung  der  Logarithmen  sehr  geeignet  ist,  und  dass 
sie  um  so  stärker  convergirt,  je  grösser  die  Zahlen  sind, 
deren  Logarithmen  man  berechnen  soll;  so  z.  B.  ersieht  man 
aus  unserer  Rechnung,  dass  bei  einer  Genauigkeit  von  6 
Decimalstellen  man  von  der  Zahl    53   an,   in  unserer  Reihe 

alle    Glieder,    welche  auf  das    Glied  folgen, vemach- 

lässigen  kann. 
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Bemerkungr* 

Wir  empfehlen  dem  Anßinger  sehr,  die  vorstehende  Rechnung  dnrch- 
inführen,  nm  dnrch  eigne  Praxis  zu  erkennen,  wie  wichtig  es  ist,  bei 
Anwendung  von  Reihen  dieselben  so  eonyergent  zu  machen,  wie  mSglieh* 

§.  51. 
Berechnung  der  Tafeln  für  Sinns  nnd  Cosinus. 

Aufgabe.  Man  soll  Tafeln  berechnen,  welche  die  Sinus 
und  Cosinus  aller  Winkel  von  10'  zu  10'  bis  auf  6  Decimalen 
enthalten. 

Auf  losung.    Nach  dem  Taylorschen  Lehrsatze  ist 

a^  3,3 

1)  sin  (a  +  x)  =  sinx  +  a  .  cosx  —  ^-^sinx — -tCOSX-|-.. 

a^  a^ 

2)  cos (a-f-x)" cosx  —  a  .  sinx  — r-7.co8x-^-öT8i^^  +  •• 
In    diesen    Formeln    bedeuten    a    und    x    Bogenlängen 

(vergl.  §.  23). 

Nmi  sei  a  die  Länge  eines  Bogens  (beschrieben  mit  einem 
Radius  =1),  dessen  Centriwinkel  =  10'  ist;  x  dagegen  ein 
ein  Multiplum  von  a.    Demnach  ist 

Hieraus  ergiebt  sich  nach  den  Formeln  1)  und  2),  wenn 
X  =0  gesetzt  wird 

a^    ,    a*       a^   , 

a*    ,  &*       a«   , 

Setzt  man  in  diese  Beihen  für  a  ==  10',  so  erhält  man 
4)  8in  10'  =  0,0029089  -  '-^^^^  +  . . 
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.A/        I        0,00290892  , 

5)  cos  10'  =  1 s =  •  •?  also 

6)  sin  10'  =  0,0029089. 

7)  cos  10'  =  0,9999958 

Jetzt  kann  man  zur  Berechnung  von  sin  20'  und  cos  20' 
übergehen,  indem  man  x  ==  10'  und  a  =  10'  setzt  etc.  etc. 

Angenommen,  wir  wären  in  dieser  Weise  bis  zum  Sinus 
und  Cosinus  von  iO^  gekommen,  so  wären  zunächst  sin  und 
cos  von  30<>  10'  zu  berechnen.  Zu  dem  Ende  setzen  wir  in 
Gleichung  1)  und  2) 

X  =  arc  300  =  -?^  =  0,5235988 

a  =  arc  10'  =  0,0029089 

sin  X  =  sin  30«  =  0,5 

cos  X  =  cos  30«  =   ]ß 

~2" 
Hiemach  erhalten  wir 

8)  sin  (300  lO')  =  sin  30«  +  cos  30»  •  0,0029089 

.     oAn    0,0290892 

—  sm  30«  .  -^ — s •  • 

9)  cos  (300  10')  =  cos  30»  —  sin  30«  .  0,0029089 

^^,    0,0290892    , 

—  cos  300  .    ^ 1 .  . 

Ftthrt  man  die  Rechnung  aus,  so  ergiebt  sich 

10)  sin  300  10' =  0,502517 

11)  cos30010'  =  0,864567. 

In  der  hier  angegebenen  Weise  kann  man  die  Sinus  und 
Cosinus  aller  übrigen  Winkel  berechnen. 

§.  52. 
Entwickelnng  Ton  arc  tg  x  in  eine  Reihe. 

Es  giebt  Functionen,  deren  höhere  Abgeleiteten  sich  nicht 
ohne  Mühe  berechnen  lassen.  Diese  Functionen  lassen  sich 
deshalb    auch    nicht    bequem   durch    directe  Anwendung    der 
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Taylorsehen  oder  Mae  Laurinsehen  fieihe  in  eine  Reihe  ent- 
wickeln. Aus  diesem  Grande  ist  es  oft  ganz  zweckmässig, 
das  Verfahren  znr  Entwickelung  in  eine  Reihe  etwas  zu  mo- 
dificiren. 

Aufgabe.    Man  soll  die  Function  arc  tg  x  in  eine  Reihe 
entwickeln. 

Auflösung.     Nach  der  Methode  der  unbestimmten   Co- 
efficienten  setzen  wir  zunächst 

1)  arctgx  =  A  +  Bx  +  Cx24-Dx3-f  Ex*  +  Fx»+.. 
Hier  sind  die  Goefßcienten  A,  B,  G  etc.  constante  (ron  x 

unabhängige)  Grössen,  deren  Werth  erst  noch  bestimmt 
werden  soll. 

Durch  Differentiation  finden  wir  aus  Gleichung  1) 

2)  ^--i--^  =  B  +  2Cx  +  3Dx2  +  4Ex5+.. 

Femer  ist  nach  §.  46  Gleichung  IV),  wenn  man  m  =  —  1 
setzt 

3)  ~^,  =  (l+x2)-i  =  l-x2  +  x4-x«H etc. 

Durch  Combination  der  Gleichungen  2)  und  3)  findet  man 
femer 

4)  B+2Cx+3Dx34-4Ex8+5Fx*«=  1— x2+x*— x^+.. 
Setzt  man  nun  in  Gleichung  1)  x  =  0,  so  folgt 

5)  A  =  0. 

Femer  folgt  aus  Gleichung  4)  mit  Anwendung  von  No.  8 
der  Hülfssätze  aus  der  niederen  Analysis 

6)  B  =  1 

7)  2C  =  0      ;     C  =  0 

8)  3D  =  -i;     D^ -; 

9)  4E  =  0      ;     E  =  0 

10)  5F  =  1      ;     F  =  I  etc.  etc. 
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Schalten  wir  nun  die  für  A,  B,  C  eto.  gefundenen  Werthe 
in  die  Gleichung  1)  ein,  bo  ergiebt  sich 

11)  arctgx  =  x  —  j  +  _—-  +  ... 

§.  53. 

Entwickelang  des  Werthes  Ton  n  mit  Hfilfe  der 

Reihe  Ton  arc  tgx. 

Man  kann  die  letzte  Gleichung  des  vorigen  Paragraphen 
benutzen,  um  den  Werth  von  n  zu  ermitteln. 
Setzt  man  nämlich  x  ==  1,  so  ist 


•TT 

arctgx  =  '—  (=  arc  45®) 


und  wir  erhalten 


Diese  Reihe  ist  Leibnitzens  Reihe. 

Aus  Gleichung  1)  folgt  weiter 

nr  _  2         2  2 


4  15      63       143 

"?-(-|)+a-4)+(|-n)+- 

3  "^35"^  99"" 
Die  Reihen  in  den  Gleichungen  1)  bis  3)  sind  offenbar 

TT  2 

convergent,  indem  aus  ihnen  herrorgeht,  dass  j   zwischen     -- 

TT 

und  1  liegt,  und  man  durch  sie  den  Werth  von  -  in  Gren- 
zen einschliessen  kann,  die  einander  so  nahe  liegen  als  nouui 
nur  will.  Man  erkennt  jedoch  auch  sehr  leicht,  dass  die 
Bechnung  sehr  langwierig  werden    würde,    wenn  man   nach 
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einer    dieser  Beihen    den  Werth    von  -  nur  auf  6  Decimalen 

4 

genau  bereehnen  wollte.    Man  hat  sieb  deshalb  bernttht,  für  n 

loder  -j  Beihen  aufzustellen,  die  stärker  convergiren  als  die 

Beihen  in  den  Gleiehungen  1)  bis  3). 
Setzt  man  z.  B. 

4)  tg  u  =  |;  u  =  arc  tg  i 

5)  1»  V  =  ^;  V  =  are  Ig  \, 
so  ist 

6)tg(n  +  T)==^"  +  *^^ ^±i-.       ■ 

8      8 
1  +  1 

Weil  nun  .^__x    \  =  1)  so  folgt  aus  Gleichung  6) 

7)  ig  (u  +  V)  =-  1 

8)  u  +  V  =  arc  tg  1 
oder 

9)  u  +  v=-J 

Setzt  man  in  Gleichung  9)  ftlr  u  und  t  ihre  Werthe  nach 
den  Gleichungen  4)  und  5),  so  folgt 

10)  arc  tg  i  +  arc  tg  i  =  J 

oder 

11)  J  =  arc%i  +  arctg  i. 

Setzt  man  in  diese  Gleichung  den  Werth  Ton  arc  tg  ^ 
und  arc  tg  |  nach  §.  52  Gleichung  11),  so  erhält  man 

n     n 1_^ 1 \   n 1 ,  J__   -i 

'  ^Xl      3. 23 "^5. 2*      "rKz      3.3»'^5.3»      '} 

**^  4°"  V2  +  3/"~3l2»+P"J+  5(25^"'"^  •  •/ 

Stegemftiixi,  Differentlftlrectanung.  7 
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Diese  Reihe  ist  bekannt  unter  dem  Namen  Enlers 
Aeihe.  Man  erkennt,  dass  sie  schon  viel  stärker  convergirt 
als  Leibnitzens  Reihe  . 

ff 
Machin  hat  eine  Reihe  für  -  aufgestellt,  die  noch  stär- 
ker convergirt    Er  setzte  zunächst 
10)tgu=i. 

Hieraus  folgt  nach  der  Formel  tg2u  ^^  - — -^-r- 
°  ^  1 — tg% 

2,n;         120 

12)  tg  4  u  =- jff^i^  «  i^. 

144 

TT 

Es  ist  demnach  tg  4  u  >  1,  also  4u  >  -. 
Nun  setzte  Machin  weiter 

13)  4  u  =  -  +  V  oder 

4  u  —  T  =  -  und  auch 
4 

V  —  4  u  —  - 
4 

Hierausfolgt  14)  tgv  =  tg|4  u  —  j j 

tg  4u—  1 

"  tg  4u+  1 

und    weil    tg4  u  =  — — ,  so  ist 
1 1  «I 

120 


119 
lg  V  = 


120  239 

119"^ 

also  V  <=  arc  <g-öÖQ-»  "»d  weil 
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4  a 

—  4 

arc 

*^ 

so  ist 

15) 

4a 

—  T  = 

4  arc 

■*^ 

—  arc  tg 

1 
239 

and  daher  ist 

16) 

n 
4 

=  4 

u  — 

V  = 

4  arc 

*5 

—  are 

tg 

1 

239 

17^ 

JT 

=  4 

1'- 

1 

^  1 

-...l 

-i-L 

1 

Aufgabe.  Man  soll  d^  Werth  der  Zahl  n  bis  auf  6 
Deeimalen  genau  ermittehi. 

Auflösung«  Wir  wenden  Machins  Formel  in  Gleichung 
17)  an,  und  führen  die  Rechnung  bis  auf  7  Deeimalen  durch. 
Wir  erhalten  dann 


=  0,0026667 

=  0,000064 

=  0,0000018 

=  0,0041841 
Hieraus  ergiebt  sich 

-^^0,0041841. 

Subtrahiren  wir  diese  beiden  Gleichungen  von '  einander 
so  folgt  nach  Gleichung  7) 


5 

1 
3.5» 

1 
5.5» 

1 
7.5T 

1 
239 


Tt 


also 

18)  nr  =  3,1415932 
bis  auf  6  Decimalstellen  genau. 


j  =  0,7853983, 


7* 
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§.  54, 
Entwickelang  der  Reihe  ffir  arc  sin  x. 

Aufgabe.    Man  soll  die  Function  arc  sin  x  in  eine  Beihe 
verwandeln,  die  nach  steigenden  Potenzen  von  x  fortschreitet 
Anflosnng.    Wir  setzen 

1)  arc8inx  =  A  +  Bx  +  Cx2  +  Dx3-|.Ex*  +  Fx«^  +  ... 
dann  erhalten  wir  durch  Differentiation 

2)  j^^  =  B  +  2Cx  +  3Dx^+4Ex3+... 
Nun  ist  nach  §.  46  Gleichung  lY 


Hierans  folgt 
B  +  2Cx+3Dx«  +  4Ex»+. 
also  nach  Httlfsatz  8 


1  +  ^x» 


1.3 


2.4 


x«+... 


4)     B==l      ; 

B-1 

5)  2C  =  0     ; 

C=-0 

6)  3D  =  A 

•  -I4 

7)  4E  =  0 

;   E  =  0 

8)  5F  =  i^; 

F  =  ll: 
52. 

ete. 

etc. 

0,  80  erhalten  wir 


.3 
A 

Setzen  wir  weiter  in  Gleichung  1)  x 

9)  A=0. 

Wenn  nun  die  Werthe  von  A,  B,  G  etc.  in  die  Gleichung  1) 

eingeschaltet  werden,  so  erhält  man 

...  .  ,   1  X»      1.3  X*      1.3.5  xT  , 

10)  arc8mx  =  x  +  -.^  +  — .-  +  ^-^.-  +  ... 

Man  kann  diese  Beihe  ebenfalls  benutzen,  um  den  Werth 
Yon  TT  zu  berechnen.    Setzen  wir  nämlich 


1  TT 

jr.  SO  ist  arc8inx=«arc(30<^)  =  ^. 

2  O 
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Demnach  ist 


n      \       \  _1 ^1^  _1 1.3.5.X7 

§.  55. 
Bemerkungen  zu  den  Torhergehenden  Sätzen. 

Bei  den  vorhergehenden  Entwickelungen  drängen  sich 
einige  sehr  wichtige  Sätze  auf,  welche  wir  noch  besonders 
hervorheben  wollen. 

1)  Die  Entwickelung  der  Functionen  nach  dem  Taylor- 
sehen und  Mae  Laurinschen  Lehrsatze  giebt  im  Allgemeinen 
unendliche  Reihen. 

Die  einzige  Ausnahme  bietet  die  Function  (a  -{-  x)™  und 
resp.  x"",  wenn  m  eine  positiTe  ganze  Zahl  ist. 

2)  Der  Taylorsche  und  Mac  Laurinsche  Lehrsatz  können 
nur  dann  angewendet  werden,  wenn  die  Seihen,  die  sie  liefern, 
convergent  sind,  da  durch  eine  divergente  Reihe  ein  bestimmter 
Werth  nicht  ausgedrtlckt  werden  kann. 

3)  Demnach  wird  die  Taylorsche  und  Mac  Laurinsche 
Reihe  besonders  in  den  Fällen  unbitiuchbar,  in  denen  die 
Differentialquotienten  nnendlich  gross  werden. 

4)  Aus  dem  Httlfssatze  7)  folgt,  dass  man  in  der  convergent 

a^ 
vorausgesetzten  Reihe  f(a  +  x)  =  fx-j-a.  f'x+i— ö"*^"^+«-- 

1 .  A 

die  Grösse  a  stets  so  klein  annehmen  kann,  dass  der  absolute 

Werth  jedes  Gliedes,  welches  nieht  gleieh  Nnll  ist,  grösser 

i&X  als  die  Summe  aller  folgenden  Glieder. 

§.  56. 
Fortsetzung. 
Bei  den  Anwendungen,  welche  wir  in  §.  49  bis  §.  54  von 
der  Taylorschen  Reihe  gemacht  haben,  war  es  leicht  in  jedem 
spedellen  Falle  anzugeben,  bis  auf  wie  viele  Decimalen 
muaere  Rechnung  richtig  war.  Wir  wussten  also  jedes  Mal, 
wie  gross  der  Fehler  höchstens  sein  konnte,  der  dadurch 
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entstand,  dass  wir  nur  eine  beschränkte  Anzahl  von  GKedem 

berücksichtigten. 

Das    sogenannte    Bestglied    der    Taylorschen    und   Mao 

Laurinschen  Beihe  giebt  nun  ganz  allgemein  an,  wie  gross 

höchstens  der  Fehler  sein  kann,  der  dadurch  entsteht,  dass 

man  bei  Anwendung  der  Taylorschen  Beihe  nur  eine  beschränkte 

Anzahl  Ton  Gliedern  berttcksichtigL    Wir   wollen  deshalb  in 

den  folgenden  Paragraphen  das  Bestglied  der  Taylorschen  Beihe 

zu  ermitteln  suchen. 

Für  den  Anfänger  bemerken  wir  indessen,  dass  er  —  ohne  den  Zu- 
sammenhang zu  stören  —  die  Paragraphen,  welche  Ton  dem  Restgliede 
handeln,  überschlagen  darf. 

§.  57. 

Das  Bestglied  yon  Taylors  und  Mae  Laorins  Reihe. 

Lehrsatz.    Wenn  eine  Function  y  =  f  (x)  und  ihre  erste 

Abgeleitete  fttr  alle  Werthe  von  x,  welche  zwischen  x  ==  a  und 

X  =  a  -{-  h  liegen,  continuirllch  bleibt,  so  ist 

f(a  +  h)  =  fa+hf'(a  +  ^h), 

wo  6  eine  Zahl  bedeutet,  welche  einen  ganz  bestimmten  Werth 

hat,  von  der  man  aber  nur  weiss,  dass  ihr  Werth  zwischen  0 

nnd  +  1  liegt. 

Fig.  7. 

Beweis.  Wir  neh- 
men an,  dass  Fig.  7 
der  geometrische  Aus- 
druck unserer  Func- 
tion y  =  f  (x)  sei^ 
und  femer,  dass  die 
Punkte  M'  und  M" 
resp.  den  Abscissen 
x  =  a  undx  =a-f-h 
entsprechen, 
für  M  ist  z  —  a  +  ^h  Dann  ist 

1)  f(a+h)  =  M"P^  =  F'R  +  BM^ 
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Wenn  nun  fx  und  f  (x)  zwischen  den  Grenzen  x  =  a  und 
X  =  a  -f  h  continulrlich  ist,  so  giebt  es  zwischen  den  Punkten 
M'  und  M"  wenigstens  einen  Punkt,  dessen  Tangente  BM 
parallel  der  Sehne  M'  M"  ist  Setzen  wir  dann  fttr  den  Punkt 
M  die  Abscisse  x  =  a  -|-  ^h,  so  ist 

2)  tgy  =  f'(a+Öh). 
P"B  =  M'F  =  f(a) 
M"E  =  higy  =  hf  (a+  ^h), 

also  nach  Gleichung  1) 

3)  f(a  +  h)  =  f(a)  +  hf'(a4-^h)  w.  z.  b.  w. 

Bemerknngren. 

1)  Wäre  f(x)  oder  f  x  zwischen  den  Grenzen  x  —  a  nnd  x  =  a  +  h 

nicht  continnirlich ,  so  wäre 
nicht  nothwendigr 
f(a  +  h)«fa  +  hf'(a+öh). 
Um  dies  zn  erkennen,  nehme 
man  an,  dass  Fig.  8  die  geome- 
trische Darstellung  von  y  =f  (x) 
sei.  Man  sieht  dann  sofort, 
dass  es  zwischen  den  Punkten 
M'  und  M"  keinen  Punkt  (M) 
auf  der  Curve  giebt,  dessen 
Tangente  parallel  der  Sehne 
M'  M"  ist  etc. 

2)  Aus  Fig.  9    ersieht   man,   dass   es   unter  Umständen    mehrere 
Punkte    (M)    zwischen   den 

Punkten  M'  und  M''  geben 
kann,  für  welche  die  Berüh- 
rende parallel  der  Sehne  M'  M'' 
ist,  und  dass  also  auch  meh- 
rere Werthe  von  S  zwischen 
0  und  +  1  existiren  können, 
für  welche 
f(a+h)  =  fa+hf'(a+öh)i8t. 

3)  Analoge  Bemerkungen 
lassen  sich  zu  den  §§.  58  bis 
60  machen. 

4)  Der      aufmerksame 

Leser  wird  finden,  dass  §.  57  ein  specleller  Fall  von  §»  60  ist 
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§.  58. 
Fortsetzung. 

In  dem  vorigen  Paragraphen  haben  wir  gesehen,  dass 

1)  f(a  +  h)  — fa  =  hf'(a  +  öh), 

wenn  f'(x)  und  f'  x  zwischen  den  Grenzen  x  =  a  und  x  =  a-|-h 
eontinuirlich  bleiben.  Setzen  wir  nun  in  Gleich.  1)  a  =  0,  so  folgt 

2)  fh  — fO  =  hf'(^h). 

Setzen  wir  femer  f  h  =  0  und  f  0  =  0,  so  ist 

3)  0  =  hf'(^h), 

d.  h.  wenn  fx  zu  Nnll  wird^  sowohl  Fig.  to. 

wenn  man  x  =  0  setzte  als  auch 
wenn  man  x  =  h  setzt;  nnd  wenn 
ausserdem  fx  und  f  x  zwischen  den 
Grenzen  x  =  0  und  x  =  h  eon- 
tinuirlich bleiben^  so  ist  t&r  einen 
Werth  von  9  zwischen  0  und  +  1, 
t'{eh)  =  0  (siehe  Fig.  10), 

§.  59. 
Fortsetzung. 

Lehrsatz.     Wenn  eine  Function  von  x,  z.  B.  fx,  nebst 

ihren  n  ersten  Abgeleiteten  zwischen  den  Grenzen  x  =  0  und 

X  =  h  eontinuirlich  bleibt,  und  wenn  ausserdem  fx  und  ihre 

n  —  1  ersten  Abgeleiteten  verschwinden^  wenn  x  =  0  wird, 

h"* 
so  ist  fh  =  -r-{>{6\i). 
n!       ^     ^ 

Beweis.  Setzen  wir  zunächst 

1)  Fx     =h'^fx    —  x'^fh,  so  ist 

2)  F'x    =h»f'x  — n.x-^-ifh 

3)  F'^x  =h»f"x  — n.(n— l)x''-«fh 

4)  F'"x  —h-^f'^'x  — n.(n  — l).(n  — 2)x'»-»fh 

5)  F»x  =h«f«x  — n!f(h). 
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Nun  erkennt  man  sehr  leioht,  dass  in  Gleichung  1)  Fx 
Terschwindet,  wenn  man  resp.  x  =  h  und  0  setzt,  also  ist  (§.  58) 
F'x  B"  0  fttr  einen  Werth  von  x,  welcher  zwischen  x  =  0  und 
X  =  h  liegt  Nennen  wir  diesen  Werth  h',  und  berücksich- 
tigen wir,  dass  nach  der  Voraussetzung  f'(x)  gleich  Null  ist, 
wenn  x  =  0,  so  ergiebt  sich,  dass  in  Gleichung  2)  F'x  zu 
Null  wird,  wenn  man  x  resp.  gleich  h'  und  0  setzt  Hieraus 
folgt  wieder  nach  §.  58,  dass  F^'x  gleich  Null  ist  für  einen 
Werth  von  x,  welcher  zwischen  0  und  h'  liegt  Diesen  Werth 
nennen  wir  hj  etc.  etc. 

Wenn  wir  in  dieser  Weise  fortschliessen,  so  gelangen  wir 
zuletzt  zu  dem  fiesultat,  dass  F'^x  gleich  Null  ist,  f&r  einen 
Werth  von  x,  der  zwischen  0  und  hn-i  liegt,  der  also  zwischen 
0  und  h  liegen  muss.  Bezeichnen  wir  diesen  Werth  von  x 
durch  ^h,  so  folgt  aus  Gleichung  5) 

6)  0     =h'^f'»((9h)  — n!fhl 

7)  nlfh  =  h"f°(^h) 

8)  fh    =-^f'^(^h). 

nl 

Bemerkung, 

Wir  wiederholen,  dass  in  der  vorstehenden  Entwickelang  f  z  nebst 
ihren  Abgeleiteten  bis  zor  n^  Ordnung  inclnslye  als  eontinuirlich 
zwischen  den  Grenzen  zs>0  nnd  x»h  Toransgesetzt  ist. 

§.  60. 
Fortsetzung. 

In  §.  58  fanden  wir 

1)  f(x  +  h)  =  fx  +  hf'(x  +  Öh). 
Setzen    wir    ßh^^^hfj  so  folgt 

2)  f(x  +  h)  -  fx  — hf'(x  +  h') 

3)  f(x+h)  — fe  — hf'x  =  h{f(x  +  hO  — f'(x){ 
Setzen  wir  nun 

4)  h|f(x  +  hO  — f'x}  =  9h, 
so  folgt  aus  Gleichung  3) 

5)  f(x  +  h)  — fx— hf^x  =  yh. 
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Differentiiren  wir  diese  Gleichung  zweimal  nach  h,  so 
finden  wir 

6)  f  (x  +  h)  — f'x  =  y'h 

7)  f"(x4-h)  =sp-'h. 

Aus  den  Gleichungen  5)  und  6)  sehen  wir  nun,  dass  yh 
und  q>'h  zu  Null  werden,  wenn  h  zu  Null  wird,  und  ausserdeia 
sehen  wir,  dass  diese  Functionen  (9)h  und  g^h)  zwischen  den 
Grenzen  0  und  h  oontinuirlich  bleiben,  unter  derToranssetzung^ 
dass  f(x)  und  f'(x)  zwisohen  den  Grenzen  x  und  x-f-h  oon- 
tinuirlich bleiben.  Bezeichnet  jetzt  hj  eine  Zahl,  die  zwischen 
0  und  h  liegt,  so  folgt  aus  §.  59,  Gleichung  8) 

8)  9^^^9"K 
also  nach  Gleichung  7) 

9)  yh  =  ^f-(x  +  h,). 

Schalten  wir  diesen  Werth  von  yh  in  Gleichung  5)  ein, 
so  ergiebt  sich 

10)  f(x  +  h)-fx  — hf'x  =  j^f-(x  +  h,). 
Hieraus  folgt  weiter 

11)  f(x+h)-.fx-hf'x-^f-x  =  ^f-(x+h,)-^f-x 

12)  f(x+h)-fx-hf'x-^f"x  =  :^if"(x+h,)-f''x> 
Setzen  wir 

13)  ^r(x  +  h^)-f-xä  =  V^h, 
so  folgt  aus  Gleichung  12) 

14)  f(x-}-h)  — fit  — hf'x  — .-^f"x  =  V/h. 

Differentiiren  wir  naoh  h,  so  erhalten  wir 

15)  f'(x  +  h)  — f'x— lif"x  =  V^h 

16)  f"(x  +  b)  — f'x  ^^f^h 

17)  f"'(x+h)  —  V^h. 
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Nim  ist  wieder  nach  §.  59  Gleichung  8) 

18)  Vh  —  |-*V^'hs,  aUo 

19)  vh-lff'Cx  +  hj). 

Setzen  wir  den  Werth  von  ^fh  in  Gleichung  14)  ein,  so  folgt 

20)  f(x+h)-fx-hf' I- i^f'x  =  ^|f«'(x+h,) 

21)  f(x  +  h)-fi  +  hf'x+^f"x  +  |Jf'"(x  +  h3) 

Wenn  man  in  ähnlicher  Weise  wie  oben  fortschliesst,  so 
gelangt  man  zu  der  Gleichung 

22)  f(x  +  h)=.fi  +  hf'i  +  j^f"x+..+^°f(x+h„). 

Weil  hn  zwischen  0  und  h  liegt,  so  kann  man  hn  durch  ßh 
bezeichnen.    Wir  erhalten  dann 

23)  f(x4-h)  =  fx  +  hf'x  +  j^f"(x)  +  ... 

+  (5^f-^-+^>(x+eh). 

Der  Ausdruck  —  f  (x  +  ^h)  heisst   das  Restglied    der 
Tajlorschen  Reihe. 

Setzt  man  in  Gleichung  23)  x  >=  0,  so  folgt 

24)  f (h)  =  f(0)+hf'  (0)+^f"  (0)+. . .  ^-^i^f n-i(0)+h-f-(öh) 

h" 
Der  Ausdruck-  —t^{6h)  heisst   das  Restglied  yon  Mao 

LauriuB  Reihe. 

Bemerkungren. 

1)  Mit  Hülfe  des  ReetgUedes  ist  die  Reihe  für  f(x  +  h)  oder  f(h)  in 
eine  geschlosBene  Reihe  yerwandelt. 

3)  Es  leuchtet  eia,  dass  sich  die  Conrergens  der  Reihe  sehr  bequem 
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nach   dem  Restgliede  beortheilen  ISsst.     Die  Reihe  ist  nämlich   con- 

h"  h*^ 

vergent,  wenn  der  Werth  des  Restgliedes  — i.f^(x  +  dh)  resp.-r.f^  (^h) 

für  hinreichend  grosse  Werthe  von  n  kleiner  gemacht  werden  kann,  wie 
jede  beliebige  Zahl. 

3)  Wenn  G  der  grOsste  Werth  nnd  K  der  kleinste  Werth  ist,  den 

h**  hn 

der  Ansdmck  — jf"(x  +  öh)  resp.  — .f^(^h)    einnimmt,   wenn    9   den 

Werth  von  0  bis  +  l  durchlänft,  so  liegt  der  Werth  des  Restgliedes 
zwischen  K  and  G. 

4)  Will  man  den  Werth  von  f(x  +  h)  nach  der  Taylorschen  Reihe 
f(x  +  h)=fx  +  hfx  +  j^f-x  +  ...  +  ^^^^-Hx)  +  ^^(x  + 

annähernd  berechnen,  nnd  dabei  alle  Glieder  vernachlässigen,  die  auf  das 

Glied  p jYff^""*^^)  folgen,  so  muss  nach  Bemerkung  3)  der  hierdurch 

entstandene  Fehler  zwischen  K  und  G  liegen. 

5)  Addirt  man  nun  aber  noch  zu  der  Summe  aller  ersten  Glieder  bis 

hn-l  G  +  K 

zum  Gliede  -, mf^'U^)   inclusive  die  GrOsse  — r — ,  so  kann  der 

(n  — 1)!         ^  '  2      ' 

Fehler  höchstens  — - —  sein. 

6)  Den  Anfänger  machen  wir  noch  darauf  aufmerksam,  dass  unseren 
Untersuchungen  über  das  Restglied  der  Taylorschen  und  Mac  Laurinschen 
Reihe  die  ToranssetEiing  zum  Gründe  liegt,  dass  f(x)  nebst  allen  in 
Frage  kommenden  abgeleiteten  Functionen  von  f  (x)  resp.  zwischen  den 
Grenzen  x  und  (x  +  h)  continairlich  sind. 

8)  Aus  diesem  Grunde  erklärt  es  sich,  dass  einige  Functionen, 
obgleich  sie  einen  ganz  bestimmten  Werth  haben,  sich  fUr  gewisse 
Fälle  nicht  nach  der  Taylorschen  Reihe  entwickeln  lassen. 

Ist  z.  B.  f(x)= r^  und  ist  m  eine  positive  ganze  Zahl,  so 

(X-— a) 

lässt  sich  der  Werth  von  f(x  +  h)  =  , \  ,,      nicht  mit  Hülfe   der 

(x  —  a  4-  h)" 

Taylorschen  Reihe  nach  steigenden  Potenzen  von  h  entwickeln,  wenn  man 

x»A  setit.    Wir  erhalten  nämlich  aus  der  allgemeinen  Reihe 

f(x  +  h)-fx  +  hfx  +  j^f"x+... 
in  unserem  Falle  die  Reihe 
.      f(x  +  h)«,-i_-h.,.^-i-^,  +  >^    m.(m+jD„^ 


(X— a)»         '(x  — a)-»+'^l.2'(x— a)-H»     ^*'* 
Setzt  man  hierin  x— ta,  so  werden  sämmtliche  Summenden  auf  der  rechten 
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Seite  OD  mit  abwechselnden  Zeichen  H — .    Der  auf  diese  Weise  gefundene 
Ansdrack  für  f  (x  +  h)  ist  also  unbestimmt,  während  der  Werth  desselben 

in   diesem  Falle  ein  ganz  bestimmter  ist,    nämlich  -. .  , ,    =i— . 

°  '  (a  — a  +  h)«      h" 

8)  Es  giebt  noch  mehrere  Fälle,  in  denen  eine  Fnnction  für  einen 

bestimmten  Werth  Ton  x  sich  nicht  nach  Taylors  Beihe  entwickeln  lässt, 

so  z.  B.  lässt  sich  lg(x  +  h)  nicht  entwickeln,  wenn  x«=0  wird. 


VIII.  Capitel. 

Unbestimmte  Formen. 

^,  f^,  O.ao,  00 -OD,  00,  ooo.  100. 

§.  61. 
Die  Form  ~ 

Fx 
Wenn  in  dem  Brache    7-  Zähler  und  Nenner    dadurch 

fx 

zu  Null  werden,  dass  man  x  =  a  setzt,  so  wird  :f-  =*  -jt«    Um 

TT«.  A 

nun  den  Werth    von  -?-  =«  -r-  zu  ermitteln,    betrachten  wir 
fa        0  ' 

zunächst  den  Bruch  ^;  Ti;- 
f(a  +  h) 

Unter   der  Voraussetzung,    dass  in   diesem  Bruche  sich 

Zähler    und    Nenner    nach    Taylors  Satz    entwickeln    lassen 

schreiben  wir  dann 

,,  F(.+h)     F.+tP.+  J|iF"(.)+ 

'<•+'■>       fa+hf..+  ^f-(.)+ 


Da  nun 

Fa  =  0  und 
fa  =  0. 
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Bo  folg:t  aus  Oleiohung  1) 

,,  F(.+l.)     -■-'+Ä'-C)   , 

Diridirt  man   auf  der    reehten  Seite   uoBerer  Gleichung 
Z&hler  und  Nenner  durch  h,  so  ergiebt  sich 

Wenn  nun  F'a  und  f'a  nicht  beide  gleich  Null  sind,  so 
setze  man  h  «»  0 :  und  es  ergiebt  sich 
F(a)_  Pa 
^^    f(a)"r(a)- 

Wenn  dagegen  f^a  und  F'a  beide  gleich  Null  sind,  bo 
erhalten  wir  aus  Gleichung  1) 

,,  F(.+b)  otv(»+|;F-(.)+... 

Dies  giebt 


Wenn  nun  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  F'a  und 
f^a  nicht  beide  Null,  so  setzen  wir  h  »»  0,  und  erhalten  dann 

einen  bestimmten  Ausdruck  für  -r^,  nämlich 

f(ay 

Fa,  _  F>) 

'^  f(a)-   f"(a)- 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  weiter  gehen,  wenn  ^'(a) 
und  f"(a)  beide  zu  Null  werden. 
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§.  62. 
Fortsetzung. 

X« a' 

Aufgabe  !•     Wie  gross    ist    der  Bruch ,  wenn 

-'  a  wird? 

^  ^l 1^2 

Auf  losung.  Wenn  x  — a  wird,  so  erhält  der  Bruch 


X—  a 


die  Form  —. 

Nun  setzen  wir 


so  ist 


x^— a»_F(x) 
X  — a         f(xy 

F'x  2x 


also  wird 


f'x  1 

X«— a« 


2  a,  wenn  x  ^»  a  ist 

Aufgabe  2.     Wie  gross  ist  der  Bruch  j — ,   wenn 

X  «-  0  wird. 

Anflosung.    Wir  setzen         ^ —  =  -j- ,  dann  ist 

F'X          1— 008X    j.         .  V*    0  - 

-fTi 3^1—»  dies  giebt  -^,  wenn  x  =  0 

F'(x)          sinx       j.       .  K4  0  A 

-p^ er-'  ^'^  «^^''*  :5- ,  wenn  X  -  0 

F"(x)          cosx       j.       .  K*  1      *»  A 

7;^ g— ,  diesgiebt^     fttr     x  =  0. 

Wir  haben  also 

X  —  sinx        1 

—£3 ^g-,  wennx  — 0. 
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§.  63. 
Die  Form  ^ 

Ein  Brach  Ton  der  Form  ^  iSsst  sich  leicht  auf  die 

Form  -jr-  zurflckfUhren. 

Ist  z.  B.  -s-  =  ^ ,  80  setzen  wir 

Fa        (fa)-'  _  0 

'   fa       (Fa)-i       0 

und  hieraus  finden  wir  nach  §.  61,  4) 

„  Fa  _  (fa)-i  _  0  _  —  fa.  (fa)  -« 
^)  TT 


fa       (Fa)-i       0       —  F'a.(Fa)-« 


Fa       {'&  (fa)  -« 
^  fa  ^F'a(Fa)-»* 

'en  wir  beide  Seit 

F(a)(fa)»        fa 


Multipliciren  wir  beide  Seiten  mit  ^^J.  ^ ,  so  ergiebt  sich. 


(fa)' 
(Fa)' 


4) 
5) 


f(a)(Fa)«      F'(a) 
F(a)         ^(a) 


f(a)  f(a)' 

In  dem  Falle,  dass  Fa  und  f  a  beide  zu  Null  oder   <» 

Fa       F"  (a) 
würden,  erhielte  man  -j-  =  .,, ;  ^  etc.  etc. 
'  fa        f"(a) 

Aufgabe.   Wie  gross  ist  ~ — ,  wenn  x  =  -^  =  90^  wird. 


Anflosnng. 

tg5x       oo       cos^öx       öoos^x        0 

t^X           ^                 1                COB25X           0 

cos^x 

—  lOcosx    sinx           8in2x        0 
"*  — lOcosöxsinSx  ^  sinlOx  '^  0 

2cob2x                 —2           1 

10  cos  10  X               —10         5 
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Aufgabe.    Wie  gross  ist  r-:— k~  ,  wenn  x  =  0. 
°  °  l8in2x' 


COBX 
1  fiin  -▼ 

Auflösung. 


Isinx        Qo  sinx  8m2x.cosx 


Ism2x       ^  oos2x      28mxcos2x 

8m2x 
2sinxeoB'x         cos^x 


2  sinx.  cos  2x       cob2x 
Weil  X  =  0,  so  erhält  man  --  =  1. 

§.  64. 
UebungsaufgabeB. 

HX ]jx  n 

1)  Wenn  x  =  0,  so  ist =      1^- 

'  X  D 

1  —  X"  m 


2)  Wenn  x  =  1,  so  ist 


l—x^  n 

^x ^a 

3)  Wenn  x  =  a,  so  ist  =       e* 

'  ^  X  — a 

4)  Wenn  x  =  0,  so  ist ; =        2 

^  '  sm  X 

X  — sinx  1 


5)  Wenn  x  =  0,  so  ist 


X»  2.3 


6)  Wenn  x  =  0,  so  ist  -^^     T^    —        3 

'  x  —  smx 

_.  -^  -         .  ,  cosax— cos/^x        a^  —  fi^ 

7)  Wenn  x  =  0,  so  ist  1-  =  —a — rs- 

'  608  ax  —  COSDX  a2 — D^ 

ox  w  ^        •  *    tg(2m— l)x  1 

8)  Wenn  x  =  -,  so  ist  -^-^— r ^—  =  -z: r 

^  2'  tgx  2m— 1 

§.  65. 
Die  Form  O.oo. 

Führt  einProduct  fx.Fx  für  einen  bestimmten  Werth  von 
X  auf  die  Form  0 .  «>,  so  sehreibe  man  * 

Stegemann,  DifferentialTedmung.  8 
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fx.Fx 


Fx 


(fx)-i        «^ 

In  beiden  Fftllen  läset  sich  der  Werth  von  fx.Fx  nach 
den  Torhergelienden  Paragraphen  ermitteln. 

Aufgabe.    Wie  gross  ist  x.ctg.x,  wenn  x  =  0. 

Auflösung,    x  .ctgx  —  i —  = -z  =  — j—  =  1. 

^  ^  tgx        0  1 

cos^x 

§.  66. 
Die  Form  oo  —  oo. 

Führt  eine  Differenz  Fx  —  fx  f&r  einen  bestimmten  Werth 
Yon  X  auf  die  Form  oo  —  oo,  so  schreibe  man 


Auflösung. 


(Fx)-i       (fx)--i        (Fx)-i.(fx)-i         0' 

st  7 Ti  wenn  x  = 

X — 1       xl' 

1        xlx— x  +  1        0 


X  1 

Aufgabe.    Wie  gross  ist     r-,  wenn  x  =  1  ist 


Ix         xlx  — Ix  0 

1 


1.  Diff  Quot.  =  i^i-^ \  =  -J;  2.Diff  Quot=— ^  =  i 

Ix+l-i       ^  i  +  i,       ^ 

^  X  X~X2 

§.  67. 
Die  Formen  0^  <»•  und  1«. 

Führt  eine  Potenz  (Fx)^  auf  die  Formen  0<>,  aoo^  iQo^  so 
setze  man 

1)    u  =  (Fx)'-, 
so  ist 

J)l,,-fx.lF,-|p, 
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IFx 

3)  u  —  (Fx)«*  =  e««-»«  =  e^^^-\ 

Nun   hat  der   Ausdruck   J.  {   entweder  die  Form  ^ 

0 
oder  -.     Der  Werth  Ton  u  =  (Fx)^  läset   sich   also    nach 

§.61  bis  63  bestimmen. 

Aufgabe  1.    Wie  gross  ist  x"*^*  wenn  x  =  0? 
Auflosung.    Wenn  x  =  0,  so  ist  x"*^*  =  0«. 
Nun  setzen  wir 


Ix 


1) 

u  =  x**^  *, 

2) 

lu  =  sinx.lx  = 

3) 

u  =  ei^')-\ 

Nun  ist  aber  für  x  = 

•  0 

-1' 


4) 


(sin  x) 


1 

Ix        ^  00  ^  X ^ 

(sin  x)  -1      ^      —  (sin  x)  -* .  cos  x ' 
Ix  — 2  8inx.cosx  

—  vi. 


(sinx)~^      cosx  —  x.sinx 

Ix 
Schalten  wir  diesen  Werth  von  — -; — r— :  in  Gleichung  3) 

(smx)"^  ° 

ein,  so  erhalten  wir  für  x  =  0 

Aufgabe  2.    Wie  gross  ist  (ctgx)**"*,  wenn  x  =  0? 
Auf  losung.    Für  x  =  0  wird 

1)  (ctgX)"*°^=  00  0. 

Wir  setzen  demnach 

2)  u  =  (ctgx)«*^», 

3)  lu  =  sinx.l(clgx)  =  7!^^ 
^  V  -o  -^        (smx)-* 

l.ctg.x 

4)  u  =  e^"*^*)-^ 

8* 
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Nun  ißt 


1  1 


5)  letgx    ^00^        c<g3L   sin^x    ^  sinx  ^^ 
(ßinx)-^'^^       —  (ßmx)-2.coBX       cos'^x  ™ 

_—  1  CtflT  X 

Setzen  wir  den  Werth    ,  .     ,   ,  in  Gleichung  4)  ein,  so 

ergiebt  sich 

6)  (elgx)»*»*  =  u  =  e«  =  K 

Aufgabe  3.  Wie  gross  ist  (1  +x)V*  wenn  x  «=  0? 
Anflosnng.  Wenn  x  =  0,  so  ist  (1  -f-x)*/»  =  1  ^. 
Wir  setzen  deshalb 

1)    u  =  (l+x)V«,  dann  ist 

3)    u «-  e    »    . 
Nun  ist 

4,f(m±i)).te-i4i^-., 

also  fttr  X  =  0  ist  (1  +  x)*/*  =  i  «>  =  e^  =  e. 
Vergl.  Httlfssatz  12. 

Uebungsaufgaben. 

Wenn  x  »»  0  ,  so  ist       x'^       =1. 
Wenn  x  =  oo,  so  ist       x''*      «=  1. 

Wenn 


X  =  00 ,  so  ist  jl  +  ~)   =  ö- 
X  =  0  ,  so  ist 

Wenn  x  =»  a  ,  so  ist 


Wenn  x  —  0  ,  so  ist  (1 4-mx)*/«  =  e". 


Kx2«_a2  \/2sL 

Bemerkniig. 

In  Fällen,  wo  Differentiation  snm  Ziele  fahren  würde,  kann  man 
sehr  oft  mit   Vortheil  ein   anderes  Verfahren  anwenden.     Wollen   wir 
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B.  B.  bestimmen,  wie  gross     T  ^ ist,  wenn  x  =  0  wird  so  setze  man 

.    l— cosx  2sin*_*./j  1 


sin«x         48in**/2.cos*»/a      2  cos**/« 
Setzt  man  hierin  nun  x«=0,  so  erhält  man 
1  — cosx     0      1 


2) 


sin«x         0      2* 


IX.  Capitel. 

Differentiation  der  unentwickelten  Functionen. 

§.  68. 
Entwiekelnng  der  aUgemeinen  Regel. 

Die  unentwickelten  (impliciten)  Functionen  sind  schon 
§.  8  und  9  erklärt  Liegt,  nun  eine  unentwickelte  Function 
vor,  z.  B.  in  Gleichung  1) 

1)  y5x2  +  o<>s^  =  ßiöx.tgy  +  ßiny 
und  setzen  wir 

X  =  u 

80  erhalten  wir 

2)  v^u^  +  cosu  =  sinu.tgv-f  sinv. 

In  dieser  Gleichung  ist  u  eine  Function  von  x,  weil  u  =  x 
ist;  T  ist  eine  Function  von  x,  weil  v  =  y,  und  weil  nach 
Gleichung  1)  y  von  x  abhängt.  Da  nun  u  und  v  in 
Gleichung  2)  Functionen  von  x  sind,  und  u  und  v  resp.  mit 
X  und  y  in  Gleichung  1}  identisch  sind,  so  lässt  sich  Gleichung  1) 
nach  §.  27  und  28  dadurch  differentiiren,  dass  man  auf  jeder 
Seite  ein  Mal  so  differentiirt,  als  ob  x  allein  variabel  sei, 
und  ein  Mal  so  differentiirt,  als  ob  y  allein  variabel  sei,  und 
darauf  auf  jeder  Seite  dieser  Gleichung  die  Resultate  addirt 
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Was  wir  hier  an  einem  speciellen  Beispiele  gezeigt  haben, 
läBBt  flieh  ohne  Weiteres  auf  alle  unentwickelten  Functionen 
übertragen. 

Wir  haben  also  die  allgemeine  Begel 

^^Wenn  eine  Glelehnng  zwischen  den  Grössen  x  und 
7  nicht  entwickelt  ist^  so  wird  dieselbe  dadurch  diffe- 
rentiirt^  dass  man  auf  jeder  Seite  dieser  Gleichung  ein 
Mal  nach  x  und  einmal  nach  j  differentiirt^  und  die  Re- 
sultate addirt/' 

Hiemach  erhalten  wir  aus  der  Gleichung  1) 

1)  y3x2-f-co8x  =  sinxtgy-|-siny, 

2)  2y3xdx  — sinxdx  +  3y2x2dy 

=  cosxtgydx  +  -|^dy  +  cosydy 
oder  wenn  man  beide  Seiten  durch  dx  dividirt 

3)  2y3x  — sinx  +  3y2x2^ 

,    sin  X    dy  ,  dy 

=  eosx  tgy  H — .  ^  +  eosy .  y^. 

^•^   '    cos^y  dx  '        "^    dx 

Bemerkangren. 

1)  Gewöhnlich    redncirt  man  die  unentwickelten  Gleichungen  auf 
Null.    Unsere  Gleichung 

y'x*+coßx  =  Binxtgy  +  Biny 
wird  sich  dann  verwandeln  in 

y'x*+cosx  — sinxtgy  — siny=0. 

2)  Der  einfachen  Bezeichnung  wegen  setzt  man  häufig 

dy 


dt""^ 


dp 
dx" 

dx 


Ist  nun  X  die  unabhängig  Veränderliche,  so  ist  demnach 
dy  d*y  d'y 
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Ist  z.  B.  j-'X^  so  ist 

^     dx 


q-^-^t-6x  etc.  (vergl.  §.  71  flf.). 


§.  69. 
Anwendungen  des  Torigen  Paragraphen. 

Aufgabe.    Man  soll  den  Werth  tob  p  bestimmen,  wena 
gegeben  ist 

1)  X2y4  +  Biny  =  0, 

2)  8inx.siny  +  BißX'<508y — y  =  0, 

3)  y3  — 3axy  +  x»  =  0, 

4)  ey  — e^  +  xy  =  0, 

5)  8in(x.y)  — e*y  — x2y  =  0, 

6)  x^  +  y2— r2  =  0. 
Auflösung  I.    Wenn  wir  die  Gleichung 

1)  x^y^  +  x.siny  =  0 

erst  nach  x,  dann  nach  y  differentiiren,  so  erhalten  wir 

2)  3x2y4dx-l-8inydx     +4x3y3dy+xco8ydy  —0, 

3)  (3x2y4-[-8inydx     +     (4x»y5+xco8y)dy  — 0, 
dividiren  wir  durch  dx,  so  folgt 

4)  3x2y4  +  siny  +  (4x3y3-j-x.co8y)p  =  0, 

5)  p(4x3y3  +  xco8y)  =  —  (3x2y4-|-8iny), 

3xV  +  Biny    ^  2xy4 

r  4x3y3-|-x.co8y  4x2y3-]-co8y' 

Auf  losung  n.    Differentiiren  wir  die  Gleichung 

1)  sinxsiny  +  sinxcosy  —  y  ==  0,  so  folgt 

2)  sinxcosydy  —  sinxsinydy — dy  +  sinycosxdx 
-j-cosycosxdx  =  0, 

3)  (sinxcosy  —  sinxsiny — l)dy 
-j-(8inycosx  +  co8ycosx)dx  =  0, 

4)  (l+siuxsiny  —  sinxoosy)dy 
=  (sin  y  cos  X  +  cos  y  cos  x)  dx, 
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dy sinycoBx  +  cosycoBx 

dx      1  -f-staxsiny  —  sinxcosy 

sinycosx-j-coßycosx  cos  x.  cos  (y — 45) 


l-j-sinxsiny  —  sinxcosy      sinx.8iii(y  —  45)-|-(/i 

Auflösung  III.    Aus  der  GleichuDg 

1)  y3  — 3axy  +  x3  =  0  folgt 

2)  3y2dy  — 3axdy— 3aydx  +  3x2^x  =  0 

3)  3(y2  — ax)dy  — 3(ay  — x2)dx 
dy^3(ay  — x^) 

^  dx      3(y2  — ax) 

In  ähnlicher  Weise  ergiebt  sieh 
e*  — y 


Auflösung  IV.    p  = 


ey  +  x. 


.    «,..            ^            y   eosxy  — e*y— 2x 
Auflosung    y.    p  =  ^. — r^ 

^      X     x-J-e*y — cosxy 


Auflösung  Tl. 


X 

y 


§.  70. 
Wiederholte  Differentiationen. 

Um  die  höheren  Differentiale  oder  Differentialquotienten 
zu  erhalten,  muss  man  wiederholt  differentiiren.  Hierbei  ist 
zu  bedenken,  dass  dx  constant  und  dy  variabel  ist,  wenn  x 
die  unabhängig  Veränderliehe  ist  (vergl.  §.  36). 

Aufgabe  1.  Man  soll  p  und  q  bestimmen,  wenn  ge- 
geben ist 

y2  — xy  +  x2=0. 

Auflosung.    Aus  der  Gleichung 

1)  y2  — xy  +  x2  =  0,  folgt 

2)  (2y  — x)dy  +  (— y4-2x)dx  =  0. 
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Differentüren  wir  diese  Gleichung  erst  naeh  y,  dann  üaeh 
dy,  und  zuletzt  naeh  x,  so  erhalten  wir 

3)  2dy»  — dydx  +  (2y  — x)d2y  — dxdy  +  2dx2  =  0. 
Dividiren  wir  jetzt  die  Gleichung  2)  durch  dx,  so  erhalten  wir 

4)  (2y-x)||  +  (-y  +  2x)-0 

5^  dy,_y-2x 

^  dx      2y  — X 

y— 2x 

«^    P  =27=-x- 
Um  q  zu  erhalten,  dividiren  wir  Gleichung  3)  durch  (dx)^. 
Wir  finden  dann 

8)  2p»-p+(2y-x).q-p  +  2==0 

9)  (2y-x)q 2(p»-p  +  l) 

10)  q=      2Pi=l±l. 

X  —  2y 

Wir  sehen,  dass  in  Gleichung   10)  q  durch  x,  y  und  p 
ausgedrückt  ist     Will  man   q  durch  x  und  y  allein  aus- 
drücken, so  setze  man  in  Gleichung  10)  für  p  seinen  Werth 
nach  Gleichung  6).    Wir  finden  dann 
/y-2xy_y-2x 

ll)q  =  2^^y-^       y-^ 
^  X  —  2y 

Hultiplieiren  wir  nun  Zähler  und  Nenner  mit  (2y  —  x)^, 

so  folgt 

10,  „         (y-2x)»-(y-2x).(2y-x)  +  (2y-x)» 

12)  q-2  (x-2y)3 

^      ^y»-4xy  +  4x»-2y»+5xy-2x»+4y^-4xy+x^ 

13)  q-^  (x-2y)» 
3y2— 3xy  +  3x» 


=  2 

14)  q  =  6 


(x-2y)» 

y»— xy-t-x' 
(X  — 2y)» 
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Aufgabe  2.    Es  ist  gegeben 

(x-«)»  +  (y-/?)»  =  r«. 
Man  soll  die  Werthe  von  p  und  q  ermitteln 

Auflösung  1.    Aus  der  Gleichung 

l)(x  — «)»    +  (y— /J)2    =r»  folgt 
2)  2(x  -  «)  dx  +  2(y  - /?)  dy  ==  0 
3)(x  — «)dx+  (y— /J)dy  =  0. 
Dififerentiiren  wir  diese  Gleichung  erat  nach  x,  dann  nach 
y,  und  zuletzt  nach  dy,  so  folgt 

4)  dx2+dy2+(y— /?)dsy  =  0. 

Dividiren  wir  Gleichung  3)  durch  dx,  so  erbalten  wir 

5)(x-«)  +  (y-/?)g-0 

6)^ iZI^oder 

''  dx         y—ß 

7)  p  =  -  ^—^  (vergl.  §.  70,  Auflösung  VI). 
Dividiren  wir  Gleichung  4)  durch  dx^,  so  folgt 

s)i  +  (g)'+(y-«g-o 

9)  1+  p»   +(y-/?)  q  =0 
io)(y-i*)q (l+P^) 

Setzen  wir  hierin  für  p  seinen  Werth  nach  Gleichung  7), 
so  folgt 

12)  q j—^  ^—^^  . 

Setzen  wir  hierin  fttr  (y  —  /J)^ -|- (x  —  a)2  seinen  Werth 
nach  Gleichung  1),  so  folgt 

13)  q  =  -^:^. 
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Auflösung  2*    Man  erkennt  leicht,  dass  es  möglich  ist, 
unsere  Gleichung 

1)  (x  — a)2-|-(y_;y)2  =  r2  fttr  y  aufzulösen. 

Wir  können  deshalb  die  Werthe  Ton  p  und  q  auch  dadurch 
ermitteln,  dass  wir  die  Gleichung  für  y  wirklich  auflösen,  und 
dann  nach  unsem  Kegeln  für  die  Differentiation  entwickelter 
Functionen  verfahren.  Führen  wir  dies  aus,  so  erhalten  wir 
aus  Gleichung  1) 

V  7^fi       ±  ^'r2  — (x  — a)2 

.X  ^_dy _d(x-a)^ 

^^  P~dx~— 2l^r2-(x  — a)2 


4)  p  = 


X  —  a 


Wenn  wir  nun  weiter  differentiiren,  so  erhalten  wir 

^    ^      "^  j|/r2  — (x  — «)2(J 

«)^P  =  + r?-(x-a)^ 

dp  r2-(x-«)^+(x-a)^ 

Mx      "^        Jr2  — (x— a)2}'/^ 

r2 

8)  q  =  +  )r2_(x_a)2(3/,- 

Bemerkungen. 

1)  Die  Werthe,  welche  wir  für  p  und  q  nach  beiden  Auflösungen 
gefunden  haben,  mÜBsen  natürlich  Übereinstimmen;  und  in  der  That 
läSBt  sich  diese  Uebereinstimmung  auch  sehr  leicht  nachweisen.  Es  ist 
nämlich  nach  Gleichung  1) 


9)  y-/J-±y'r«--(x-«)"«.  

Setzen  wir  nach  dieser  Gleichung  fttr  ^'^«  — (x  — «)«  seinen  Werth 
in  die  Gleichung  4)  und  8)  der  Auflösung  2)  ein,  so  ergjebt  sich 
-r-  X  —  a  X — a 

I*  r*  r* 


■[r»-(x-a)»]ii    ^±(y-/»)«        (y-/»)» 
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Diese  Werthe  von  p  and  q  sind  identisch  mit  den  Werthen  von  p 
und  q,  die  wir  in  Gleichung  7)  und  13)  der  Auflösung  1)  gefunden  haben. 
2)  Die  Gleichung 

ist  bekanntlich  die  Gleichung  des  Kreises.  —  Die  ermittelten  Werthe 
von  p  und  q  werden  uns  noch  bei  der  Bestimmung  des  Erümmungs- 
kreises  für  eine  beliebige  Cnrve  von  Wichtigkeit  werden. 

Aufgabe  3.     Man  soll  p  und  q  bestimmen,  wenn  ge- 
geben ist 

1)  y^+x2y  — x3  =  0 

2)  sinx-|-C08y  —  sinx.e^ -]-e*.cosy  =  0 

3)  ylx  — xly  —  xy==0 

4)  x2  +  y2  =  r2. 

Aufgabe  4.    Man  soll  p,  q  und  r  bestimmen,   wenn  ge- 
geben ist 

1)  x2  +  y2  =  0 

2)  xcosy  —  y.cosx  =  0 

3)  e*  +  x.siny-f  ey=0. 


X.   Capitel. 


Vertauschung  der  unabhängig  veränderlichen 
Grössen« 

§.  71, 

Allgemeine  Formeln  fUr  p  und  q^  wenn  x  und  y 
Functionen  von  t  sind. 

Bezeichnet  in  irgend  einer  Gleichung  zwischen  y  und  x 
die  letztere  die  unabhängig  veränderliche  Grösse,  so  ist  nach 
§.  36  dx  constant,  während  dy  yariabel  ist  Nun  aber  kann 
es  bei  einer  analytischen  Untersuchung  nothwendig  werden, 
X  und  y  beide  als  Functionen  einer  dritten  unabhängig  ver- 
änderlichen Grösse  t  anzusehen.    In  diesem  Falle  ist  dx  nicht 
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mehr  constant.    Eb  wäre  dann  die  Frage,  was  man  an  die 
Stelle  von  p,  q  etc.  zu  setzen  hätte.    Nehmen  wir  an,  es  sei 

1)  y-ft 

2)  X  =  Ft,  so  erhalten  wir 

3)  dy  =  ft.dt 

4)  dx  =  F't.dt,  also 

dy       ft 
')  P=di  =  Ft- 
Femer  ist 

6)    ,-||. 
Hieraus  folgt 

_     F't_F'tf"tdt— f  tF^tdt 
'^    ^~  äx  (F't)».dx 

Fnf"t  — ftF"t     dt 
^~  (F't)»  'ix' 

Nun  ist  aber  nach  der  Gleichung  4) 
dt         1        , 
d^=Ft'*^"" 

_,            F'tf't— ftF"t 
«^    <1 (F^s • 

Bemerkmigen. 

1)  Man  kann  den  Werth  von  q  noch  auf  andere  Weise  ermitteln. 
Gehen  wir  nämlich  ans  von  der  Gleichung 

80  folgt,  weil  dx  jetzt  variabel  ist 

dy     dx.d^y  — dy.d^x 

5^                 dx« 
10)  q-^ ^ 

dx.d«y-dy.d«x 
^  ^  dx» 

2)  Die  Werthe  für  q  ans  den  Gleichungen  8)  und  1 1)  sind  natürlich 
gleich.  Man  kann  sich  hiervon  leicht  überzeugen,  wenn*  man  in  Gleichung 
8)  für  Ft,  F"t,  ft,  ft  ihre  Werthe  setzt.  Wir  finden  nämlich  nach  den 
Gleichungen  1)  und  2) 
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t2)Pt-Jf 

13)  p't-i^ 

15)f"t-^ 

Schalten  wir  diese  Werthe  für  Ft,  F''t  etc.in  Gleichung  8)  ein,  so  folgt 
dx   d*y     dy  d*x 
dt' dt«  ""dt  •  dt»     . 

^^^  ^ TdiV ^ 

Vdt/ 
dx.d*v  —  dv.d'*x 

Ein  Resnlat,  welches  mit  Gleichung  11)  genau  ttbereinstimmt. 

§.  72. 
Anwendungen. 

Aufgabe  1.    Es  ist  gegeben 

x=7H-t2 

y  =  3  +  t2  — 3t* 

Wie  gross  ist  p  und  q? 
Auflosung. 

1)  dx  =  2tdt 

2)  dy  =  2tdt— 12t3dt. 
Hieraus  folgt 

^       dy_f2t-^12t3)dt 
"^^    ^~d^~         2tdt 
4)    p=l— 6t2. 
Hieraus  folgt  weiter 

^\    n  _dp_dp    dt  _  dt 

'    ^      dx       dt    dx  dx 

Nach  Gleichung  1)  ist  j—  =  «i 
also        6)    q=  — I2t.^  =  — 6. 
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Aufgabe  2.    Gegeben  ist 

y==rr.(l — eost) 

x  =  r.(t  —  sint). 
Man  soll  p  und  q  dureli  t  ausdrücken. 
Auflosung.    Durch  Dififerentiation  der  Gleichungen 

1)  y  =  r.(l— cost) 

2)  x  =  r.(t  — sint) 
erhalten  wir 

3)  dy  =  r.sint.dt 

4)  dx  =  r.(l— cost)dt 
Hieraus  folgt 

dy  r. sint. dt     sint 

^  P~dx~r,(l— cost)dt~l  — cost' 

Nun  ist  sint  =  2  sin -.cos- 


1 — C08t  = 

=  28in«l 

,  also 

6) 

dy 

28iii: 

t 
cos  2 

,t 
2 

t 
cos  2 

.    t 
sm^ 

7) 

p=c<gi 

ieraus 

ergiebt  sich  weiter 

8) 

dp 
^=dx== 

dp     dt 
dt  'dx' 

detg^ 
dt 

dt 
•dx- 

[an  ist 

9) 

detgl 
dt 

1 

»_.  »t 

2Bin^2 


und  nach  Gleichung  4) 

dt  1 

10) 


dx      r.(l — cost) 
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*^'*^^  dt 

Schalten  wir  die  für  — ^— ,  und  ^  gefundenen  Werthe  in 

Gleichung  8)  ein,  so  folgt 

1  1  1 


11)  q 


2  sin^  -^     2r .  ßin^  — -  4  r .  sin*  -^ 


Aufgabe  8.    Man  soll  p  und  q  als  Functionen  von  t  dar- 
stellen, wenn  gegeben  ist 

t  +  Bin'  t 
+  et 
=  sin»  t 
otgt 

Aufgabe  4.    In  der  Gleichung 

l)xg-ay  =  0 

ist  X  die  unabhängig  yeränderliche  Grösse.    Im  Laufe  einer 
analytischen  Untersuchung  wird  es  nothwendig,  x  als  Function 
von  t  darzustellen  und  zwar  nach  der  Gleichung 
2)  X  =  e*. 

Wie  verändert  sich  demnach  unsere  Gleichung  1)? 

Auflösung.     Zunächst  ist 

..X  dy  _  dy  dt^ 

^  dx  ~  dt  ■  dx 
Femer  ist  nach  Gleichung  2) 

4)  dx  =  e*  dt,  also 

^^  dx        e» 
Schalten  wir  nun  den  Werth  von  t-    nach    Gleichung   8) 
in  Gleichung  3)  ein,  so  ergiebt  sich 

RN  4?  =  ^I  _L 
^  dx        dt  ■  e»  * 
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Dieser  Werth  von  ^  in  Gleichung   1)  geschaltet,  giebt 

Nach  Gleichung  2)  ist  x  =  e*,  also 

Aufgabe  6.    In  der  Gleichung 

wird  z   abhängig  von  der  neuen  unabhängig  yeränderliohen 
Grösse  t  nach  der  Gleichung 

2)  X  =  arc  tg  t 

Wie  verändert  sich  dadurch  unsere  Gleichung  1)? 
Auflösung.    Nach  Gleichung  2)  erhalten  wir 

3)  di=^-p^,  also 

4)  ^  =  1  4- 1»,  mithin 

^^  P  -S-  dt  S-¥^*+*^- 


Nun  ist  femer 
6)  q 


^=dp  dt 

dx       dt   dx'  '^ 


Berücksichtigen  wir  nun,  dass  in  Gleichung   1)  die  Aus- 

dy  d^y 

drücke  j^  und  -j-j-  gleichbedeutend  sind  resp.  mit  p  und  q, 

und  schalten  wir  dann  die  Werthe  yon  x.  p  und  q  nach  den 
Gleichungen  2,  5  und  7  in  Gleichung  1  ein,  so  folgt 

Stcgemftnn,  nUTereiitlAlreohiiiiiig.  ^ 
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8)^(I+t«)'  +  2t(l+t«)^ 

+(arelgt).y.(l+t«)^+8ee»(»rotgt)-0 

+  (arctgt)./.(l+t»)^+(l+t«)        -0. 
Diridiren  wir  durch  l-|-t>,  so  folgt 

10)  ^(l+t«)+2tg  +  y.arc%t^4.i  =o 

11)  ^(l+t»)+  (2t  +  y.arclgt)^+l  =0. 


§.  73. 
y  wird  zur  unabhängig  TerSnderlidien  Grosse. 

£m  specieller  Fall  der  Yertauschuog  der  unabhängig  rer- 
Snderliehen  Grösse  ist  der  Fall,  dass  man  y  den  Charakter 
der  unabhängig  yerftnderlichen  Grösse  giebt 

Dieser  Fall  kommt  z.  B.  vor,  wenn  man  bei  Gurren  die 
Ordinaten  als  unabhängig  rerftnderliche  Grössen  ansehen  wilL 
In  diesem  Falle  hat  man 
i^  dy        1 

*)  P  =  di-S 
dy- 


^'  ''^~dx~dy-dx' 
Nun  ist  dp  — d^^  — ^'  ^    ,  also 

'  ^""dy'dx  dydi»di 

d»xdy 

(dx)»' 


4)  q- 
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Bemerkuff« 

In  §.  70  Gleichnng  6)  erhielten  wir  q = ^^^*7^^7^'^\    yf^  n^a 

7  die  nnabbSngig  veriinderiiche  Grösse,  so  wird  dy  constant,  also  fällt 

dyd'x 
d*y  weg.    Wir  erhalten  demnaoh  q— « ^  ^  .    Ein  Beeoltat,  welches 

mit  onserer  Gleichung  4)  genau  Übereinstimmt,  wie  dies  auch  nicht  anders 
lu  erwarten  war. 

Aufgabe  1.    In  der  Gleichung 

ist  X  die  unabhängig  veränderliche  Grösse.  Was  hat  man 
statt  derselben  zu  setzen  ^  wenn  y  die  unabhängig  veränder- 
liche Grösse  wird? 

Auflösung.    Wenn  x  die  unabhängig  veränderliche  Grösse 

d^y        dx 
ist,   so   ist    T-^  =  -j —  =  q-     Wenn   aber   y   die   unabhängig 

veränderliche     Grösse     wird,     so     ist     nach     Gleichung    4) 
d^xd^ 

^^ ^ 

Gleichung  1) 


q  = Äz^    ^^     erhalten     wir     statt     der     gegebenen 


/"dxX» 
od«r  wenn  wir  diese  Gleiehung  mit  1^1  multipliciren,  so  folgt 

Aufgabe  2«    In  der  Gleichung 

ist  X  die  unabhängig  veränderliche  Grösse.    Wie  schreibt  man 

dieselbe,  wenn  y  zur  unabhängig  veränderlichen  Grösse  wird? 

Auflösung.    Wenn  x  die  unabhängig  veränderliche  Grösse 
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dy 


ißt,  so  ist  j^  =  -^ —  =  p.     Wenn  aber  y  die  unabhängig 

d^x  dy 
veränderliche  Grösse  ist,   so  ist  q  = Ti'    T^^^^^<^^ 

erhalten  wir  statt  unserer  Gleichung  1)  die  Gleichung 

(dx\3 
-T-l     multipliciren,  so  erhal- 
ten wir 

d^x  ,  ^  dx  /dx\»       ^ 


oder 


dy2^    dy      •'Vdy; 

d»x     ^dx  ,       /dxX»       - 


XI.   Capital. 

Tangenten  an  Curven. 

§.  74. 

Die  Cunren  sind  bezogen  auf  ein  reclitwinkeliges 
Coordinatensystem. 

Es  sei  y  =  f(x)  die  Gleichung  einer  Curve  (Fig.  11),  in 
welcher  wir  einen  beliebigen  Punkt  M  annehmen  wollen, 
dessen  Goordinaten  resp.  x'  und  y'  sein  mögen.  Denken  wir 
nun  in  diesem  Funkte  an  die  Curve  eine  Tangente  gelegt,  und 
bezeichnen  wir  den  Neigungswinkel  desselben  gegen  die  Ab- 
scissenachse  durch  /,  so  folgt  aus  §.  6  Gleichung  2),  dass 

l)tgy  =  g  =  f'(xO. 
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Die  Gleichung  der  Bertthrenden  ist  demnach  nach  einem 


Fig.  11. 


bekannten  Satze  aus  der 
analytischen  Geometrie 
2)  y  -  y ' = (X  -  x')tgY  oder 

3)y-y'  =  (x-x0^'oder 

4)y-r=(x-xOf'(xo. 

Hieraus  folgt  die  Glei- 
chung der  Normalen  für 
den  Punkt  M. 


5)  y-r  = 

6)  y-y'  = 


1 


f  (xO 
dx- 


dy' 


(x  —  x')  oder 
(x-xO. 


Die  Stücke  der  Berührenden  und  der  Normalen,  welche 
zwischen  der  Abscissenachse  und  dem  Punkte  M  der  Gurve 
liegen,  nennt  man  auch  kurzweg  resp.  Tangente  und  Normale. 
Man  bezeichnet  sie  durch  T  und  N.  Die  Projectionen  dieser 
Stücke  auf  der  Abscissenachse  nennt  man  Subtangente  und 
Subnormale  (St  und  Sn). 

Wir  haben  demnach  in  unserer  Figur 
T  =  MB;  N  =-MC. 
St  =  BP ;  Sn  =  CP. 

Hieraus  ergiebt  sich  ganz  allgemein 

7)  Sn  =  y.tgy  =  y.^ 
dx 


8)  St  =y.c1gy=y.^ 

9)T    =y.^  =  y.^'^+^^^  =  y 

10)  N    =y.-l-=y.l^T+^^  =  y 


Digitized  byVjOOQlC 


134 

§.  75. 
Fortsetzung.    Aufgaben. 

Aufgabe  1.    Die  Gleichung  einer  Parabel  ißt  y«  =  9x. 
Fig.  1 2.  Man  soll  für  den  Punkt  (M), 

dessen  Abscisse  x  =  4  ist, 
die  Subnormale,  Subtan- 
gente,  Normale  und  Tan- 
gente berechnen. 

Auf  losung.  Aus  unse- 
rer Gleichung  folgt 

1)  y  =  +  3^'Z 

Weil  nun  der  Punkt  M 
oberhalb  der  Abscissen- 
achse    liegt,    so    berttck« 

sichtigen    wir    in    der    Gleichung    1)    nur    das   Zeichen    -f-; 

hieraus  folgt] 

^^  dx~2lG^- 

Setzen  wir  in  Gleichung  1)  und  2)  x  =  4,  so  erhalten  wir 
für  den  Punkt  M 

3)    y  =3.l^T=6 

^dx       21/T       4* 

Schalten    wir    die   in    Gleichung  3)  und  4)  gefundenen 

dy 
Werthe  von  y  und  -—-  in  die  allgemeinen  Formeln  7)  bis  10) 

des  §.  74  ein,  so  folgt 

5)  Sn=.y.  Jl  =  6.|-=4i  =  PC 
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8)  T-)'l/>  +  (5i)'-«|/l+^-'«-BM. 

Aufgabe  2.  Ein  Kreis  ist  durch  die  Gleichung  y^  +  x*  =  25 
gegeben.  Auf  demselben  liegt  ein  Punkt  M,  dessen  Abscisse 
X  =  —  3  ist.  Man  soll  für  diesen  Punkt  Sn,  St,  N  und  T 
bestimmen. 

PigM3. Aoflosung.     Aus  unserer 

Gleichung    erhalten    wir    zu- 
nächst 

1)    y=+n5  — x2 


dx      —]/2b  —  x^ 
Setzen  wir    in    diese   bei- 
den Gleichungen  x  =  —  3 
und  berücksichtigen  wir,  dass 
M    oberhalb    der    Abseissen- 
achse  liegt,  dass  also  das  zugehörige  y  positir  ist,  so  folgt 

3)    y=  +  }/'2b^^~ h4 

dy_-(-3)       3 
^  dx~        4       ~4  • 

Wir  finden  hieraus  nach  den  Formeln  7  bis  10  von  §.  74. 

5)Sn=y.|l  =  44  =  3 
dx  4 
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Bemerkniig« 

Dem  Anfänger  rathen  wir,  die  beiden  vorigen  Aufgaben  durch  Con- 
Btmction  zu  lösen,  und  sich  zn  überzengen,  dass  das  Resultat  unserer 
Rechnung  mit  dem  Resultate  der  Constmction  übereinstimmt. 

Aufgabe  3«    Man  boU  die  Subnoimale,  Subtangente,  Nor- 
male und  Tangente  für  folgende  Gurren  berechnen, 
für  die  Parabel  y^  =  px 

für  die  Ellipse  a^y^  -f  b«  x^  =  a^  b2 

für  die  Hyperbel  a'y^  —  b«  x^  =  —  a^  b* 

für  die  Sinuslinie  y  =  sin  x 

für  die  Exponentiallinie  y  =  e* 

Z  X 

Q^         I         A        m 

für  die  Kettenlinie  y  —  m  .  — -^ 

Auflosimg.  Wir  wollen  in  jeder  der  Curven  die  Coor- 
dinaten  des  Punktes,  fttr  welche  wir  die  Sn^  8%  N,  T  finden 
wollen,  resp.  x  und  y  nennen. 

Fttr  die  Parabel  ist  nun 

1)  y  =l/^ 

dy_  1|/T 


*^  dx        2V  X 


dy 
Schalten  wir  diese  Werthe  von  y  und  -p  in  unsere  all- 
gemeinen Formeln  des  §.  74  ein,  so  erhalten  wir 


2x 


6)   T  =.y.  j/l  +(|y=  i^,.  l/l+y=  •'^^+^' 

Fttr  die  Ellipse  erhalten  wir  aus  der  Gleichung 
a2  y2  +  b*  x«  =  a2  b2 


Digitized  byVjOOQlC 


137 

7)  y  =  -  U^  —  X« 

dx       a.  Ka«  — x» 

also  nach  §.  74  Gleichung  7  bis  10 

dy      b., —  bx  KI 

9)  Sn=  y  .  5i  =  -|/a^  -  X»  .^^7j^^^=3=  =  -px 

.«NC.  ^     ^/-5 _  —  al/a2— x2  a»  — X» 

10)St  =  y.^  =  /a^-x^ 5^ ^— 


")-=-|/^+(gr=->a-^^-|/^  +  a-^ 


(a*— x2) 


bl/\     , ,  b^x*     bl/a«— a2x2+b«x*     b|/a<-(a2-b»)xi 

= iV  ''^'^'-*-^-iV  — P — =  'j  — P — 

Ist  nun  e  die  Excentricität  der  Ellipse,  so  ist  a* — b2^=e^,also 


12)  N  =-  [/ -, -,  l/a*-e«x^ 


13)  T  =  y  .  l/l  +  (|y=^^3-r^^|/l  +  •^^^  -  ^'^ 


b«x2 


^:yiü=F|/^ 


bii»+a^a»x«  ^K  ____J^a*-x2(a*-b^ 
b^x»  a'*     ^  *  bx 

Für  die  Hyperbel  ist  die  Bechnung  ganz  ähnlich  der 
Bechnung,  wie  sie  yorstehend  für  die  Ellipse  durchgeführt  ist. 
Fflr  die  Sinnslinie  ist 

14)  y  =a  sin  X,  also 

dv 

15)  -|^=  cos  X,  demnach  ist 

-/»VC  dy        .  sin  2  X 

16)  Sn  =  y  •  -p  =  sm  X  •  cos  x  =  — ^ — 

Mm^  dl.  dx         .  1  . 

17)  St  =y  •  j-  =  sm  X  •  =  tg  x 

^  -^    dy  cosx       ^ 
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18)  N  =yYl  +  (|fy=8»i>»»'l+co8»x 

19)  T  =y.|/i+(^=i«x.jrrrc55»£ 

FOr  die  Exponentiallinie  kt 

20)  y  =e*  alBO 

dy 

21)  ^^e",  hieraus  folgt 

22)  Sn=y.^  — e".e"  =  e» 

Die  Subtangente  der  Exponentiallinie  ist  demnach^constaiit 

24)  N  =y.|/l  +  (^)*=e-.nH=^ 

25)  T  =7.]/l  +  (^y=e-.i/T+^^=\/T^f^ 
Für  die  gemeine  Eettenlinie  ist 

X  X 

27)  g.^e"'-e    "^  ^.^^^  ^^j^ 

28)  SD  =  m.^==in.^°  +  ^"".i°-""° 
'^  dx  2  2 


Sn  =  m 


2x  ^2x 

e"  —  e    ™ 


dx  e™  +  e 


"•7 

dy 

L  • 

2 

X 

-e 

X 

X 

X 

9x 

m 

e«  +  e 

X 

e""  — e 

m 

X  "~ 
m 

=  m. 

e-^+l 

2x 

e"— 1 
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30) 


«  -y-  |A^^' ->■%-•/' +(%—)' 


=  m. 


e"»-|-e    "*   1/        e"*  —  2  +  e    " 


1/'+-=^ 


e"  +  e    »  1/  4+e"— 2  +  e    ~ 

-"^'—T-'V— r — 


X  /  Sx  2x  X  X     __ 

■=1      — •r\l 


e"  +  e    •»  i/e»+2  +  e    »         (^e^  +  e    "^ 


30T=yYi+(|y=..%:-"Y^^(j:7i) 


=  m 


x^  ___  as  /  2x  ^2x 

e"*  +  e    "*   |/e"  +  2  +  e    ™ 


^fi 


(e"*  — e    ">} 


X  X^        X  _x  /'    x_  ^]L\^ 

gm    I    ^      m    gm    I    0      m  ^^gm    I    g      mj 

=•"• — 2— ^-^""vr— irr 

e™  —  e    "  ve™ — e    ™y 

§.  76. 

Fortsetzung.    Die  Cyeloide. 

Aufgabe   1.     Man    soll    die    Gleichung    der    gemeinen 
Cyeloide  aufstellen. 

Fig.  14. 


Auflösung«    jWenn  ein  Kreis  auf  einer  geraden  Linie 
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fortrollt,  so  beschreibt  jeder  Punkt  der  Peripherie  dieses  Kreises 
bekanntlich  eine  Cycloide. 

Wenn  nun  in  Fig.  14  ein  Kreis  die  gerade  Linie  AX  im 
Punkte  A  berührt,  und  dieser  Kreis  so  weit  auf  AX  fortrollt, 
bis  der  Mittelpunkt  desselben  von  dem  Punkte  c  nach  dem 
Punkte  C  gelangt,  so  wird  der  Punkt  A  mit  dem  Kreise  auch 
seinen  Ort  geändert  haben.  Angenommen,  es  sei  der  Punkt  A 
nach  dem  Punkte  M  gelangt,  so  ist  M  ein  Punkt  der  Cycloide, 
welche  der  Punkt  A  beschreibt. 

Wir  brauchen  also  nur  die  Beziehungen  zwischen  den 
Coordinaten  des  Punktes  M  aufzusuchen,  um  zu  der  Gleichung 
der  Cycloide  zu  gelangen.  Zu  dem  Ende  nehmen  wir  AX 
als  Abscissenachse  und  A  als  Anfangspunkt  des  Coordinaten- 
Systems  an,  auf  welches  wir  unsere  Cycloide  beziehen  wollen. 
Dann  ist  nach  den  Bezeichnungen  von  Fig.  14 

1)  AP  =  x,  MP  =  y. 

Ist  femer  das  Maass  des  Centriwinkels  MCE,  gemessen 
in  Bogenlängen,  gleich  t,  so  ist 

2)  AE  =  ME  =  r.t 

3)  PE  =  MD  =  r.sint 

4)  CD=       — r.cost. 

Aus  den  Gleichungen  1)  bis  4)  ergiebt  sich  ohne  Weiteres 

5)  x  =  AP  =  rt — r.8int  =  r(t  — sint) 

6)  y  =  MP  =  r  —  r.cost  =  r(l — cost). 

Man  erkennt  nun  sehr  leicht,   dass  es  nicht  möglich  ist, 

die  Gleichung  5)  f&r  t  aufzulösen ;  man  kann  deshalb  y  nicht 

direct  als  entwickelte  Funktion  von  x  darstellen.    Es  leuchtet 

aber  auch  ein,  dass  dieses  nicht  nothwendig  ist;   dass  Tiel- 

mehr  die  Cycloide  durch  die  Gleichungen  5)  und  6)  vollkommen 

bestimmt  ist 

BemerknDg. 

In  den  Gleichungen  5)  und  6)  sind  die  Grössen  x  und  y  Fnnctionevi 
voll  t.  Es  ist  demnaoh  t  die  unabhängig  yeränderliche  Grösse.  Wi* 
habäti  hier  also  einen  Fall,  wo  weder  x  noch  y  unabhängig  veränder* 
liehe  Grössen  sind  (yergl.  §.  7  t  ff.). 
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Aufgabe  2.    Man  soll  für  einen  Punkt  (M)  einer  Cycloide 
(Fig.  14)  die  Werthe  von  Sn,  St,  N  und  T  ermitteln. 

FijT.  14. 


Anflosnng.    Nach  den  Resultaten  der  vorigen  Aufgabe  ist 
rx  =  r.(t  — sint) 
^  ly  =  r.(l— cost). 
Hieraus  folgt 

2)  dx  =  r.(l— co8t)dt 

3)  dy  =  r.sintdt. 
Dies  giebt 

dy           r.sint               sint 

^  dx~r.(l— cost)       1 
Femer  ist 

—  cost' 

5)  sint  =  2sin- .cos- 

6)  1  — cost  =  2sin2l. 

Schalten  wir  die  Werthe  von  sint   und   cost  nach   den 
Gleichungen  5)  und  6)  in  Gleichung  4)  ein,  so  folgt 

,  2Bin-.C0S7r  . 

'^dx-      ^.     t       -'*^2- 
2sin2- 

dv 
Wird  dieser  Werth  von  ^  in  die  Gleichungen  7  bis  10 

von  §.  74  eingeschaltet,  so  erhält  man 
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8)  Sn  =-  y  .  ^  =  r  .  (1  -  CO«  t)  clg  ^ 

t   '^l  t  t 

=  2  r  •  sin*  ^ r  =  2r  •  sin  x  •  cos  r 

sin  - 

3 

9)  Sn  =  r  •  sin  t 

iÖ)St  =y.^  =  r  .  (l-coflt)tg  l 

11)  N  =  y  .  |/l  +  (g)  =  r  .  (1  -  008t)  •  \/l  +  ctg»  \ 


=  2r  •  sm»  -  •    1^  ; =  2r.  sm»  -  • - 

8in»2  8™  "2" 


12)  N  =  2r  .  sin  ^ 


13) 


T=y.|/l  +  (|)  =  r.(l-C08t).  |/l  +  1»^  4" 


=  2r  •  sm»  :r 


2  t 

C08^ 

14)  T  =2r.  sin    |.tg  i 


Bemerkung. 

Nach  Fig.  14  igt  P£  — MD»r  .  sin  t.  Vergleichen  wir  diesen 
Werth  von  PE  mit  dem  Werthe  der  Snbnormale  in  Gleichung  9),  so 
finden  wir,  daes  P£  gleich  der  Snbnormale  ist.    HierauB  folgt 

1)  Daas  die  Normale  des  Punktes  M  der  Gycloide  durch  den  tiefsten 
Punkt  (£)  des  erseugenden  Kreises  EMt  geht 

2)  Weil  die  Tangente  MT  -^  zu  ME  steht,  so  muss  die  Taugente 
des  Punktes  M  durch  den  h5oliBteii  Punkt  des  erzeugenden  Kreises 
EMT  gehen. 

3)  Aufgabe.  Man  soll  in  einem  Punkte  an  eine  Cycloide  die 
Tangente  und  Normale  construiren. 
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§.  77. 

Die  Curren  sind  bezogen  auf  ein  Polar-Coordinaten- 

System. 

Es  sei  r  =  f  (u)   die  Polargleichung  irgend  einer  Curve 

(Fig,   15),  an  welche  wir  in    dem  Punkte  M  eine  Tangente 

Fig'  1^-  angelegt  haben.  Ist  nun 

CD  normal  zum  Radius 
vector  des  Punktes  M, 
also  <  DAM  =  1 B, 
so  nennt  man 
MG  diePolartangente^ 
AC  die  Polar  -  Subtan- 

gente^ 

MD  die  Polamormale^ 

ADdiePolar  -  Snbnor- 

male. 

Der  Winkel,  den  die  Bertthrende  mit  dem  Radius  vector 
bildet,  sei  =  a;  sein  Complement  =  ß\  nach  der  Figur  ist 
also  a  =  CMA;  /?  =  MCA. 

Um  nun  fllr  T,  N,  St  und  Sn  allgemeine  Formeln  auf- 
stellen zu  können,  ist  es  nöthig,  a  oder  ß  ganz  allgemein  als 
Functionen  von  u  auszudrücken. 

Zu   dem  Ende  lassen  wir  den  Polarwinkel    u    um    Au 
(=^MAM')  zunehmen,  und  setzen  den   neuen  Radius  rector 
M'A  =  r  +  Ar. 
Fällt  man  nun  von  M  aus  eine  Normale  ME  auf  MA, 
und  setzen  wir  -;^M'ME  =  y,  so  ist 

M^E  __  M^A— AE  __     r  -f  Ar  — r  .  cos  Au 
'ME  ~      ME.     ""  r.sinAu 


1)  tgy  = 


o^  tcv-^    r.jl— cos(Au)]  Ar 

^  ^^  r.  sin  (Au)         "^    r.8in(Au) 
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^«^^'-2-  .  Ar 


'^^  ^^       n    .     Au        Au      "^  r .  sin  (Au) 
2sm  —  eoB  — 

4)  tgy  =  1g—   + 


2       '       r .  Au         sin  (Au) 
Dieser  Ausdruck  für  tgy  gilt  für  jeden  Werth  von  Au, 

also  auch  dann  noch,  wenn  Au  zu  du  wird. 

In  diesem  Falle  aber  wird  M^A  mit  MA  zusammenfallen. 

Da  nun  ME  nnter  allen  Umständen  normal  zu  AM  ist^  so 

wird  M£  parallel  zu  CD,  wenn  AM'  mit  AM  zusammenfällt. 

Dies  findet  statt,  wenn  man  Au  gleich  du  setzt.    Wenn  aber 

ME  II  CD,  so  ist  r  =-  fi.    Es  ist  also 
5)  limy  =  ft. 
Schalten  wir  diesen  Werth  von  lim  y  in  Gleichung  4)  ein, 

so  folgt 

e,^,  =  „.(^%»+^.^^) 

Nun  ist  aber     \  ^  }  also 

I     lim    .    ,^   ,  =  1 

l  sm  (Au) 

dr 

7)  tg/^  =  — ^,  und  deshalb 

ox  X            r.du  du 

8)tg« äir=r.^. 

Jetzt  ergiebt  sich  aus  der  Figur 
10)Sn  =  r.tg^=     r^  =  ^ 


11)   T=r.l^l+lg*a  =  r.|/l+r*(^)' 
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§.  78. 
Fortsetzung. 

Man  soll  Air  einen  beliebigen  Punkt  der  Exponential- 
ßpirale  (r  =  e™)  die  Werthe  von  St,  Sn,  T  und  N  ermitteln. 

Auf  losung.  Es  kommt  nur  darauf  an,  in  die  allgemeinen 
Formeln  für  St,  Sn,  T  und  N  des  vorigen  §.  die  Werthe  von 

-j-  zu  setzen,  welche  der  Gleichung  (r  =  e")  unserer  Curve 

entsprechen.    Nun  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  r  =  e™ 

dr 

1)  -p=  e™,  mithin  ist 

2)  St  =  r\^  =  r2.i  =  e«^.~  =  e»  =  r 

dr  e^  e" 

3)  Sn=^  =  e«  =  r 

du 

d.  h.  die  Subtangente  und  die  Subnormale  fttr  irgend  einen 
Punkt  der  Exponentialspirale  sind  unter  sich  gleich,  nämlich 
gleich  dem  radius  vector,  der  zu  dem  betreffenden-  Punkte 
der  Curve  gehört. 

Wir  finden  weiter 


5)  N=     |/r2  +  (|I)'=|/r2+ra=r.^^2  =  e«.|/2. 

Die  Tangente  und  Normale  ftLr  jeden  Punkt  der  Expo- 
nentialspirale sind  demnach  auch  unter  sich  gleich. 
Bemerkung.    Nach  Gleichung  8)  §.  78  ist 

tg  a  =  r .  -=— ,  also  ist  in  unserem  Falle 

tga  =  r.- =  1,  d.  h. 
a  =  450. 

Stegemsnn,  Differentialrechnung.  10 
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HierauB  folg^,  dass  die  Tangeate  flir  jeden  Punkt  der 
Exponentialspirale  mit  dem  radius  rector  einen  jC  von  45^ 
einfloUiesst 

Wir  empfehlen  dem  Anf&nger,  sich  durch  Oonstnictioii  die  Richtig- 
keit unserer  Besultate  zu  veranschaulichen. 

Aufgabe.    Man  soll  Sn,  St,  N  und  T  der  Parabel  be- 
stimmen, wenn  sie  auf  Polar-C!oordinaten  bezogen  ist 
Auflösung.    Die  Polaigleiehung  der  Parabel  ist 

4\  iP  V  i»  1^  «V  dr  psinu 

i)    T  =  r-p ,  hieraus  folgt  2)  ^j-  =  jrTrn ^  • 

^  1+eosu  '  ®        du      2(l  +  oo8up 

Setzen  wir  den  Werth  von  3—  in  die  allgemeinen  Formeln 

du  ^ 

des  §.  79  ein,  so  ergiebt  sieh 

q^  qt       r2^^  p>  2(l  +  co8u)2  P 

dr       4(l-^co8u)2        psmu  28mu 

dr psinu 


^  du      2(l+cosu)2 

5)  T  -r,|/l+r^f^V-     '"^      l/l7"     ^'         4(l-hcos15r* 
V  Vdr/       1+cosu  r       4(l+eo8tt)**    p'.am^u 


—     l/.j_(±+COBU)» 


2(l  +  eo8u)*l'  'T      Bin'u 


1 1/: 

j-cosu/  V 


sin^u    ,   1 +2cosu4-cos^u 


2(1  +cosu/  V  sin^u    '  sin^u 

P  1/2(1 +cosu)__p_   1/        2 

2(l-f-cosu)'K        sin^u  2sinu' 1/    1-f-cosu 

P  1 


P  /      2 

2sinuM/  u 

V  2cos2-^ 


2sinu'        u 

2  «««2 


6)  N^L/r-.  +  (j^V^l/r^+      P^«'°^" 


l^ 


p^sin^u 


4  (1  -f-  cos  u)*  '^4(1  +CO8  u)4 
2(1 +008 u)    '  V   ^  + 


P  1/,   .        sin^u 


(1  -|-cosu)2 


Digitized  byVjOOQlC 


147 


N  — 


f^ 


4-2co8u  +  eoB^u  +  8iP^tt 


2(l+eosu)  '  \  (l+co8u)2 


^   [/2(l+eo8tt)_         P  1/ \ 

u)    K    (l+cosu)2       2(l4-co8u)   r   l+( 


2(1  +  C08U)    r    (1+C08U)2        2(l4-C08U)    \    1+cosu 

p       1   _    p 


4co8^-  eos-      4eo8»- 


XII.  Capitel. 

Maxima  und  Minima. 

§.  79. 

Bedingnngen,  nnter  denen  ein  Maximum  oder  Minimum 

stattfinden  kann. 

Wenn  die  unabhängig  veränderliche  Gro8se  x,  welche^ 
iigend  einer  Fnnctoin  y  =  f  (x)  zu  Grunde  liegt,  sich  ändert 
80  wird  sich  auch  f (x)  ändern,  f(x)  wird  entweder  wachsen 
oder  abnehmen,  wenn  x  sich  ändert  Nehmen  wir  nun  an, 
dass  unsere  Function  abwechselnd  wächst  und  abnimmt,  so 
wird  sie  für  bestimmte  Werthe  von  x  aus  dem  Wachsen 
in  das  Abnehmen,  oder  aus  dem  Abnehmen  in  das  Wachsen 
übergehen.  Die  Werthe  der  Functionen,  in  denen  dies  geschieht, 
nennt  man  resp.  Maxima  und  Minima. 

Demnach  ist  deijenige  Werth  einer  Function,  in 
welchem  sie  ans  dem  Wachsen  in  das  Abnehmen  Über- 
geht, ein  Maximum,  und  deijenige  Werth  einer  Function, 
In  welchem  sie  ans  dem  Abnehmen  in  das  Wachsen  über- 
geht, ist  ein  Minimum  der  Function. 

Wenn  z.  B.  die  Curve  in  Fig.  16  der  Gleichung  y  =  f  (x) 
entspricht,  so  hat  die  Function  (fx)  ein  Maximum  für  x  =AP' 
und  X  =  AP'",  dagegen  hat  sie  ein  Minimum  fftr  x  =AP'' 
und  X  ==  AP"".    Nun  folgt  aus  §.   7,  dass  eine  Function  im 

10* 
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dy 
Steigen  ist,  wenn  ^  =  f(x)  positiv  ist;  dass  sie  dagegen  fUlt^ 

wenn  f  x  negatir  ist. 

Fig.  16.  Wenn     also     ein 

Maximum  stattfinden 
soll,  so  muss  derWerth 
Ton  f  X  aus  plus  in  mi- 
nus tibergehen;  wenn 
dagegen  ein  Minimum 
stattfinden  soll,  so  muss 
der  Werth  von  f  x  aus 
minus  in  plus  tiber- 
gehen. Hieraus  folgt, 
dass  fx  nur  fBr  diejenigen  Werthe  von  x  ein  Maximum  oder 
Minimum  geben  kann,  für  welche  die  erste  Abgeleitete    Px  = 

dy 

■—-  einen  Zeielienwechsel  giebt    Dieser  Zeichenwechsel  kann 

aber  nur  dann  stattfinden,  wenn  der  Werth  von  fx  Null  oder 
Qo  gross  wird  d.  h.  nur  für  diejenigen  Wertlie  von  x,  für 
welclie  f  X  gleich  Null  oder  gleich  unendlich  gross  ist^  ist 
ein  Maximum  oder  Minimum  möglich. 

Bemerknnsren, 

1)  In  dem  Vontehenden  hftben  wir,  ftUBser  dem  Falle,  dass  fx=aD 
ist,  aUe  übrigen  Fälle  der  Discontinaitiit  von  f  x  Btillschweigend  ans- 
geschlossen. 

2)  Wenn  f  x  gleich  Null  oder  ao  gross  ist,  ist  ein  Maximum  oder  Mini- 

Fig.  17.  mum   mSglich,  aber  nicht  noth- 

wendig;  so  ist  %.  B.   mit  Bezug 
auf  Fig.  17 

fx  =  0,  wenn  x  =  AF' 
f'x«ao,  wenn  x  =  AP". 
Trotzdem  aber  findet  in  beiden 
Fällen  weder  Maximum  noch  Mini- 
mum statt. 

3)  Die  Punkte  M'  und  M"  sind 
vielmehr  Wendepunkte  der  Conca- 
vität  und  Convexität,  wie  wir  später 
sehen  werden  (vergl.  §.  92  ff.). 
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§.  80. 
Fortsetzung. 

Aus  dem  vorigen  Paragraphen  ergiebt  sich  nun  folgende 
Regel  zur  Ermittelung  der  etwaigen  Fig.  18. 

Maxima  und  Minima  einer  Function 

1)  Man  ermittele  diejenigen 
Werthe  von  x ,  für  welche  f'  (x)  zu 
0  oder   unendlich  gross  wird,  und 

2)  untersuche  dann  för    diese 

Fig.  19.  Werthe  von  x  die  f  (x  +  a).    Die- 

jenigen Werthe  von  X,  für  welche  bei 
hinreichend  kleinem  Werthe  von 
a,  f'  (x— a)  negativ 

f  (x+a)  positiv 
ist,    geben    ein    Minimum    (siehe 
Figur    18    und     19).      Diejenigen 
Werthe  von  x  dagegen,  für  welche       , 
bei  hinreichend  kleinem  Werthe  von  af'  (x  —  a)  positiv  und      fo 
f  (x-j-a)  negativ  ist,  geben  ein  Maximum  (siehe  Fig.  20  und  21)^      / 
Fig.  20.  Fig.  21. 


Bemerkuiigeii. 

1)  Diejenigen  Werthe  von  x  dagegen,  für  welche  f  (x— a)  und  f (x+a) 
für  hiareMiMid  kleinen  Werth  von  a  beide  positiv  (Fig.  22  und  23) 
oder  beide  »igativ  (Fig.  24  nnd  25)  sind,  geben  weder  Maximnm  noch 
Minimam,  selbst  dann  nicht,  wenn  f  x  gleich  0  der  od  ist. 
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Fig.  22.  Fi^r.  23. 


Fig.  24.  Fig.  25. 


Sie  geben,  wenn  man  die  Function  graphisch  darstellt,  die  Wende- 
punkte der  Concavität  und  Convexität  der  betreffenden  Curve  (siehe 
§.  92  ff.). 

2)  Wenn  man  für  einen  gewissen  Werth  von  x  aus  den  Zeichen  von 
t'(x— a)  und  f  (x  +  a)  erkennen  will,  ob  für  diesen  Werth  von  x  die 
f(x)  ein  Maximum  oder  Minimum  giebt,  so  ist  es  notliwendig,  dass  a 
hinreichend  klein  genommen  wird. 

Dies  wird  aus  folgendem  Beispiel  einleuchten.  Es  sei  (Fig.  26)  die 
graphische  Darstellung  einer  Function  Fig.  26. 

f(x),  so  wird,  wenn  x-=AP  ist,  f(x) 
ein  Maximum  sein.  Setzt  man  jetzt 
aber  P'P.=  a  — PP",  so  ist 

1)  f  (x- a)  negativ, 

2)  f(x  +  a)  positiT. 
Würde  man  nun  ttbersehen,  dass 

in    den    Ausdrücken    1    und    2    der 

Werth  von  a  noch  nicht  hinreichend 

klein  ist,  so  würde  man  nach  dem  Vorstehenden  aas  den  Gleichungen 

1  und   2  8oh]iessen,[.da8s  die  Abscisse  z-^AP   unsere  Fanction  zu 

einem  Minininm  macht,  während  die  Funotion  in  der  That  fUr  diesen 

Werth  von  x  ein  Maximnm  giebt. 
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§.  81. 
Aufgaben« 
Aufgabe.    Man  boU  ontersuehen,  ftlr  welche  Werthe  von 
xdiePnnction— —  3x2+5x  -j-  10  Maxima  oder  Minima  giebt 
Auflösung.    Aus  der  Gleichung 

1)  fx  =  y  —  3x2  +  5x  4-  10  folgt 

2)  f  X  —  x2  —  6x  +5. 
Setzen  wir  nun  f x  =  0,  so  folgt 

3)  0  =  x^  —  6x  +  5 

4)  (X  -  5)  (X  -  1)  =  0 

5)  X  =  5  oder  x  =  1. 

Für  X  =  5  und  x  =  1  kann  also  mogllclierweise  ein 
Maximum  oder  Minimum  stattfinden. 

Nach  §.  80  untersuchen  wir  jetzt  fftr  x  ==  5  und  x  =  1 
die  Werthe  von  f  (x  +  a).  Zunächst  erhalten  wir  aus  Glei- 
chung 2) 

6)  f  (5-a)  =  (5~a)'^6(5-a)  +  5  —  25-lOarf  a2~30+6a+5 

7)  f  (.^— a)  =  a«  —  4a  =  a  (a— 4). 
Femer  erhalten  wir  aus  Gleichung  2) 

8)  f  (5+a)=(5+a)»-6(5+a)-|r5  —  25+10a+a2-30--6a+5 

9)  f  (5  +  a)  =  4a  -f  a2  =  a  (a  +  4). 

Aus  den  Gleichungen  7)  und  9)  folgt  nun,  dass  ftlr  einen 
hinreichend  kleinen  Werth  von  a 

10)  f  (5  — a)  negatiy  und 

11)  f(5+a)  positiv  ist 

x* 
Demnach  geht  unsere  Function  -^  —  3x2  -|-  5x  -|-  10  aus 

o 

dem  Fallen  ins  Steigen  ttber,  wenn  x  ==:  5  ist,  d.  h,  die  Func- 
tion hat  ein  Minimum  für  x  »»  5.  Der  Werth  des  Minimum 
ist  also 
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y«i«  —  ^*  —  3  .  5«  +  5  .  5  +  10 

O 
ymln  =   1,66  .  .  • 

Nach  Gleiehung  5)  wird  f  x  auch  dann  gleich  Null,  wenn 
X  =  1.  Wir  haben  also  auch  f  (1  +  a)  nach  Gleichung  2)  zn 
untersuchen.    Zunächst  finden  wir 

12)  f(l— a)=(l-ap— 6(1— a)+5  =  l— 2a+a*— 6— 6a+5 

13)  f(l— a)  =  a2  +  4a=a(a  +  4). 

Femer  ist 

14)  f  (l+a)  =  {l+a)2— 6(l+a)+5=  l+2a+a5— 6— 6a+5 

15)  P(l+a)  =  a2  — 4a  =  a(a— 4). 

Aus  den  Gleichungen  13)  und  15)  folgt,  dass  f&r  einen 
hinreichend  kleinen  Werth  von  a 

f  (1  —  a)  positiY  und 
f  (1  +  a)  negatiy  ist, 

X3 

d.  h.  unsere  Function 3x2  -f-  5x  +  10  giebt  für  x  =  1 

ein  Maximnm;  abo  der  Werth  des  Maximum  ist 
y«.x  ==  ^  —  3  +  5  +  10 

ym»x   =    12,3t>  •  .  • 

Man  könnte  jetzt  noch  fragen,  für  welche  Werthe  von  x 
die  erste  Abgeleitete  (f  x)  unendlich  gross  wird.  Diese  Frage 
beantwortet  sich  aber  nach  Gleichung  2)  dahin,  dass  es  keinen 
endlichen  Werth  von  x  giebt,  für  welchen  f x  unendlich  gross 
wird.    Demnach  sind  die  Werthe  x  =  5  und  x  =  1  die  einzi- 

X» 

gen  Wei-the  von  x,  welche  unsere  Function  —  —  3x2  _j-  5x  -|-  10 
zu  einem  Maximum  oder  Minimum  machen. 

Benerkim;* 

Man  kann  sich  die  Richtigkeit  unseres  Besnltates  auf  graphischem 
Wege  veranschaalichen.    Unsere  Fnnctlon 
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Fig.  27. 


y  =  ^*— 3x«  +  5x+  10  giebt 

fUr  X 2 

;   y^ 14,  66.. 

„    X 1 

,  y=+  1,   66.. 

»    x=      0 

;  y=+  10 

,,    x=+l 

;  y=+12,  33.. 

„    x=  +  2 

y=-+10,  66.. 

„    x=  +  3; 

y-+  7 

„    x-!'  +  4; 

y=+  3,   33.. 

„   x=  +  5| 

y=+  1,   66.. 

„    x=  +  6i 

y=+4 

„    x=  +  7; 

y=+l2,  33.. 

Wenn  wir  nach  diesen  Angaben  die  Curve  zeichnen,  die  der  Gleichung 

entspricht,  so  finden  wir  in  der  That,  dass  sie  für  x«  1  ein  Maximmn 
und  für  x  =  5  ein  Minimnm  hat,  und  dass  nar  für  diese  beiden  Werthe 
TOn  X  ein  Maximum  oder  Minimum  existirt. 

Der  Anblick  der  Figur  lehrt  femer,  dass  die  Maximal- Werthe  durch- 
aus nicht  die  grössten  Functionswerthe  zu  sein  brauchen,  und  dass  die 
Minimal  -  Werthe  nicht  nothwendig  die  kleinsten  Functionswerthe  sind ; 
sondern  dass  sie  resp.  nur  grösser  oder  kleiner  sind  als  ihre  Nachbarwerthe. 

Aufgabe.    Man  soll  untersuchen,  für  welchen  Werth  von 
X  die  Function      y  =  x^  —  Sx»  +  3x  -f  6 
ein  Maximum  oder  Minimum  giebt. 

Auflösung.     Wir  erhalten  durch  Differentiation   der  ge- 
gebenen Functionen 

1)  ^  =  3x2  _  6?  +  3. 

dx  't 

Um  zu  erkennen,  für  welche  Werthe  von  x  möglicher- 
weise ein  Maximum  oder  Minimum  stattfinden  kann,  bestimmen 

dv 
wir  denjenigen  Werth  von  x,  für  welchen  j^  zu  Null,  oder 

unendlich  gross  wird. 

Wir  sehen  nun  sehr  leicht,  dass  es  keinen  Werth  von  x 

dv 
giebt,  für  welchen  ^  =  oo  wird.   Um  aber  diejenigen  Werthe 

dv 
von  X  zu  ermitteln,  für  welche  3-^  =  0  wird,  setzen  wir  nach 

Gleichung  1) 
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2)  3x2  — 6x  +  3  =  0;  hieraus  folgt 

3)  x2  =  2x+l=0,  i  h. 

4)  x  =  l. 

Nun  ißt  aber  fllr  x==l— a 

dy 

5)  j^  =  3(l-a)2-6.  (l-a)+3=3-6a+3a2-6+6a+3=3a2, 

also  für  jeden  Werth  yon  a  ist 

dy 

6)  -T^  positiy^  wenn  x  =  1  —  a. 

Ißt  aber  x  =  1  +  a,  so  ist 

dy 
V  j^  =  3(H-a)2-6.(l+a)+3=3+6a+3a2-6-6a+3=3a2, 

also  ißt  ebenfalls  für  jeden  Werth  von  a 

dy 
8)  j^  positiv^  wenn  x  =  1  +  a. 

^^^-  28.  Weil  nun  nach  Gleichung  6)  und  8), 

dy 

-j^  sowohl  für  X  =  1  —  a  als  auch  für 

dx 

X  =  1  +  a  positiv  ist,  so  kann  die  Func- 
tion nach  Anmerkung  1  §.  80  für  x  ==c  1 
weder  ein  Maximum  noch  ein  Mini- 
mum geben  (vergl.  Capitel  Xm). 

Unsere   Function    hat   also   über- 
haupt weder  Maximum  noch  Minimum. 

Bemerkuiir* 

Die  Gleichung y  =  x»— 3x«  +  3x  +  6  giebt 
für  X  — — 1,  y  =  — l 
„    X   =   0,  y   =   6 
„    X   -    1,  y   —   7 
„    X    «    2,  y   =   8 
„    X   —   3,  y   =  15. 
ConBtmiren  wir  hiemach  die  Ciirye,  welche 
der  Gleichung 

y  =  x»— 3x«+3x  +  6 
genügt,  80  finden  wir  bestätigt,  dus  unsere 
Function    für   keinen  Werth  von    x  weder  Maximum   noch  Minimum 
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haben  kann.    Wir  sehen  vielmehr,  daaa  die  Cure  für  x  « 1  einen  Wende- 
punkt der  Coneavität  und  Convexitttt  hat 

Aufgabe.    Fttr  welehe  Werthe  Ton  x  giebt  die  Fanddoii 

5 

y  =  m  —  b  V{^  —  c)^  ein  Maximum  oder  Minimum? 

Auflösung.    Nach  einer  leichten  Umformung  erhalten  wir 

1)  y  =  m  — b(x  — c)»", 
hieraus  folgt 


dy_      2, 


,^dy 2 b 


dy 
Es  leuchtet  ein,  dass  ~  für  keinen  endlichen  Werth  von 
'  dx 

X  zu  Null  werden  kann,  dagegen  wird  für  x»=sc 

4)  JZ==«,. 
'  dx 

Der  einzige  Werth  von  x,  für  welchen  unsere  Funetion 
vielleicht  ein  Maximum  oder  Minimum  haben  kann,  ist  dem- 
nach X  s»  c.  Setzen  wir  nun  in  Gleichung  3)  x  »»  c  ^  a, 
so  erhalten  wir 

dy 2  b  2       b 


dx  5  * ^  5  * 

Es  ist  demnach 

dy 
ö)  T^  positiy  fttr  X  =  c  —  a 

dy 
7)  j^  uegatiy  fttr  x  —  c  +  a, 

d.  h.  unsere  Function 


y  = 

m  — 

■b|/(x- 

-c)» 

giebt  ein 

Maximum  für 

X  — 

c,  und 

zwar 

ist 

8)7«. 

=.m. 
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§.  82. 

Ermittelang  der  etiraigen  Maxima  und  Minima  mit 

d^T 
Hfilfe  Ton  5-4  etc. 
dx* 

Wenn  für  beliebig  kleine  Werthe  von  a,  sich  f  (x  +  a) 
nach  Taylors  Lehrsatz  in  eine  conyergente  Reihe  Ter- 
wandeln  lässt,  so  kann  man  auch  nach  einer  andern  Me- 
thode die  Werthe  von  x  ermitteln,  für  welche  fx  ein  Maximum 
oder  Minimum  giebt  Um  diese  Methode  zu  entwickeln,  be- 
achten wir  zunächst 

1)  dass  ein  Maximum  stattfindet,  wenn  f(x4:a)<f(x)  und 

2)  dass  ein  Minimum  stattfindet,  wenn  f(x  +  ^)>*'W- 
Entwickeln  wir  nun  f(x4:a)  nach  dem  Taylorschen  Lehr- 
satze, so  ergiebt  sich 

3)  f(x  +  a)  =  fx  +  afx+ ^f'x+|^f"(x)  +  etc- 

Soll  nun  ein  Maximum  oder  Minimum  stattfinden,  so  muss 
nach  §•  79  f  x  =  0  sein.    Wir  erhalten  dann  aus  Gleichung  3) 

4)  f(x±a)  =  fx+  ^f'(x)  +  ~f-(x)-f  etc. 

Wenn  jetzt  f  (x)  nicht  gleich  Null  ist,  so  ergiebt  sich 
aus  No.  4  §.  55,  dass  a  stets  so  klein  genommen  werden 

kann,  dass  in  der  vorstehenden   Reihe  das  Glied  j-^  f"(x) 

dem  absoluten  Werthe  nach  grosser  ist,  als  die  Summe 
aller  folgenden  Glieder;  mithin  ist 

f(x  +  a)>f(x),  wenn  f"(x)  positiv  ist, 
d.  h,  unser  Werth  von  x  giebt  ein  Minimum^   wenn  f"(x) 
positiv  (nach  Gleich.  2) ;  dagegen  ist  für  ein  hinreichend  kleines  a 

f(x  +  a)<f(x),  wenn  f'(x)  negativ  ist, 
d.  h.  unser  Werth  von  x  giebt  ein  Maximum  ^  wenn  f'(x) 
negativ  ist  (nach  Gleich.  1). 
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Besnltat:  Wenn  f&r  einen  Werth  Yon  x)  f  x=0  ist, 
80  ist  tx  ein  Maximum^  wenn  f"x  negatiy  ist^  dagegen 
ist  fllr  diesen  Wertli  yon  x)  fx  ein  Minimum^  wenn  P'x 
positiT  ist. 

§.  83. 
Fortsetzung, 

Wenn  ausser  f  (x)  auch  f'(x)  =  0  wäre,  so  bliebe  noch 
unentschieden,  ob  für  unsem  Werth  von  x  ein  Maximum  oder 
Minimum  oder  keins  von  beiden  stattfindet. 

In  diesem  Falle  erhalten  wir  aus  Gleichung  4)  §.  82 

1)  f(x  +  a)  =  f(x)  +  |^f-(x)  +  |Jf-(x)  +  ... 

Ist  nun  f''(x)  nicht  gleich  Null,  so  lässt  sich  a  stets  so 

a3 
klein  machen,  dass  das  Glied  ^  f  (x)  dem  absoluten  Werthe 

nach  grösser  ist,  als  die  Summe  aller  folgenden  Glieder  in 
unserer  Reihe. 

Mithin  ist  ftlr  einen  hinreichend  kleinen  Werth  von  a 

d.  h.  unser  Werth  von  x  giebt  weder  Maximnm  noch  Mini- 
mum^ wenn  f''(x)  positiv  ist 

Femer  ist  ftlr  einen  hinreichend  kleinen  Werth  von  a 

f(x  — a)>fxj  ^^^  ^"^'^^  ^^^*^^  ^^^' 
d.  h.  unser  Werth  von  x  giebt  ebenfalls  weder  Maximum  noch 
Minimum^  wenn  f''(x)  negativ  ist 

Wir  sind  also  in  diesem  Paragraphen  zu  folgendem 
Besultate  gelangt:  Wenn  ftlr  irgend  einen  Werth  von  x^  f  x 
nnd  ebenso  f  (x)  zn  Nnll  wird,  während  fttr  denselben 
Werth  f''(x)  nicht  zu  Null  wird,  so  findet  fBr  diesen 
Werth  von  x  weder  Maximum  noch  Minimum  statt. 
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§.  84. 
Fortsetxmig. 

Wftre  aber  auch  f"(x)  gleich  Null,  so  wftre 

Wenn  nun  in  dieser  Reihe  ^''(x)  für  unsem  Werth  Ton  x 
nicht  za  Kall  wird,  so  könnte  man  a  wieder  so  klein  machen, 

dass  in  unserer  Seihe  das  Glied  jrf'''(x)  grösser  ist,  als  die 

Summe  aller  folgenden  Glieder.  FUr  einen  hinreichend  kleinen 
Werth  Yon  a  ist  dann 

f(x4:a)>fx,  wenn  f"'(x)  positiy  ist, 
d.  h.  unser  Werth  von  x  giebt  ein  Minimum^  wenn  P'"(x) 
positiy  ist 

Femer  ist  für  ein  hinreichend  kleines  a 

f(x  +  a)<f(x),  wenn  f""(x)  negatiy  ist, 
i  h.  unser  Werth  von  x  giebt  ein  Maximum  ^  wenn  f'"(x) 
negatiy  ist. 

Das  Resultat  dieses  Paragraphen  ist  demnach  folgendes: 
Wenn  für  irgend  einen  Werth  von  x  die  abgeleiteten  Func- 
tionen f  X,  f  X  und  f"x  der  Reihe  nach  gleich  Null  sind,  so 
macht  der  betreffende  Werth  von  x  die  Function  fx  zu  einem 
Maximum,  wenn  für  diesen  Werth  von  x,  P'"x  negativ  ist 
Dagegen  ist  f (x)  ein  Minimum  für  denselben  Werth  von  x, 
wenn  f""(x)  positiy  ist 

§.  85. 
Fortsetzung. 

Wäre  für  unsern  Werth  von  x,  d.  h.  für  deigenigen 
Werth  von  x,  für  welchen  f  x,  f  x  und  f"x  gleich  Null 
sind,  auch  f"'x»»0,  so  bliebe  es  noch  unentschieden,  ob  ffir 
diesen  Werth  von  x  unsere  Function  f(x)  ein  Maximum  oder 
Minimum,  oder  keins  von  beiden  gäbe.    Wenn  man  indessen 
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in  ganz  analoger  Weise  die  Untersuchung  weiter  fortführte, 
80  würde  sich  Folgendes  ergeben: 

Wenn  für  irgend  einen  Werth  von  x,  f  (x)  =»  0  ist,  und 
die  erste  hierauf  folgende  Abgeleitete^  welche  nicht  yer- 
schwindet,  Yon  gerader  Ordnung  nnd  positiy  ist^  so  giebt 
die  Function  fBr  diesen  Werth  yon  x  ein  Minimum.  Ist 
dagegen  die  erste  auf  f  (x)  folgende  höhere  Abgeleitete, 
welche  nicht  yerschwindet^  yon  gerader  Ordnung  und 
negatiy,  so  hat  die  Function  f(x)  fBr  unsern  Werth 
yon  X  ein  Maximum.  Ist  endlich  die  erste  auf  f  (x) 
folgende  höhere  Abgeleitete,  welche  nicht  yerschwindet, 
yon  ungerader  Ordnung,  so  findet  fBr  unsern  Werth  yon  x 
weder  ein  Maximum  noch  Minimum  statt  (yergl.  §.91  ff.). 

Bemerkungen. 

I.  Ans  den  Paragraphen  82  bis  85  folgt,  dass  vier  wesentlich  ver- 

dy 
sehiedene  Fälle  eintreten  können,  wenn  j^  —  f  x  fUr  irgend  einen  Werth 

von  X  zn  Kall  wird. 

1)  Wenn  für  irgend  einen  Werth  von  x,  welcher  f  x  zn  Nnll  macht 

Fig.  30.  a)  f'x  negatlT  ist,  oder 

b)  f'x  auch  gleich  Null  ist,  und  zu- 
gleich die  erste  höhere  abgeleitete 
Function,  welche  nicht  gleich  Null 
ist,  von  gerader  Ordnung  nnd  dem 
Werthe  nach  negativ  ist, 
I  so  ist  der  entsprechende  Werth  der  Func- 
I  tion  ein  Iftaximnm  (siehe  Fig.  30). 

2)  Wenn  für  irgend  einen  Werth  von  x,  welcher  f  x  gleich  Null  macht, 

a)  f'x  positiT  ist,  oder  Fig.  31. 

b)  auch  f 'x  gleich  Null  ist,  und  zugleich 
die  erste  höhere  abgeleitete  Func- 
tion, welche  nicht  gleich  Null  ist, 
von  gerader  Ordnung  nnd  dem 
Werthe  naeh  posttlT  ist, 

so  ist  der  entsprechende  Werth  der  Func- 
tion ein  Minimum  (siehe  Fig.  3  t). 
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3)  Wenn  für   einen  Werth  von  x,  welcher  f  x  gleich  Null  macht, 

Fig.  32.  f  x«0  ist,  und 

"  a)  f"'x  positiT  ist,  oder 

b)  die  erste  höhere  abgeleitete  Func- 
tion, welche  nicht  gleich  Null  ist, 
von  ungerader  Ordnung  vnd  dem 
Werthe  nach  positiT  ist, 
so  ist  der  entsprechende  Werth  der  Func- 
tion weder  ein  Maximum  noch  ein  Mini- 
mum (siehe  Fig.  32). 

4)  Wenn  für  einen  Werth  von  x,  welcher  f  x  zu  Null  macht,  auch 
f"«0  ist,  oder  Fiff.  33. 

a)  f'"x  negativ  ist,  oder 

b)  die  erste  höhere  abgeleitete  Func- 
tion, welche  nicht  gleich  Null  ist,  von 
ungerader  Ordnung  und  demWerthe 
naeh  negativ  ist, 

so  ist  der  entsprechende  Werth  der  Func- 
tion weder  ein  Maximum  noch  ein  Mini- 
mum (siehe  Fig.  33). 

n.  In  den  Fig.  32  und  33  ist  der  Punkt  M  ein  Wendepunkt.  In 
Fig.  32  steigt  die  Curve  bis  zum  Punkte  M,  und  fängt  unmittelbar  hinter 
ihm  wieder  an  zu  steigen,  im  Punkte  M  selbst  ist  die  Tendenz  zum 
Steigen  gleich  Null,  und  die  Curve  geht  in  ihm  aus  der  ConvexitSt  in 
die  Concavität  über.  In  Fig.  33  dagegen  fallt  die  Curve  bis  unmittelbar 
vor  dem  Punkte  M  und  fallt  auch  unmittelbar  hinter  dem  Punkte  M. 
Im  Punkte  M  selbst  ist  die  Tendenz  zum  Fallen  oder  Steigen  gleich 
Null.  Die  Curve  wendet  sich  in  ihm  aus  der  Concavität  in  die  Con- 
vexität  (vergl.  §.  91  flf.). 

in.  Die  Methode  zur  Ermittelung  der  etwaigen  Maxima  und  Minima 
einer  Function  fx,  welche  in  den  §§.  82—85  entwickelt  wurde,  ist  in 
den  meisten  Fällen  die  bequemere.  Sie  ist  indessen  nar  anwendbar^ 
wenn  fx  gleich  Null  ist.  Dagegen  ist  die  Methode,  welche  §.79  und  80 
vorgetragen  ist,  anter  allen  Umständen  anwendbar. 

§.  86. 
Anwendungen. 
Aufgabe  1.     Für  welche  Werthe  von  x  giebt  die  Function 
^ 3x2  -j-  5x  +  10  Minima  oder  Maxima? 
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Aafldsimg.    Setien  wir 

1)    y  =  J  _  3x>  +  5x  +  10,  80  ist 

2)g_x»-6x  +  5 

dv 
Setz»  wir  nun  j^  ~  0,  so  eigiebt  sich  nach  Gleichung  2 

4)  x«  —  6x  +  5  =  0, 
also  durch  Auflösung  der  Gleichung 


5) 


fx  — 5 
U-1 


dv 
Da  nun   -~  zu  Null  wird,  wenn  wir  x  gleich   1   oder  5 

setzen,  so  kann  fbr  diese  Werthe  von  x  möglicherweise  ein 
Maximum  oder  Minimum  stattfinden. 

Setzen  wir  sie  in  Gleichung  3>  ein,  so  folgt 

*^  däS  ^  +  ^'  ^®™  ^  ~  ^ 

7)  -T-^  —  —  4,  wenn  x  =  1. 

x' 
Unsere  Function  -x-  —  3x'  -}-  8x  -|-  19  P©ht  also 

ftir  X  «=  5  ein  Minimum 
für  X  =  1  ein  Maximum 
(vergL  §.  81). 
Aufjgabe  2.    Für  welche  Werthe  von  x  giebt]die  Function 
y  =  x3  —  3x2  -f  3x  +  6 
ein  Maximum  oder  Minimum? 

Auflösung.    Wir  haben  zunächst 


1) 

dz 

3x2- 

-6i 

+ 

3 

2) 

d«y_ 
dx2"~ 

6x  — 

6. 

Stogemann, 

11 
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dy 
Setzen  wir   nun  3^  =   0  und  lösen  wir  die  hierdurch 
dx 

entstandene  Gleichung 

2)  3x2  —  6x  +  3  =  0 

für  X  auf,  so  finden  wir  x  =»  1. 

Es  kann  also  möglicherweise  fttr  x  =  1,  und  nur  für 

X  =»  1,  ein  Maximum  oder  Minimum  stattfinden.     Setzen  wir 

nun  diesen  Werth  Ton  x  in  Gleichung  2)  ein,  so  ergiebt  sich 

ftr  x=  1 

Wir  differentiiren  nun  weiter  und  finden  aus  Gleichung  2) 

Wir  sehen  also,  dass  fttr  x  =  1,  ~  und  j^  beide  gleich 

d^y 
Null  werden,  w&hrend  ^^  =»  6  ist ;  mithin  kann  nach  §.  85 

ftlr  X  =  1  weder  Maximum  noeli  Minimum  stattfinden«  Un- 
sere Function  y  =  x»  —  3x2  -j-  3x  -j-  6  giebt  also  überhaupt 
weder  Maximum  noch  Minimum  (yergL  §.81  und  Fig.  28). 

§.  87. 
Uebungsaufgaben. 

1)  Für  welchen  Werth  von  x  giebt  die  Function 

y  =  x2  —  2ax  +  b« 
ein  Maximum  oder  Minirnnm, 

Auflosung.    X      =:  a  giebt  ein  Minimum,  und  es  ist 
ymin  =  b*  —  a*. 

2)  Wenn         y=  x*  +  ax  -j-  b»,  so  giebt 

a' 
x  =  —  La  ein  Minimum;  ymin  =  b^  —  -j 

3)  Wenn         y=  x»  —  18x2  +  96x  —  20 

{x=  4  ein  Maximum^  ymax  =»  140 
x=  8  ein  Minimum;    ynun  =  108. 
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4)  Wenn         y  =  A  +  (x  —  c)^  so  giebt    . 

X  «=s  c  ein  Minimam  und  es  ist  ymin  »»  A. 

5)  Wenn  y=  A  +  (x  —  a)*,  so  giebt  die  Function 
weder  Maximum  noch  Minimum. 

6)  y  =  a  +  (^— »r  giöbt  ein  Minimum,  wenn  n  eine 
gerade  Zahl  ist,  aber  weder  Maximum  noch  Minimum, 
wenn  n  eine  ungerade  Zahl  ist 

J'  7)  y  =  x*  (a — x)5  giebt  fttr  x  =  0  ein  Minimum 

2a 
X  =  -^  giebt  ein  Maximum 
o 

X  =  a  giebt  weder  Maximum  noch  Minimum. 
^S)  Wenn  y  =  (x—  1)« .  (x  +  2)^  so  giebt 

X  =  — .  -  ein  Maximum, 

X  »=  i  ein  Minimum, 

X  =  —  2  weder  Maximum  noch  Minimum. 

^9)  y  «—  (-1    giebt  für  x  =-  ein  Maximum. 

10)  y  »s  p       giebt  f&r  x  »»  e  ein  Minimum. 

11)  y  _  ^z  =  x""  giebt  ein  Maximum  für  x  -=  e. 

12)  y  =■  X*  giebt  ein  Minimum  fttr  x  =«  — . 

e 


§.  88. 

Bechniuigsyortlieil^  wenn  f  x  eine  gebrochene 
Function  ist. 

Wenn  eine  Function   von  x,  z.  B.  fx  durch    einmalige 
Differentiation  die  Gleichung 

l)f-x-|  giebt, 

wo  P  und  Q  Functionen  Ton  x  sein  mögen,  so  wird  im  All- 
gemeinen fx  zu  Null,  wenn  P  zu  Null  wird. 

11* 
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Will  man  niin  entscheiden,  ob  ein  Werth  von  x,  welcher 
P  zu  Null  macht  y  ein  Maximum  oder  Minimum  giebt,  so 
kann  dies  mit  Httlfe  von  f'x  geschehen.  Wir  finden  in  die- 
sem Falle 

Wegen  P  =  0  erhalten  wir  im  Allgemeinen 

^^  ^  "^       Q'dx* 
Die  Gleichung  3)  bietet  demnach  einen  Bechnungsrortheil^ 
wenn  man  f"x  bestinmien  will,  indem  man  nach  dieser  Glei- 
chung nur  P  zu  differentiiren  braucht 

§.  89. 
Aufigaben, 
Aufgabe  1.    Fttr  welchen  Werth  von  x  giebt  die  Func- 
tion fx  =  -7—, — r  ein  Maximum  oder  Minimum? 

1  -f-x* 

Auf  losnng.    Wir  finden  durch  Differentiation 

£4j^Vi2x^       J^-x^ 
'^"  {l  +  x»)2  (l+x^)»- 

Demnach  wird  f  x  zu  Null,  wenn  man  setzt 
2)  0  =  1— x«. 
B^  Hieraus  folgt 

ix  =  +l 

'Mx  =  -1. 
Wir  bestimmen  jetzt  f''x  und  finden 

1  2x 

Setzen  wir  hierin  x  =  +  ^)  ^^  wird  f"x  negatiy^ 
setzen  wir  dagegen       x  =  —  1,  so  wird  f 'x  positiy. 

Unsere  Function       ^^      giebt  also  ein  Maximum^  wenn 

l-f-X 
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X  =»  -1- 1,  und  ein  Minimum^  wenn  x^=^  —  1.     Demnach  ist 

^     Anfgabe  2.    Fttr  welokto  Weithe  von  x  giebt  die  ¥W* 

\   tion  fx  =    ~^  T  ^  ein  Maximum  oder  Hinimom? 

2  +  3X  +  X* 

Auflösung,    x  «»  +  ^^  {»ic^bt  ^ii^  Minimum, 

X  =s  — 1^1  giebt  ein  Maximum. 

Anfgabe  8.    tHir  welcke  Werthe  von  x  giebt  die  t^iM- 

x'  +  x 

tion  fx  -«  -7 4  .  ^  ein  Maximum  oder  Minimum? 

X*  — x*-|-l 

Anflosnng.    x  »»  1  giebt  ein  Maximum, 

X  =  —  1  giebt  ein  Minimum. 

Anfgabe  4.    Fttr  welche  Werthe  von  x  giebt  die  Funo- 


x^  — X 
tion  fx  =  -j r-i-T  ei»  Maximum  oder  Minimum? 

X*  — x^-j-l  _ 

l  +  i^5 
2 


Auflösung.   X» 


x==»- 


1/5 


x  =  - 


2 

1  +  1^5- 


x  =  - 


2 


giebt  ein  Maximum. 


giebt  ein  MinimunL 


§.  90. 
Aufgaben. 

Aufgabe  1.  Von  einem  Dreieck  ist  die  Grundlinie  «»  b 
und  die  Höhe »»  h  gegeben.  Man  soll  in  dasselbe,  wie  in 
Figur  34  ein  Rechteck  so  einzeichnen,  dass  sein  Inhalt  ein 
Maximum  sei. 

Auf  losung.  Wir  setzen  die  Höhe  irgend  eines  beliebigen 
Rechtecks  DG=x. 
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AJ:AH»D£:BC 
h— x:h  =  DE:b, 

also  DE  —  b.^^. 

Mithin  ist  der  Inhalt  des 
Rechtecks 

AH  —  h;  BC- 

b 

J.(ta-..). 

Hieraus  folgt 

^'  dx        h' 

(h- 

-2x) 

,,  d^Z  2b 

Setzen  wir  nun  -|— ==0,  so  folgt  aus  Gleichung  2) 

Für  x  =  -  ist  also  -=-=0,  ausserdem  ist  ^-^  negativ, 

also  findet  f&r  x  =  -   ein  Maximum  statt 

Das  grösste  unter  allen  Rechtecken,  die  sich  in  der  an- 
gegebenen Weise  in   unser  Dreieck   einschreiben   lassen ,   ist 

also  dasjenige,  dessen  Höhe  =^  und  dessen  Basis  denmach 

=:  ^  ist.    Sein  Flächeninhalt  wird  ausgedrückt  durch  die  Glei- 

.         „  hb      bh 

chung  Z^.  =-^  =  T* 

Da  nun  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  gleich  —  ist,  so 

ergiebt  sich,  dass  das  grösste  unter  allen  Rechtecken,  die  sich 
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in  ein  Dreieck  einschreiben  lassen,  halb  so  gross  ist,  wie  das 
gegebene  Dreieck,  oder  Zm»x»»|  AABC. 

Bemerknngeii« 

1)  In  vielen  Fällen  erkennt  man  schon  ans  der  Natnr  der  Anfgsbe, 

Fig.  35.  ob  ein  Maximnm  oder  Minimum 

möglich  ist.  In  unser  Dreieck 
(Fig.  35)  z.  B.  lassen  sich  unzählig 
viele  Rechtecke  einschreiben. 
Denken  wir  sie  nun  alle  gezeichnet, 
und  fangen  wir  bei  demjenigen 
an ,  dessen  Höhe  =  h  (der  Höhe 
des  Dreiecks)  ist,  so  finden  wir, 
dass  seine  Basis  =  0,  also  auch 
sein  Flächen-Inhalt »  0  ist.  Wenn 
wir  nun  die  Höhe  des  Bechteckes 
kleiner  werden  lassen,  so  wird  dessen  Basis  grösser.  Wir  gelangen 
auf  diese  Weise  zu  den  Rechtecken  HJKL,  DEFG,  MNOP,  und  endlich  zu 
einem  Rechteck ,  dessen  Basis  »  b ,  dessen  Höhe  »  0,  dessen  Flächen- 
inhalt also  wieder  gleich  Null  ist. 

Hieraus  folgt:  Wenn  wir  nns  alle  Rechtecke,  welche  möglich  sind, 
constrairt  denken,  und  bei  dem  Rechtecke  anfangen,  dessen  Höhe  gleich 
h  ist,  und  die  Höhe  allmählig  abnehmen  lassen,  bis  sie  zuletzt  gleich 
NuU  wird,  so  werden  die  entsprechenden  Rechtecke  zuerst  grösser 
werden,  dann  wieder  abnehmen,  und  endlich  wird  das  letzte  Rechteck 
zu  Null  werden.  Es  muss  also  wenigstens  ein  Rechteck,  dessen  Höhe 
zwischen  h  und  0  liegt,  ein  Haximnm  sein ;  oder  mit  anderen  Worten : 
Wir  erkennen  in  diesem  Falle  aus  der  Natur  der  Sache,  dass  wenigstens 
ein  Maximum  möglich  ist 

Da  sich  nun  herausstellt,  dass 

nur  für  einen  einzigen  Werth  von  x  (x  =  -)  zu  Null  wird,  so  folg^, 

dass  X«»-  ein  Maximum  giebt. 

d*v 

2)  Die  Bestimmung  von  ^-^  oder  der  höheren  Abgeleiteten  ist  oft 

mühsam.  Man  kann  dieselbe  vermeiden,  wenn  man  aus  der  Natur  der 
betreffenden  Function  direet  sehen  kann,  ob  ein  Maximum  oder  Minimum 
stattfindet. 

Aufgabe  2.   Man  soll  die  Zahl  a  in  zwei  Theile  theilen^ 

80  daes  das  Product  derselben  ein  Maximum  ist. 
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Auf  ISsniig.  Der  eine  Tbeil  sei  x,  so  ist  der  andere  Thefl 
=»  a  —  X,  also  das  Prodnct  dieser  Ilieile 

1)    y  =x.(a  —  x)=«ax  — X« 

2)g  =  a-2x. 

dy 
Setzen  wir  nun  -p-»iO,  so  folgt 

3)  a  — 2x  =  0,  also 

3)  x-|. 

Differentiiren  wir  Gleichung  2)  noeh  ein  Mal,  so  finden  wir 

5^  ^ 2 

^^dx^-      ^• 

Hieraus    folgt ,    dass    der  Werth    x=»-   ein  Maximum 

geben  muss. 

Wenn  man  also  die  Zahl  a  in  zwei  gleiche  Theile  theilt, 

a  a      a^ 
so   ist  das  Produot  5r.7r«=-r  das  grosste  unter  allen  Pro- 
2   2       4 

ducten,  die  sich  aus  zwei  Theilen  der  Zahl  a  herstellen  lassen* 

Bemerkung« 

Weil  X  ein  Theil  von  a  sein  soll,  so  liegt  x  zwischen  den  Grenzen 
0  und  a.  Setzen  wir  zunächst  x  =  0,  so  ist  die  Function  y"--x(a~x) 
gleich  Null.  Lassen  wir  nun  x  alle  Werthe  von  0  bis  a  durchlaufen,  so 
wird  die  Function  y  — x  (a— x)  zuerst  grösser  werden ,  und  zuletzt, 
wenn  x  -»  a  wird,  wieder  gleich  Null  werden.  Unsere  Function  muss 
also  für  einen  Werth  von  x,  der  zwischen  0  und  a  liegt,  aus  dem  Wachsen 
iDS  Abnelimen  Übergehen. 

d*y 
Es  lässt  sich  also  in  diesem  Falle  ohne  Hülfe  von  3-^  erkennen, 

dy* 

dy  a 

dass  der  einzige  Werth  von  x,  welcher  ^«Omacht,  d.  Lx^-^-  unsere 

Function  zu  einem  Maximnm  macht. 

Aufgabe  3.    Man  soll  eine  absolute  Zahl,  a  so  in  zwei 

Theile  theilen,  dass  das  Product   aus    der    4^  Potenz    des 

einen  Theiles   und  der  7^*^  Potenz   des  andern  Theiles   ein 
Maximum  wird. 
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InflSmuig.  Wir  theilen  die  Zahl  a  wieder  in  die  Theile 
X  asd  a — x.    Wir  erhalten  dann 

1)  y  «.x^(a  — x)',  hieiaug  folgt 

2)  ^-4x3.(a-x)'-7x4(a-x)«. 

dy 
Nun  sieht  man,  daas  ^  gleieh  Null  wird  für  x  —  a  und 

x==>0;    fbr   diese   beiden  Werthe   Ton    x    kann   aber   kdn 

Maximum  oder  Minimum  stattfinden,  weil  sie  die  ftussersten 

Grauen  der  Werthe  ron  x  sind,  die  hier  in  Betraeht  kommen. 

dy 
Aus  Gleichung  2)  folgt  weiter,  dass  ^  =  0  ist,  wenn 

3)  4(a  — X)  — 7x  =  0 

4)  4a— llx  =  0 

5)x=-\a. 

Für  diesen  Werth  von  a  muss  ein  Maximum  stattfinden, 
wie  sieh  dieses  aus  der  Natur  der  Aufgabe  ergiebt  Das 
Maximum  unserer  Function  y  =  x* .  (a  — x)'  ist  demnach. 

6)y^x=(^ay.(lay 

BemerknngreB« 

1)  Wenn  es  nicht  ohne  Weiteres  klar  sein  soUte,  dass  unsere  Fnnc- 

4 
tion  für  X  =  YY  a  ein  Maximum  giebt,  so  kann  man  sich  durch  Ent- 

d*y 
Wickelung  Ton  -r-^  leicht  davon  llberzeugen. 

2)  Wenn  wir  in  Gleichung  1),  y  «x*  (a— x)',  y  gans  Allgemein 
als  eine  Function  von  x  betrachten,  so  kann  x  jeden  Werth  von  —  od 
bis  +  »  haben;  in  unserer  Aufgabe  dagegen,  wo  wir  x  als  einen  Theil 
der  absoluten  Zahl  a  auffassen,  muss  x  nothwendig  zwischen  0  und  a 
liegen. 

Eine  analoge  Bemerkung  lässt  sich  an  Aufgabe  2)  und  4)  anknüpfen. 

Aufgabe  4.  Man  soll  die  Zahl  a  so  in  zwei  Theile  thei- 
len, dass  das  Product  aus  der  mten  Potenz  des  einen  Theiles 
und  der  nten  Potenz  des  andern  Theiles  ein  Maximum  giebt. 
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Fig.  36.  laflosung.    Wenn  die  bei- 

den .Theile  resp.  x  und  a  —  x 
sind,  80  g^iebt  die  Function 
y  =  X".  (a  —  x)°  ein  Maximum 

für  X  =  — -— . 
m+n 

Aufgabe  5.  Man  soll  das 
kleinste  unter  den  Quadraten  be- 
stimmen, welche  sich  in  ein  ge- 
gebenes Quadrat  ABCD  (Fig.  36) 
einschreiben  lassen. 
Auflösung.  Es  sei  EF6H  eins  der  Quadrate,  welche 
sich  in  das  Quadrat  ABCD  einschreiben  lassen.    Setzen  wir  nun 

1)  AB  =  a 

2)  AF  =  X,  so  ist 

3)  AE  =  a  — X. 

Es  ist  also    EF^  =  x^  +  (a  —  x)*,  oder  wenn  wir  die 
Fläche  des  Quadrats  EF6H  =  Z  setzen,  so  ist 

4)  Z    =  x2  =  (a  —  x)\ 
Wir  finden  hieraus 

5)^  =  2x-2(a-x). 
Setzen  wir  nun  -r-  =  0,  so  folgt  0  =  2x  —  2a  +  2x,  also 

6)  ^    =  |. 

Das  eingeschriebene  Quadrat  (EFGH)  wird  demnach  ein 

a 
Minimum,  wenn  x  =  -  ist.    In  diesem  Falle  ist  nach  Glei- 
chung 6) 

7)  Z^  =  ^  =  i  ABCD. 

Aufgabe  6.    Man  soll  den  grössten  von  allen  Cylindem 
bestimmen,  die  sich  in  einen  geraden  Kegel  einschreiben  lassen. 
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Auflösung.  Die  Höhe  des  geg^ebenen  Kegels  sei  h,  der 
Radios  seiner  Basis  sei  B.  Denken  wir  nun  einen  Gylinder 
in  den  Kegel  einbesohrieben,  und  setzen  wir  die  Höhe  =>  j 
und  den  Badius  seiner  Basis  =s  x,  so  ist 

1)  Z  =  TTx^ .  y,  aus  der  Figur  37  aber  folgt  femer 

2)  h  —  y :  X  =«  h :  B,  also 

3)  h.x  =  B.(h-y) 

4)  X  =  5  (h  -  y). 

Schalten  wir  diesen  Werth  von  x  in  Gleichung  l)ein,  so  folgt 

B2 

5)  Z  =  7r^.(h-y)2y 

6)  Z  =  71  ?^'  [h2y  -  2hy2  +  3y3J. 
Differentiiren  wir  diese  Gleichung,  so  folgt 

Soll  ein  Maximum  stattfinden,  so  muss  -=-  =s=  o  sein ;  wir 
erhalten  demnach  aus  Gleichung  7) 

^^^•^^-  8)  0  =  /r?^^(h2-4hy  +  3y^) 

9)  0  =  h2  — 4hy  +  3y2 

4,  h2 

10)y^_-hy  =  -^ 

4  4  h^ 

13)  y  =  3  hodery  =  h. 

Man  erkennt  nun  leicht  aus 
der  Natur  der  Aufgabe,  dass  für  y  =  h  ein  Maximum  nicht 
möglich  ist ;  dass  aber  für  y  =  ^  h  das  Maximum  stattfinden 
muss.     Ist  aber  y  =  l  h,  so  ist  nach  Gleichung  4) 
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14,x-»|i,-|r 


Dae  Yolttmen  des  grössten  Cylinders,    der  sich   in  den 
Kegel  einschreiben  lässt,  ist  also  nach  Gleichung  5) 

15)Z„.,  =  ^.p(3hJ    .-  =  ^._-h3 


h«  27 


16)  Z«^=i^R2h7r. 


Bemerkung.  Das  Volumen  des  grössten  Cylinders,  der  sich  in  einen 
normalen  Kegel  einBchreiben  läast,  ist  demnach  gleich  «/^  Ton  dem  Vo- 
Inmen  des  Kegels. 

Aufgabe  7.  Man  soll  unter  allen  Cylindem,  welche  sich 
in  einem  normalen  Kegel  (Fig.  37)  beschreiben  lassen,  den- 
jenigen bestimmen,  dessen  Mantelfläche  ein  Maximum  ist. 

Auflösung.    Ist  der  Radius  des  gesuchten  Cylinders  =  x 
und  seine  Höhe  «»  y,  so  ist  seine  Mantelfläche 
1)   Z   =2x7r.y. 

Nun  ist  2)  X    «a.  T-  (h  — y),  also 

3)  Z   =27r?(h-y).y  =  27r?(hy^y2). 

Hieraus  finden  wir 

dZ  R 

4)  ^=  2/r.  ^  (h  — 2y)  =  0,  dies  giebt 

5)  y  =  2-,  also 

6)  X  -5. 

Die  Mantelfläche  ist  also  nach  Gleichung  1) 

Bemerkang. 

Wenn  in  dem  Prodncte  afx  der  Factor  a  eine  positiye  oonstante 
Zahl  ist,  so  giebt  fx  für  denselben  Werth  von  z  ein  Maximum,  für  welchen 
das  Prodnct  af  x  ein  Maximum  giebt.    Bei  der  Bestimmung  des  Werthes 
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T09  X,  für  welchen  af  x  ein  Maximum  wird,  kann  man  alao  a  gans  yer- 
mchlfissig^n. 

Fig.  38.  Hiernach  hStten  wir  also,  um  den 

Werth  von  y  an  bestimmen»  für  wel- 
chen Z  in  Gleichung  3)  zu  einem 
Maximum  wird,  statt  des  Ausdruckes 

R 
2;rY  (^y  — y*)  ^tt>^  doi*  Ausdruck 

(hy— y*)  zu  untersuchen  brauchen. 

Aufgabe  8.  Man  soll  in  einer 
Engel  einen  geraden  Kegel 
construiren,  dessen  Mantelfläche 
ein  Maximum  ist 

Auflösung.  Wenn  DE  =  i  r  ist,  so  istjdie  Mantelfläche 
ein  Maximum* 

Aufgabe  9.  Man  soll  unter  allen  Bechtecken  von  gleichem 
Umfange  (p)  dasjenige  bestimnaen,  welches  den  grössten  In- 
halt hat 

Auflösung.  Das  gesachte  Rechteck  ist  ein  Quadrat,  dessen 

Seite  8  =  j  ist    (Man  setze  p  ==  2  a  und  vergl.  Aufg.  2). 

Aufgabe  10.  In  Figur  39  sei  AB==:I,  AM  =  m,  BN=:n. 
Man  soll  die  Lage  des  Punktes  C  so  auf  der  Linie  AB  be- 
stimmen, dass  ÜB^-j-CN^  ein  Minimum  sei. 

Auflösung.    Wenn  MC>  +  ^^^  eii^  Minimum  sein  soll,  so 


Fig.  39. 


muss  AC  =  ~  sein,  d.  h. 

C   muss    die  Mitte    von 
AB  sein. 

Aufgabe  11.  Man  soll 
in  Figur  39  die  Lage  des 
Punktes  C  auf  der  Linie 
AB  so  bestimmen,  dass  MC 
+  NC  ein  Minimum  ist 
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Auflösung.    MC  -f  NC  ist  ein  Minimum,  wenn  der  Punkt 
C  eine  solche  Lage  hat,  dass 


AC  =  ^?Ll 


m  +  n 


BC  = 


m  +  n 


ist 


Bemerkung. 

Ans  nnflerer  AnflÖBnng  folgt 

AC :  BC  —  m :  n,  also  A  ACM  cp  BCN,  mithin  ist  ^  ACM  —  ^  BCM. 

Unsere  gebrochene  Linie  NCM  bezeichnet  demnach  den  Weg,  den 
ein  Lichtstnüil  nehmen  wttide,  der  von  dem  Punkte  N  ausgehend  auf 
AB  träfe,  uud  von  AB  nach  M  reflectirt  würde.  Dieser  Weg  Ist  dem- 
nach ein  Minimum« 


XI 11.   Capitel. 

Concavität,  Convexität,  Wendepunkte. 

§.  91. 

Erklärung  der  Concayit&t^  Conyexität  und  der 
Wendepunkte. 

Legt  man  durch  einen  Punkt  M  einer  Curve  an  dieselbe 
Fig.  40.  eine  Tangente,  so  ist 

die  Gurre  in  diesem 
Punkte  (M)  concay 
nach  oben,  wenn  die 
Curve  in  der  Nähe 
des  Berührungspunktes 
auf  beiden  Seiten  von 
diesem  Punkte  (M) 
oberhalb  der  Tangente 
liegt  Dagegen  ist  eine 
Curve  (Fig.  41)  in  dem  Punkte  M  convex  nach  oben,   wenn 
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üire  Punkte  B'  und  B''  in  der  Nähe  des  Punktes  M  anterlialb 
P*«f-  ^^-  derjenigen  Tangente  lie- 

gen, die  man  durch  den 
Punkt  M  an  die  Curve 
legen  kann. 

Der  Punkt  M  (Fig. 
42  und  43),  in  welchem 
die  Gurve  aus  Concavität 
in  Conyexität  oder  aus 
Conyexität  in  Concavität 
Hierausfolgt,  wenn  man 
Fig.  42.  Fig.  43. 


in  einem  Wendepunkte  an  die  Gurre  eine  Tangente  legt,  so 
liegen  die  benachbarten  Punkte  der  Curye  auf  der  einen 
Seite  derselben  oberhalb  dieser  Tangente,  auf  der  andern  Seite 
unterhalb  derselben. 

§.  92. 

Kennzelehen  für  die  Concayität  und  Conyexität  einer 
Curye  und  fBr  die  etwaigen  Wendepunkte  derselben. 

Ist  y  =  f(x)  die  Gleichung  einer  Gurve  (Fig.  40),  welche 
in  dem  Punkte  M  nach  oben  hin  concav  ist^  so  ist  nach  §.91 
bei  hinreiehend  kleinem  Werthe  von  a 

Nun  ist 

1)  B^H-^fCx  +  a) 

2)  C"  H"  =  F"  H"  +  C"  F"  =  MP  +  C"  F". 
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Hieraus  folgt 

3)  B''H''«=&+afx+^f'x+p^f"Ji+... 

4)  CH''— fx  +  afx. 

Snbtrahiren  wir  nun  Gleichung  4)  ron  Gleichung  3),  so  er- 
giebt  sich 

5)  B''ff'— C-H''  — ||f'x+|[f'x+... 
In  ähnlicher  Weise  erhalten  wir 

6)  B'H'=fx-afx+|Jf'x-|jf^x+... 

7)  OH'  —  fx  — af  X. 

Hieraus  erhalten  wir  wieder  durch  Subtraetion 

8)  B'H'-OH'  — Ijf-x— |Jf^x4.... 

Fassen  wir  nun  die  Bedingung,  welche  in  I  für  die  Con- 
cayitftt  aufgestellt  ist,  mit  den  Gleichungen  5)  und  8)  xusammen, 
so  folgt,  dass  eine  Curve  ooncar  nach  oben  ist,  wenn  fBr  Un« 
reichend  kleine  Werthe  von  a  die  Reihe 

poslÜT  ist  Ist  nun  die  Reihe  convergent  und  a  hinreichend 
Ueln^  so  ist  dieses  nach  §.  55  No.  4  der  Fall,  wenn  fx 
positiv  ist.  Hiermit  ist  also  nachgewiesen,  dass  unsere  Corre 
im  Punkte  M  coneay  nach  oben  ist^  wenn  fOr  deiyenigen 
Werth  von  x,  welcher  dem  Punkte  M  entspricht,  der 
Werth  von  f  x  positiv  ist. 

Ist  die  Curve  (Fig.  41)  im  Punkte  M  convex  nach  obeD, 
so  ist 

^^    lB'H--(?H'i^"'^***^- 
Nun  ist  wieder 

10)  B"H"  =  fx  +  afx  +  -5if'i  +  |)f"x+... 

X  mJL  Ol 
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11)  C"H"==fx+«f^  «^ 

12)  B"E"  —  G"E"=^{"x  +  ^,t"x-{-.  . 

1  •Jt  Ol 

Ferner  igt 

13)  B'H'  =  fe  — afx+-?^f' X  — Jjf"x  +  ... 

1  .^  Ol 

14)  eH'  =  fx  — afx,  also  folgt  durch  Subtraedon 

15)  B'H'  — CH'=-^fx-|-'f"x  +  ... 

1  •  ^  o! 

Aus  den  Ausdrücken  in  n.,  12  und  15  folgt  also,  dass 
die  Curve  im  Punkte  M  convex  nach  oben  ist,  wenn  fttr 
einen  Unreiehend  kleinen  Werth  von  a  die  Reihe 

fl.2  o3  o4 

negati?  ist  Ist  nun  die  Reihe  conrergent,  so  ist  dieses  der 
Fall,  wenn  f  x  negativ  ist,  d.  h.  unsere  Cnrre  ist  im  Punkte 
M  eonyex  nach  oben^  wenn  Ar  den  Werth  der  Abseisse^ 
welche  dem  Punkte  M  entspricht^  f  x  negativ  wird. 


§.  93. 
Fortsetzung. 

In  dem  vorigen  Paragraphen  haben  wir  den  Fall  aus- 
geschlossen, dass  f  (x)  =  0  ist,  und  ebenso  haben  wir  den  Fall 
nicht  betrachtet,  dass  f'(x)»»oo  ist.^)  Beide  Fälle  können 
im  Allgemeinen  nnr  fUr  ganz  bestimmte  Werthe  von  x 
eintreten.  Ist  nun  für  besondere  Werthe  von  x  der  Werth 
von  f  (x)  gleich  Nnll  oder  anendlich  gross  ^  so  können, 
unter  der  Voraussetzung,  dass  f  (x  —  a)  und  f  (x  +  a)  ^och 
reell  bleiben,  folgende  4  Fälle  stattfinden. 


*)  Vergl.  Bemerkiuig  1)  sn  §.  79. 

Steg^mtna,  DUferentütlrechnung.  12 
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f'(x  — a)  ist  positir      ^. 
)     ,     i  .  ,  XI    >  (Fig.  42  und  23). 

(x  +  a)  ist  negatiT  J  ^    ^  ^ 


f'(x  — a)  ist  negativ     ,^.  ,      ^ 

1../     .     w  .        *^i     [  (Fig.  43  und  25). 
^'  ^^  +  a)  ist  positlT  J  ^ 

IIL    f'(x  +  a)  ist  positiT       (Fig.  44  und  21). 

IV.  f'(x  +  a)  ist  negatiT  (Fig.  45  und  19). 
Findet  der  Fall  1  für  beliebig  kleine  Werthe  von  a  statt, 
so  folgt  ohne  Weiteres  nach  §.  92,  dass  die  Curve,  welche  der 
Gleichung  y  =  f(x)  entspricht,  unmittelbar  vor  dem  Punkte, 
dessen  Abscisse  gleich  x  ist,  concay  ist,  dass  sie  dagegen 
unmittelbar  hinter  diesem  Punkte  convex  ist.  Wenn  dem- 
naeh  fAr  irgend  einen  Werth  Ton  x  bei  hinreichend 
kleinem  Werthe  TOn  a 

^    (f'(x  — a)  positlT        1      .  ,     ^.      ^^       ^  ^^, 

SO  hat  die  Curre  in  dem  Pankte^  dessen  Abscisse  =  x 
ist,  einen  Wendepunkt ,  und  zwar  geht  sie  in  diesem 
Punkte  Ton  der  Concayltät  in  die  Conrexität  über.  Ist 
dagegen  bei  beliebig  kleinem  Werthe  von  a 

ff  (x  — a)  negatiT  !,.,„.  ,      , 

'  '(x  +  a)  positiT  I  («^«»'«  ^•^-  ''  ^^  2^)' 
SO  folgt  aus  §.  92,  dass  die  Gurre  unmittelbar  Tor  dem 
Punkte,  dessen  Abscisse  =  x  ist,  convex  ist,  und  dass  sie 
unmittelbar  hinter  diesem  Punkte  concav  ist.  Wir  haben 
also  auch  in  diesem  Falle  (II)  einen  Wendepunkt ,  und 
Fiff-  44.  zwar  geht  die   CnrTe   in  unserm 

Wendepunkte  aus  der  ConTexitit 
in  die  ConcaTität  über. 

Ist  femer  für  beliebig  kleine 

Werthe  von  a 

HL  f'(x  +  a)  positiT  (Fig.  44  und 
•Fig.  21), 
so  ist  unsere  Curre  (7  =  fx)  sowohl  unmittelbar  vor   diesem 
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Punkte  alB  auch  unmittelbar  nach  demselben  ooncav,   d.    h. 
Fi?-  4^-  unsere  Gurre   hat    in  dem   genannten 

Punkte  keinen  Wendepunkt  der  Con- 
cayität  und  Gonyexität    Ist  endlich  für 
beliebig  Ideine  Werihe  yon  a 
IV.  f(x  +  a)  negatlT   (Fig.   45  und 
Fig.  19), 
so  ergiebt  sich  in  ganz  ähnlicher  Weise, 
dass  unsere  Curve  (y  =  fx)  in  dem  entsprechenden  Punkte, 
dessen  Abscisse  =  x  ist,  keinen  Wendepunkt  hat. 

§.  94. 
Ermittelung  der  etwaigen  Wendepunkte  einer  Cnrre. 

Nach  dem  vorigen  Paragraphen  lassen  sich  nun  leicht 
die  etwaigen  Wendepunkte  einer  Curve  (y  =  fx)  bestimmen. 
Man  ermittele  nämlich  die  Werthe  von  x^  für  welche  f  (x) 
gleich  Null  oder  unendlich  gross  ist,  und  untersuche  für  die 
hierdurch  gefundenen  Werthe  von  x  die  Ausdrücke  f(x  —  a) 
und  f(x  +  a). 

Wenn  nun  fttr  diese  Werthe  von  x  und  beliebig  kleinen 
Werth  von  a 

ff(x— a)  positiv 
*  lf(x4-a)  negativ 
ist,  so  giebt  der  betreffende  Werth  von  x  einen  Wende- 
punkt^ und  zwar  geht  die  Curve  in  ihm  von  der  Conea- 
Titat  in  die  Convexität  Ober  (Fig.  42  und  23). 
Wenn  aber  für  beliebig  kleinen  Werth  von  a 
|f(x  —  a)  negativ 
(x  +  a)  positiv 

ist,  giebt  der  betreffende  Werth  von  x  ebenfalls  einen 
Wendepunkt,  und  zwar  geht  in  ihm  die  Cnrve  aus  der 
Convexität  in  die  Coneavität  über  (Fig.  43  und  25). 

12* 


ff(5 
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Ist  endlich 

m.  f  (x  4=  a)  negatiTy 

IV.  f  (x  +  a)  positlT, 
so  giebt  der  betreffende  Werth  yon  x  keinen  Wende- 
punkt.    Im  Fall  III  ist  die  Gurre  vor  und  hinter  unserm 
Punkte  eoncav  (Fig.  44  und  Fig.  21).  Im  Fall  IV  ist  die  Curye 
vor  und  hinter  unserm  Punkte  convex  (Fig.  45  und  Fig.  19). 

§.  95. 
Aufgaben. 

Aufgabe  1.     Man  soll  die  etwaigen    Wendepunkte  der 
Curve  y  =  b  +  (c  —  x)^  bestimmen. 
Auflösung.    Aus  der  Gleichung 

Fig.  46. 1)      y  =  b  +  (C  — X)8  folgt 

2)  g=-3(c-xp 

3)  g=6(e-x) 

Aus    Gleichung    3)    erkennen 

wir,  dass  es  keinen  endlichen  Werth 

dV 
AP  =  c;  MP  -  b.  von  x  giebt,  für  welchen  ^^^  =  oo 

(J2y 

wird.    Wir  sehen  aber  auch,  dass  j-4  =  0  wird,  wenn  man 

QX^ 

X  =  c  setzt. 

Der  Punkt  M,  dessen  Abscisse  x  =  c  ist,  kann  also  viel- 
leicht  einen  Wendepunkt  geben.  Um  nun  zu  untersuchen, 
ob  für  X  =  c  wirklich  ein  Wendepunkt  existirt,  setzen  wir  in 
Gleichung  3,  x  =  c  +  a  und  finden  dann 

4)  ^,  =  6  |c  -  (c  +  a)J  =  +  6a. 

Aus  Gleichung  4)  folgt  also,  dass  j-^^    positir    ist ,  wenn 

d^y 
X  =  c  —  a  ist,  und  dass  j-^  negativ  ist,  wenn  x  ^  c  +  a  ist 
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Da  dies  fllr  beliebige  Werthe  Ton  a  gilt,  gilt  es  sieher  auch 
ftr  beliebig  kleine  Werthe  ron  a.  unmittelbar  vor  dem 
Punkte  M,  dessen  Abscisse  x  »>  c  ist,  ist  unsere  Gurre  also 
concay,  und  unmittelbar  hinter  diesem  Punkte  ist  sie  conrex, 
d.  h.  der  Punkt  M  ist  ein  Wendepunkt,  und  zwar  geht  die 
Curve  in  ihm  von  der  Concavität  in  Convexität  über. 

Bemerkung. 

Um  die  etwaigen  Wendepunkte  zu  bestimmen,  hätte  man  auch  unter- 

raehen  können,  zwischen  welchen  Grenzen  von  x  unsere  Onrve  concav 

d«y 
oder  convex  ist.    Wir  finden  ans  unserer  Gleichung  3),  ^jri  =  6.(c  — x). 

d«y 
Hieraus  folgt,  dass  -^  positiv  ist,  so  lange  x  kleiner  als  c ;  und  dass 

d»7 

^  negativ  ist,  wenn  x  grosser  als  c  ist;  d.  h.  so  lange  x  kleiner  ist 

als  c,  ist  die  Curve  concav,  wenn  aber  x  grösser  ist  als  c,  so  ist  die 
Curve  convex.  Unsere  Curve  wird  also  in  dem  Punkte  M,  dessen  Abs- 
cisse X  »  c  ist,  aus  der  Concavität  in  die  Convexität  übergehen;  d.  h. 
sie  hat  in  dem  Punkte  M  einen  Wendepunkt. 

Aufgabe  2.    Die  Gleichung 

Fig.  47.  1)    y  =  b  +  (X  — c)*  pebt 

2)  ^  =4  (x-c)3 

Für  X  =  c  ist  wieder  3-^  =  0. 
dx* 

AP  —  c;  MP  =  b.  Wem  also  unsere  Curve  einen 

Wendepunkt  hat,  so  ist  dies  der  Pukt  M,  deeaen  Absoisse 
X  =»  c  ist  Um  dies  nun  zu  untersuchen,  setzen  wir  in  Glei- 
chung 3)  X  e»  c  ^  a,  wir  er  halten  dann 

4)  ^  =  12  (c  +  a  — c)2  =  12(+a)2  =  +  12a«. 

d*y 
Wir  sehen  aus  dieser  Gleichung,  dass  -^    positiv    ist 

sowohl  für  X  =  c  —  a 
als  auch  f  ttr  x  =  c  +  a. 
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UiiBere  Curve  ist  also  sowohl  munittelbar  vor  dem  Punkte 
M,  als  nnmlttelbar  hinter  dem  Punkte  M  eonoar,  demnach 
kann  der  Punkt  M  kein  Wendepunkt  sein,  d.  h.  unsere  Gurre 
hat  überhaupt  keinen  Wendepunkt. 

Bemerkvnir^ii« 

1)  Ans  GleiohuDg  3)  folgt,  dass  ^  für  jeden  Werth  von  x  positiv 

ist,  dass  also  unsere  Cnrre  für  Jeden  Werth  Ton  x  eonea?  sein  ■«!»• 

Hieraus  würde  schon  folgen,  dass  die  Corve  keinen  Wendepunkt  hat, 
weil  Ja  der  Wendepunkt  einer  Curve  derjenige  Pvnkt  ist,  in  welchem 
sie  von  der  Concavität  in  die  Convexität,  oder  aus  der  Convexität  in  die 
Concavität  übergeht. 

2)  Wir  machen  darauf  aufmerksam,  dass  die  Gleichungen  der  Curven 
in  Fig.  46  und  47  sehr  nahe  übereinstimmen,  während  die  Gurren  selbst 
sehr  verschieden  sind. 

Aufgabe  3.  Man  soll  die  etwaigen  Wendepunkte  der 
G  urven  bestimmen,  deren  Gleichungen,  wie  folgt,  gegeben  sind 

I.  y  =  m  —  b  ^'(x  —  e)2  (Fig.  48). 

6 

II.  X  =  m  —  b  |/(x  _  e)3  (Fig.  49). 
Anflösnng.    Die  Gleichung  I  in  anderer  Form  geschrieben 
giebt  1)    y  =  m  —  b  (x  —  c)% 
hieraus  folgt 

oder 

d^y  _   6  b 


4) 


AP^^.  MP      m  dx«        25*     ?, 

AI' ^c;  MF  =»m.  l^x  — c)» 


Aus  dieser  Gleichung   folgt,    dass  für   keinen  endlichen 
d2y 


d^y 
Werth  von  ^7  j^  =  0  werden  kann,  dass  aber  für  x 


00   wird. 


dx« 

Es  wäre  also  noch    weiter    zu    untersuchen,    ob    unsere 
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Cuire  für  X  =  c  einen  Wendepunkt  hat    Man  erkennt  jedoch 

ohne;  Weiteres,  dass  (x  —  c)®  fftr  jeden  Werth  von  x  positiv 

dsy        6            b 
ist ;  und  hieraus  folgt  wieder,  dass  -r^^  =  — .  — ^ f^^ 

V  {x  —  c)^ 
jeden  Werth  von  x  positiv  ist,  dass  also  unsere  Curve  f&r 
jeden  Werth  von  x  concav  ist,  und  deshalb  keinen  Wende- 
punkt haben  kann  (vergl.  die  Bemerkung  1  zu  Aufgabe  2). 

Aus  Gleichung  11  folgt 

1)    y   =  m  —  b  (x  —  c)''» 

«X  d^y         .     6  ,  ,         ,  ,,        6  b 

l^(x-c)' 

d2y 

Aus  Gleichung  3)  folgt  -r-—  =  oo ,  wenn  x  =  c  ist 

In  der  That  giebt  diese  Curve   auch    fttr    x  =  c  einen 
Fi^.  49.  Wendepunkt    Wir  erkennen   dies 

ohne  Weiteres  schon  daraus,  dass 

T-j  negativ  ist,  wenn  x  <  c,  und 

d^v 
dass  ^  positiv  ist,  wenn  x  >  c, 

dass  also  unsere  Curve  vor  dem 
Punkte  M,  dessen  Abscisse  x  =»  c 
convex,  und  hinter  diesem  Punkte  concav  ist 

Bemerknniren. 

1)  Die  Betrachtung  der  Cnrven  (Fig.  48  und  49)  und  ihrer  Glei- 
chungen 

5^ 

L  y  «m-b|^(x— c)« 

5 

IL  y-«m  — bt^(x~c)» 
zeigt,  wie  verschieden  zwei  Cnrven  Bein  können ,  selbst  wenn  ihre  Glei- 
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ehangen  nur  sehr  wenig  von  einander  abweichen  (vergl.  die  Figuren  46 
und  47  und  deren  Gleichungen.) 

2)  Im  Anhange  werden  wir  auf  einem  andern  Wege  zeigen,  dasa 
eine  Gurre  (y  —  fz),  concav  nach  oben  ist,  wenn  f 'z  positiv  iat,  etc. 


XIV.  Capitei. 


Bestimmiing  der  Eigenschaften  von  Cnrven  aus 
ihren  Oleichnngen. 

§.  96. 

Dnreh  die  Olelebang  einer  Cnrre  sind  alle  Eigen- 
schaften derselben  gegeben. 

Wenn  irgend  eine  Gleichung  zwischen  den  Variabeln 
X  und  y  gegeben  ist,  z.  B.  die  Gleichung  y  =  x^  —  9x2  ^ 
23x  -—  15,  so  lassen  sich  für  beliebige  Werthe  von  x  die  zu- 
gehörigen Werthe  von  y  berechnen. 

Unsere  Gleichung  giebt  z.  B. 


fftr 

X    —• 

—  2 

;  y  =  — 

105 

n 

X   = 

—  1 

;  y  —  — 

48 

« 

I  == 

0 

;  y  — — 

15 

n 

X  •= 

1; 

y  — 

0 

»' 

X  = 

2; 

y=- 

3 

» 

X  =» 

3; 

y  = 

0 

»> 

X  = 

4; 

y= 

3 

w 

X  = 

5; 

y  = 

0 

» 

X  = 

6; 

y  = 

15 

» 

X  = 

7; 

etc. 

y  = 

etc. 

48 

Wird  nun  unsere  Gleichung  als  Gleichung  einer  Gurve 
aufgefasst,  so  lässt  sich  hiernach  unsere  Gurre  zeichnen,  wie 
Fig.  50  zeigt. 
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Fig  50.  Durch   die  Glei- 

chung einer  Curve  ist 
also  die  Gurre  selbst 
bestimmt,  und  man  er- 
kennt leicht,  dass  es 
möglich  ist,  ans  der 
Oleiehnng     einer 
Carre     sftmmtUehe 
Eigenschaften    der- 
selben zn  bestimmen. 
Die  Bestimmung 
der  Eigenschaften  einer 
Curre  aus  ihrer  Glei- 
chung nennt  man  die 
a  =  0  giebt  y=-i5;   /  y=»x3-8x*i+a3x-i6  Discussion  dicscr Glci- 

X  =  sj  glebt  7=0;       l »=3 -—  giebt  ein  Maxirnnm  ehuUg  odcr  diC DisCUS- 

=3+ «   giebt  ein  MiBimum  siou  der  Zugehörigen 

a1  sriebi  einen    Wendepunkt.  GurVC. 

§.  97. 
Aufgaben« 

Anfgabe  1.    Man  soll  die  Gurve  discutiren,  welche  der 
Gleichung  y  =  x»  —  9x2  +  23x  —  15  entepricht  (s.  Fig.  50). 

Auflösung.    Zunächst  ist  uns  gegeben 

1)  y  =  x»- 9x2  +  23x  — 15,  hieraus  folgt 

2)  ^  =  3x^—18x4-23 
dx  ' 

3)g  =  6x-18. 

Aus  der  Gleichung  1)  finden  wir  die  Durchschnittspunkte 
unserer  Gurve  mit  den  Goordinatenachsen.    Die  Durchschnitts- 
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punkte  mit  der  AbsciflsenachBe  ergeben  sieh,  wenn  wir  in 
Gleichung  1),  y  »»  0  setzen.    Wir  erhalten  dadurch 

4)  0  =  x3  — 9x2  +  23x— 15. 

Lösen  wir  diese  Gleichung  ftlr  x  auf,  so  finden  wir 

5)  ix  =  3 
lx  =  5. 

Unsere  Cnrre  schneidet  also  die  Absclssenachse  drei 
Mal^  und  zwar  In  Punkten  ^  fttr  welche  x  resp.  gleich  1, 
3  und  5  Ist.  Die  etwaigen  Durchschnittspunkte  unserer  Gurre 
mit  der  Ordinatenachse  ergeben  sich  aus  Gleichung  1),  wenn 
man  in  derselben  x  =  0  setzt 

Wir  finden  in  diesem  Falle 

d.  h.  unsere  Gurre  schneidet  die  Ordinatenachse  ein  Mai^ 
und  zwar  in  einem  Punkte  ^  welcher  um  15  Einheiten 
unter  dem  Anfangspunkte  liegt. 

Die  Neigung  der  Curve  gegen   die  Äbscissenaebse  finden 

dv 
wir  aus  dem  Werthe  ron^.     Nach  Gleichung  2)  ist 

6)^=3(x^-6x  +  ^),  also 

"lf-'(-'-Fl)('-»  +  ^)- 

Die  Factoren  in  den  Klammem  sind 

2 
beide  posltlT^  wenn  x  >  3  +  ]7t=  ^^^ 

2 
beide  negativ^  wenn  x  <  3  —  -r--  . 

V  3 

Hieraus  folgt,  dass 

lf-'(^-'-pV)("-'+7V) 

2  2 

positiv  ist  wenn  x  >  3  +  77=  und  wenn  x  <  3  —  77=^  . 
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Unsere  Curre  steigt  also  fBr  jeden  Werth  Ton  x, 

2  2 

der  kleiner  Ist  als  3  —  -rr=  und  der  grosser  Ist  als  3  +  77= . 

i/3  yz 

dy 
Aus  Gleichung  7)  folgt  nun  weiter,  dass  -^  i^Ogativ  ist 

2 

fttr  diejenigen  Werthe  von  x,  welche  zwischen  3 — tt=  und 

2 
3  +  1^=  liegen,   unsere   Cnrre   fUlt   also   In   deigenigen 
r  3 

2  2 

Punkten,  für  welche  x  zwischen  3— -7=  und  3  +77=  liegt. 

Hieraus  folgt  weiter,  dass  unsere  Gurre  aus  dem  Steigen 

2 
in  das  Fallen  übergeht,  wenn  x=s3  —  -=^  und  dass  sie  aus 

2 
dem  Fallen  ins  Steigen  übergeht,    wemi  x»'3+T7=r;   sie 


2 
glebt  also  ein  Maximnm^  wenn  x  =  3 


n 


2 

nnd  ein  Minlmnm.  wenn  x  =  34-77==^. 

'  1^3 

Aus  Gleichung  3)  ^  =  ^x  — 18  ^^Igt,  dass 

d^y 

T-^  negatiy  ist,  wenn  x  <  3,  und  dass 

d^y 

-~  positiv  ist,  wenn  x  >  3. 

Unsere  Corre  ist  also  eonvex  fBr  alle  Werthe  von  x^ 
welche  zwischen  —  qo  nnd  4~  3  liegen;  dagegen  ist  sie 
concay  für  alle  Werthe  von  x,  welche  zwischen  -f-  3  nnd 
+  00  liegen« 

Die  Cunre  geht  also  in  dem  Punkte,  in  welchem  x  ==  3 
ist,  aus  der  Gonvexität  in  die  Concavität  über;  d.  h.  sie  hat 
für  X  —  3  einen  Wendepunkt« 

ll«merknng«    Der  Anfi&nger  rerfehle  ja  nicht,  die  Resultate  der 
Rechnimg  an  Fig.  50  sich  in  yeianschaalichen. 
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Aoljpibe  2.    Es  ist  eine  Carre  gegeben  dureh  die  Glei- 
ehnng  y  =^  x'  —  Ix*  —  7x  +  9.    Man  soll 

1)  den  Lauf  der  Corre    bestimmen  in  dem  Punkte, 
dessen  Abseisse  x  ^=  3 ; 

2)  den  Pankt    bestimmen ,    in   welehem   die  trigono- 
metrische Tangente  des  Neigungswinkels  =  2  ist; 

3)  die  etwaigen  Wendepunkte  bestimmen. 
Anflosong«    Ans  der  Gleichung 

1)  y  =  x»  — 2x5  — 7x +  9  folgt 

2)  ^  =  3x2  — 4x— 7 
dx 

Setzen  wir  nun  in  Gleichung   1)  x  »^  3 ,  so  finden  wir 

y  —  27  —  18  —  21  +  9  —  —  3. 
Der  Pnnkt  H,  dessen  Abscisse  x  =  3  ist,  hat  also 
eine  Ordinate  y  —  —  3. 

Nach  Gleichung  2)  ist  ftlr  x  =  3 

4)  ^  —  27  —  12  —  7  =  8, 
dx  ' 

d.  h.  unsere  Cnrre  steiget  in  dem  Punkte,  dessen  Abscisse 

=  3  ist,  und  zwar  ist  für  diesen  Punkt  tg  a  =»  8. 

Aus  Gleichung  3)  folgt  endlich,  dass  fttr  x  «»  3 

ist,  d.  h.  die  Cnrre  ist  in  unserm  Punkte  M  eoneaT. 

Auflösung  2.    Um  den  Punkt  zu  bestimmoi,  ftlr  dm  die 

trigonometrische  Tangente  des  Neigungswinkels  «>»  2  ist,  setze 

dy 
man  in  Gleichung  2)  ^  =  tga  =  2,    so  erhält  man  die 

Gleichung 

6)  2  =  3x«  — 4x  — 7 

x._|x-3-0 
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„x_?±M, 

d.  h.  es  giebt  2  Punkte^  In  denen  die  Tangente  des  Nei- 
gungswinkels unserer  Cnrve  gleieli  2  ist^  und  dies  sind 

die  Punkte^  deren  Abscisse  resp.      '  "^      nnd    ~J     ist. 

3  3 

Auflösung  3.     Um  die  etwaigen  Wendepunkte  zu  be- 
stimmen, suche  man  diejenigen  Werthe  von  x  auf,  ftlr  welche 

T-j  entweder  gleich  Null  oder  unendlich  gross  ist.    Nun  ist 

d^y 
nach  Gleichung  3)  -r-^  =  6  x  —  4.    Wir  sehen  hieraus,  dass 

dW 

T~j  für  keinen  endlichen  Werth  von  x  unendlich  gross  wird, 

d*y  2 

wohl  aber,  dass  ^-4  zu  Null  wird  ftlr  x  =  -  .     Der  Punkt 
'  dx*  3 

unserer  Curve^  welcher  diesem  Werthe  von  x  entspricht^ 

d2y  2 

ist  ein  Wendepunkt^  weil   ^  n^ativ  ist,  wenn  x  <  ö 
und  positiv,  wenn  x  >  ^  . 

o 

Bemerkung.  Wir  empfehlen  dem  Anfänger,  die  Curve  zu  con- 
Btmiren,  welche  der  Gleichung  y  =  x'  —  2x«~-  7x  +  9  entspricht,  und  das 
Resultat  unserer  analytischen  Untersuchung  auf  graphischem  Wege  zu 
prOfen. 

Aufgabe  3.    Man  soll  die  Curve  disoutiren,  deren  Glei- 

,  a^x      .  , 

ehung  y  =  ^^^-^^  ist. 

Auflösung.    Aus  unserer  Gleichung 

a^ 

1)    y  =  7 ^  erhalten  wir 

(X  — a)2 
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dy  _  (x  — a)^a^— 2a^x(x— a)  _  (x  — a),a^  — 2a^x 

(X- 
a4-x 


^^  dx  (X  — a)4  (X  — a) 


(X  — a)3 
^,  d2y  ,J(x-a)3  — 3(x-a)^(a  +  x)\ 

=  ^  a^  x-a-^3a-3x  _  2a  +  x 

(x-a)4  *    (x-a)4 

d^y       ^    ^     2a  +  x 

— —  =  2  a2    ■ —  . 

dx2         *  '(x  —  a)* 

Fiff.  51.  Um   nun  die 

etwaigen  Durch- 
schnittspunkte mit 
der  Abscissen- 
achse  zu  finden, 
setzen  wir  in  Glei- 
chung 1)  y  =  0; 
wir  erhalten  dann 
a^x 

Hieraus  folgt 

ix=>  —  a  Minimum. 
x=»,  y=«  (Max.)  X  =  0    und  X  = 

+  00 ,  d.  h.  unsere  Curye  schneidet  die  Abscisseuacbse  im 

Anfangspunkte  des  Coordinatensystems,  ausserdem  schneidet 

sie  dieselbe  auch  in  unendlicher  Entfernung  auf  beiden  Seiten 

der  Abscissenachse,  oder  die  Carre  näbiert  sich  auf  beiden 

Seiten  der  Absclssenaehse  asymptotisch. 

Um  die  etwaigen  Durchschnittspunkte  der  Curve  mit  der 

Ordinatenachse  zu  finden,  setzen  wir  in  Gleichung  1)  x  •=  0. 

Wir  finden  dann  y  =  -- — '-—  =-  —  oder  y  =  0,  i  h.  die 

Carye  schneidet  die  Ordinatenachse  nur  ein  Mal^   und 
zwar  im  Anfangspunkte  des  Coordinatensystems^  wie  wir 

dies  vorhin  schon  gesehen  haben. 
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Nach  Gleichung  2)  ist 
5)^  =  -a« 


dx  (X  — a)3   • 

O       I       V 

Nun  ist  7-— '^.ö  positiv  für  alle  Werthe  von  x,  welche 

(x  —  a)»  *^  ' 

zwischen  —  oo  und  —  a,  und  welche  zwischen  +  a  ^^^  +  «> 

a-^  X 

liegen;  dagegen  ist  der  Bruch  - — ' — r«  Jiößfttlv  för  alle  Werthe 

(X  —  a)' 

von  X,  welche  zwischen  x  =  —  a  und  x  =  -f-a  liegen.    Wegen 

dy 
des  Factors  ( — a^)  ist  also  in  Gleichung  5)  ^    negativ    für 

alle  Werthe  von  x,  welche  zwischen  x  =  —  oo  und  x  =  —  a, 
und  welche  zwischen  x  =  +  *  ^^^  x  =  +  oo   liegen. 

Für  alle  diese  Werthe  von  x  fällt  demnach  die  Cnrve. 

dy 

Y-  ist  aber  positiv  für  alle  Werthe  von  x,  welche  zwi- 

Bohen  —  a  und  -f  ^  liegen ;  für  alle  diese  Werthe  steigt  also 
die  Curve. 

Da  nun  unsere  Curve   für  x  =  —  a    aus   dem  Fallen 
Fiff.  ^\.  ins  Steigen  über- 

geht ;  SO  glebt 
X  =  —  a  ein 
Minimum;  der 
Werth  des  Mi- 
nimums ist  nach 
Gleichung  1) 
_    ai(— a) 

ymln 


(-a-a)2 
a3  a 


Sx  =  — 2a  Wendepunkt  4a2  4 

x=s  —  %  Minimum. 
x=:a;  y«ao  (Max.)  Für    X  =  -[- a 

geht  die  Curve  aus  dem  Steigen  ins  Fallen  über;   wir  haben 
also  ftkr  X  s»  -|-a  einjMaximnm^  der  Werth  des  Maximums  ist 
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d.  L  die  Carve  nähert  sich  nach  oben  einer  Linie  asympto- 
tisch, welche  ||  der  Ordinatenachse  ist,  und  von  derselben  um 
die  Länge  -{-  a  entfernt  ist 

Die  Goncarität  und  Convexität  unserer  Curve  erkennen 
wir  aus  Gleichung  4) 

dx^  i^x  —  a)* 

Dieser  Ausdruck  ist  offenbar  negativ  für  alle  Werthe 
Ton  X,  welche  zwischen  —  qo  und  —  2a  liegen;  ßr  diese 
Werthe  von  x  Ist  unsere  Cnrye  mithin  convex;  dagegen  ist 

T-^  positiv  für  alle  Werthe  von  x,  welche  zwischen  —  2  a 

und  4-  00  liegen.  Die  Curve  ist  also  für  diese  Werthe  von  x 
concav.  Wir  sehen  nun,  dass  die  Curve  in  dem  Punkte, 
dessen  Abscisse  x  =  —  2a  ist,  von  der  Convexit&t  in  die 
Concavität  übergeht ;  dieser  Punkt  ist  also  ein  Wendepunkt. 

Bemerkungen. 

1)  Für  x=  +  a  wird  ;|^  —  «,  trotzdem  giebt  der  Punkt,  welcher 

der  AbsciBBe  x  »^  a  entspricht,  keinen  Wendepunkt. 

2)  Der  Anfänger  thnt  gut,  den  Lauf  der  Curve  für  einen  bestimmten 
V\^erth  von  a  zu  verzeichnen,  etwa  a  =  4  zu  setzen,  dann  würde  unsere 

Gleichung  1)  y  «  Tjn^f 

Aufgabe  4.  Man  soll  die  Curve  discutiren,  deren  Glei- 
chung y  =  e-**  ist. 

Anf  iösung.     Aus  der  Gleichung 

1)  y  =  e-*«  folgt 

2)  3^=  — 2xe-*2 
dx 

3)  ^  =  — 2e-*«+4x2e-*2  =  (4x2— 2)e-*«. 
Aus  diesen  3  Gleichungen  erkennt  man  sehr  leicht 
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1)  dass  die  Gurve  stets  oberhalb  der  Abscissenachse 
ist,  weil  e""^  stets  positiv  ist,  dass  sie  jedoch  sich 
derselben  nach  beiden  Seiten  hin  asymptotisch 
nähert ; 

2)  dass  die  Ordinatenachse  in  der  Höhe  y  =»  1  ge- 
schnitten wird,  und  das»  die  Curve  symmetrisch  zur 
Ordinatenachse  ist; 

3)  dass  die  Curre  steigt  zwischen  den  Grenzen  x  =  -  qo 
und  X  =  0 ,  dass  sie  fällt  zwischen  den  Grenzen 
X  =  0  und  X  =  -[-  °^  5 

4)  dass  also  die  Gurre  fdr  x  =»  0  ein  Maximum  hat; 

5)  dass  die  Gurve  concav  ist 
zwischen    den    Grenzen 

x  =  —  ao     undx  =  — ]/2 
x  =  -f-|/2   undx  =  +  Qo 

6)  dass  die  Gurve  für 
=-1^1  x  =  +l^ 

wondepunkt.  einen  Wendepunkt  hat. 


Aufgabe  4.     Gegeben    ist   eine  Gurve    durch  die  Glei- 

3bx2-.x3      ,- 
lg  y  =  -i '    Ma 

einen  Wendepunkt  hat,  wenn 


31)  x2 x^ 

chuBg  y  = .    Man  soll  beweisen,  dass  die  Gurve 


2b3 
X  =  b,  also  y  =  -^• 

Ausserdem  soll  man  das  Resultat  der  Rechnung  auf 
graphischem  Wege  prüfen,  indem  man  für  a  und  b  beliebige 
Zahlenwerthe,  z.  B.  a  =  2,  b  =  3  setzt,  und  dann  die  Gurve 
construirt  etc. 

Hat  die  Curve  Maxima  und  Minima? 


Stegemann,  Differentialrechnung.  13 
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XV.    Capitel. 

Krümmungskreis  und  Evoluten. 

§.  98. 
Begrriff  des  Krfimmnngskreises. 

Wenn  man  in   irgend   einer  Curve  UW  (Fig.   53)  einen 


Fig.  53. 


beliebigen  Punkt  M  annimmt, 
80  giebt  es  unzählig  viele 
Kreise,  welche  die  Cunre  in 
dem  Punkte  M  berühren. 
Unter  diesen  Kreisen  giebt 
es  indessen  einen  Kreis, 
welcher  die  Cunre  inniger 
berührt  als  alle  übrigen  Kreise. 
Diesen  Kreis  nennt  man  den 
Krammnngskreis  der  Chure 
ftlr  den  Punkt  M. 


§.  99. 
Berfihningen  Ton  hohem  Ordnungen. 

Zur  Bestimmung  des  Krümmungskreises  ist  es  nach  dem 
vorigen  Paragraphen  nothwendig,  ein  Kennzeichen  anzugeben, 
nach  welchem  man  den  Grad  der  Innigkeit,  in  welchem 
sich  zwei  Curven  berühren,  beurtheilen  kann.  Zu  dem 
Ende  wollen  wir  annehmen,  es  seien  (Fig.  54)  zwei  Curven 
gegeben 

i)  VW  durch  die  Gleichung  y  =  f(x) 
2)  RS    durch  die  Gleichung  y  =  5p(x). 


Digitized  byVjOOQlC 


195 

Fig.  54.  Femer  wollen  wir  an- 

nehmen, das8  diese  beiden 
Curven  sich  in  dem  Punkte 
M  berühren.  Setzen  wir 
nun  die  Abscisse  des  Punk- 
tes M  gleich  X)  und  lassen 
wir  X  um  die  beliebig 
kleine  positive  oder  nega- 
tive Grösse  a  zunehmen,  so 
erhalten  wir 

3)  M'F  =  f(x-f  a)  =fx+a  f'x+  j^f"x-f  |J  f -  x  +  . . . 

4)  NF  =y(x  +  a)  =yx+ay'x+:^y"x-f  l^jp^'x  -f  .  . . 

Subtrahiren  wir  Gleichung  4)  von  Gleichung  3),  so  erhal- 
ten wir 

a2 

5)  MF— NP'=fx— yx-f  a(fx-  y'x)+— ^  (f 'x~  y"x)  -f ... 

1  •  ib 

oder 

6)  M'N  =  (fx  —  yx)  +  a  (f  X  —  5P'x)+  ^  (f'x  —  sp"x)  + . . . 

s  1  •  X 

Nun  erkennt  man  aus  der  Figur  ohne  Weiteres,  dass  die 
Berührung  der  beiden  Curven  VW  und  RS  um  so  inniger 
ist,  je  kleiner,  für  denselben  aber  hinreichend  kleinen 
Werth  von  a,  der  Werth  von  M'N  wird.  Aus  §.  55  folgt 
femer,  dass  der  Werth  von  M'N  um  so  kleiner  wird,  je  mehr 
von  den  ersten  aufeinanderfolgenden  Gliedern  rechts  in 
Gleichung  6)  zu  Null  werden.  Wenn  die  beiden  Curven  VW 
und  RS  im  Punkte  M  eine  gemeinschaftliche  Tangente  haben, 
wie  das  vorausgesetzt  wurde,  so  ist 

f  X  =  SP  X 
f  X  =  y'x 
oder  es  sind  die  beiden  ersten  Glieder  auf  der  rechten  Seite 
der  Gleichung  6)  gleich  Null 

13* 
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Sind  nnr  diese  beiden  ersten  Glieder  gleich  Null,  so 
nennt  man  die  Bertthrong  unserer  beiden  Gurren  eine  Be» 
rtthrang  der  ersten  Ordnnng.  Wenn  dagegen  die  drei  ersten 
Glieder  auf  der  rechten  Seite  Ton  Gleichung  6)  zu  Null  wer- 
den, d.  h.  wenn 

fx  =   yx 

f  X  =  y'x 
f 'X  =  sp"x 
so  wird  M'N  noch  kleiner,  als  es  je  für  denselben  hin* 
reiehend  kleinen  Wertli  yon  a  werden  könnte,  wenn  nnr 
die  beiden  ersten  Glieder  zu  Null  würden;  d.  L  die  Berflh- 
rung  ist  Inniger  als  sie  bei  einer  Berührung  der  ersten 
Ordnnng  sein  kann.  Man  nennt  die  Berührung  unserer  bei- 
den Gurren  in  diesem  Falle  eine  Bertthrung  der  zweiten 
Ordnung. 

Wenn  auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung  6)  die  n  -[-  l 
ersten  Glieder  zu  Null  werden,  d.  h.  wenn#fx  =  yx,  und 
ausserdem  die  n  ersten  Abgeleiteten  von  fx  und  ^x  unter  sich 
gleich  sind,  so  nennt  man  die  Berührung  der  beiden  Gurren YW 
und  RS  eine  Berührung  der  nten  Ordnung.  Man  erkennt  leicht,  dass 
die  Berührung  dann  inniger  ist,  als  sie  bei  irgend  einer  Be- 
rührung Ton  niederer  Ordnung  sein  kann,  d.  h.  wenn  zwei  Gurven 
sich  in  irgend  einem  Punkte  (M)  berühren,  so  ist  die  Berfihrnng 
nm  so  inniger^  je  holier  die  Ordnnng  der  Berttlimng  Ist. 

Bemerkunir«  l^on  vorstehenden  Betrachtangen  liegt  die  stillschwei- 
gende Voraossetzang  zu  Grande,  dass  fx  nnd  ^z  nebst  ihren  Abgeleiteten 
fUr  die  betreffenden  Werthe  von  x  continoirlich  bleiben. 

§.  100. 
Hfilfssätze  znr  Bestimmung  des  Krümmnngskrelses. 

Wir  könnten  jetzt  sofort  zur  Ermittelung  des  Erüm- 
mungskreises  übergehen;  indessen  wollen  wir  für  die  weniger 
geübten  Leser  noch  einige  Betrachtungen  über  den  Kreis 
Toranschicken. 
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Fiff.  65.  Aufgabe  1.     Ein  Kreis 

ist  (Fig.  55)  daroh  die  Lage 
seines  Mittelpunktes  und  die 
Grösse  seines  Radius  gege- 
ben. Man  soll  die  Gleichung 
desselben  aufstellen. 

Auflösung.    Der  Mittel- 
punkt unseres  Kreises  sei  be- 
stimmt   durch    seine   Coordi- 
naten  a  und  ß\  sein  Radius 
gleich  r.    Nehmen  wir  nun  an,  dass  M  ein  beliebiger  Punkt 
auf  der    Peripherie    des  Kreises  sei,    und  setzen    wir    seine 
Coordnaten  resp.  gleich  x  und  y,  so  ist  in  dem  rechtwinkligen 
Dreieck  CDM 

CD  =  X  —  «,  MD  =  y  —  /?. 
Hieraus  folgt 

I.  (X  —  a)2  -f  (y  -  /?j2  =  r2 
als  Gleichung  des  Kreises. 

Wenn  man  die  Gleichung  I  für  y  auflöst,  so  erhält  die 
Gleichung  des  Kreises  eine  andere  Form,  nämlich 

n.  y  =  /?  +  l/r2  —  (X  -  a)\ 
Aufgabe  2.    Man  soll  die  Werthe  von  -^  und    ~  er- 
mitteln, welche  den  Coordinaten  x'  und  y^  eines  Punktes  (M) 
auf  der  Peripherie  des  Kreises  entsprechen. 

Auflosung.    Wenn  wir  ausgehen  von  der  Gleichung 

1)  (X  — a)2-j-(y  — /?)2  =  r^ 
SO  erhalten  wir  in  Uebereinstimmung  mit  den  Resultaten  von 
Aufgabe  2  §.  70 

X  —  a 


2)fe= 


3) 


dx 

d^ 
dx»' 


1-ß 
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BemerkuBgr- 

In  der  vorstehenden  Aufgabe  war  der  Kreis  dnroh  Mittelpunkt 
{«,  fi)   nnd  Badins  (r)   nnd    auf  Ihm   der  Pnnkt  M  gregreben.    Nach 

diesen  Angaben  haben  wir  die  Werthe  von  ^  nnd  ^  berechnet,  welche 
den  Ooordinaten  des  Punktes  M  entsprechen.    Nehmen  wir  jetzt  umge- 
kehrt an,  dass  die  Werthe  von  -^  und^j^  und   die   Coordinaten  des 
'  dx         dx* 

Punktes  M  {x',  y*)  gegeben  seien,  so  bleiben  in  den  Gleichungen  t)  bis 
3)  nur  noch  die  Grössen  a,  ß  und  r  unbekannt.  Da  nun  aber  3  Unbe- 
kannte durch  3  Gleichungen  bestimmt  sind,  so  folgt  hieraus,  dass  der 
Kreis  vollkommen  bestimmt  ist,  wenn  die  Lage  des  Punktes  M,  so  wie 

die  Werthe  von  ^  und  ^  gegeben  sind. 

Aufgabe  8.  Es  ist  ein  Punkt  M  gegeben  durch  seine 
Coordinaten 

1)  x'  =  5,  7^  =  7. 

Man  soll  durch  M  einen  Kreis  legen,  welcher  ausserdem 
noch  an  die  Bedingung  gebunden  ist,  dass  ftir  diesen  Pnnkt  M 

^Ux  4 

„s  d»y_      25 

^^W* 64- 

Auflosmig.  Setzen  wir  die  Coordinaten  dee  Mittelpunktes 
von  onserm  Kreise  resp.  gleich  a  und  /?,  und  seinen  Badios 
gleich  r;  bezeichnen  wir  femer  die  laufenden  Coordinaten 
unseres  Elreises  resp.  durch  x  und  y,  so  finden  nach  der  vorigen 
Aufgabe  folgende  Gleichungen  Statt 

4)  (x_a)»4-(y  — /?)i  =  ri 

5xdy I— « 

*)dx-      i^ß 

6)15=  '' 


dl»  (y-/?)» 

Schalten  wir  nun  in  die  Gleichungen  4)  bis  6)  die  Werthe 

dy         d»y 
von  I,  y,  -r^  und  j^j  nach  den  Bedingungen  (1  bis  3)  unserer 

Aufgabe  ein,  so  ergiebt  sich 
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7)  (5  — a)«  +  (7— /»)J=r» 
3_5-« 


64       {1  —  ß)^ 
Jetzt  folgt  aus  Gleiehung  S) 
10)  5-«=|(7-/y). 

Schalten  wir  den  Werth  von  (5  —  a)  nach  Gleichung  10) 
in  Gleichung  7)  ein,  so  folgt 

ll)-^(7-«*+(7-/?)^  =  r» 

12)||(7-/?)2  =rt 

Sehalten  wir  jetzt  den  Werth  von  r*  nach  Gleichung  1) 
in  Gleichung  9)  ein,  so  folgt 

''  64  (7— /?>» 

14)^  =  ^ 

''  64  16(7—/?) 

15)  7— /»-=4 

16)  /?  =  7  — 4  =  3. 

Verbinden  wir  Gleichung  15)  mit  Gleichung  10),  so  folgt 

17)  5  — a  =  |.4=.3. 

4 

18)  «  =  2. 

Schalten  wir  endlich  die  Werthe  von  (5  — «)  und  (7  —  fl) 
nach  den  Gleichungen  17)  und  15)  in  Gleichung  7)  ein,  bo  folgt 

19)  9+16  =  r« 

20)  r  =  5. 

Das  Resultat  unserer  Rechnung  ist  also  nach  den  Glei- 
ehongen  16),  18)  und  20) 
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Ia  =  2 
r  =  5. 
Die  zweiten  Werthe  für  a,  ß  und  ^  nämlich 
«  =  5 
/?  =  7 
^  =  0 
liefern  als  Kreis  einen  Punkt. 

BemerkuDgr* 

Man  sieht  hierans,  dass  in  nnsenn  speciellen  Falle  ein  Kreis  toU- 
kommen  bestimmt  war  durch  einen  Pnnkt  auf  dessen  Peripherie,  und 
durch  die  Werthe  von  p  und  q,  welche  diesem  Punkte  entsprechen  (vergl. 
Bemerkang  zu  Aufgabe  2). 

§.  101. 
Ermittelung  des  Krfimmungskrelses. 

Aufgabe.  Eine  Curve  VW  ist  durch  ihre  Gleichung  y=f(x) 
gegeben.  Man  soll  für  einen  beliebigen  Punkt  M  fx',  y*^  der 
Curve  den  Krümmungskreis  bestimmen. 

Auflösung.  Setzen  wir  die  gesuehten  Mittelpunkts-Coor- 
dinaten  unsers  Krümmungskreises  resp.  gleich  a  und  ß^  den 
gesuchten  Badius  desselben  gleich  ^,  und  bezeichnen  wir  seine 
laufenden  Coordinaten  resp.  durch  x  und  y,  so  ist  die  Glei- 
chung des  Krümmungskreises  nach  §.  100  Aufgabe  1) 

1)  (x-a)2  +  (y-/^-i  =  ?2. 

Da  nun  unser  Kreis  durch  den  Punkt  M  gehen  muss,  so 
muss  in  Gleichung  1)  der  Werth  von  y  gleich  der  Ordinate 
(y')  des  Punktes  M  werden,  wenn  in  dieser  Gleichung  x==sx' 
gesetzt  wird.  Bezeichnen  wir  diesen  Werth  von  y  durch  y', 
so  erhalten  wir 

2)  r=y'- 

Damit  nun  im  Punkte  M  die  Berührung  des  Kreises  mit 
der  Curve  so  innig  werde  wie  möglich,  ist  es  nach  §.  99  noth- 
wendig,  dass  möglichst  viele  der  ersten  aufeinanderfolgenden 
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d  y    d^y 
Dififerentialquotienten  —^  ,  —^  etc. ,  welche  dem  Punkt  M  als 

Punkt  des  Kreises    angehören,  [gleich    den  entsprechenden 

Dififerentialquotienten  -^  ,  -5-^  etc.  werden,  welche  dem  Punkt 

M  als  Pankt  der  Curve  VW  angehören,  weil  dort  in  Glei- 
chung 6)  die  Klammergrössen  gleich  Null  werden,  wenn  sie 
Fiff.  56.  gleich    sind.     Wir    wissen    aber 

nach  §.  100,  dass  ein  Kreis 
Yollkommen  bestimmt  ist, 
wenn  er  durch  einen  gegebenen 
Punkt  geht,  und  ausserdem  die 

Werthe  von  -j^  und  j~ ,  welche 
dx         dx2' 

diesem  Punkte  entsprechen,  ge- 
geben sind.    Bezeichnen  wir  nun 

die  Dififerentialquotienten  ^  und 

T-^  ,  welche  dem  Punkte  M  entsprechen,  durch  p  und  q,  so 

ist  unser  Kreis  durch  folgende  Bedingungen  bestimmt 

3)  y  =  y,  d.  h.  die  Ordinate  des  Punktes  M  der  Curre 
ist  gleich  der  Ordinate  von  M  auf  der  Peripherie  des  Kreises. 

dv 

4)  ^  =  p ,  d.  h,  der  1.  Dififerentialquotient  des  Kreises 

ist  gleich  dem  1.  Dififerentialquotient  der  Curve. 

d^y 

5)  ~  =  q,  d.  h.  der  2.  Dififerentialquotient  des  Kreises 

ist  gleich  dem  2.  Dififerentialquotient  der  Curve. 

Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass  der  einfacheren  Bezeich- 
nung wegen  die  Indices  von  y^,  t/'  und  x'  weggelassen  sind, 
so  dass  in  den  vorstehenden  drei  Gleichnngen  die  Werthe 
von  jy  y,  x^  p  nnd  q  der  Lage  des  Punktes  M  entsprechen 
mflssen« 
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Aus  Gleichung  1),  folgt  ferner 

6)^  = iLzi^ 

'  dx  j—ß 

7,  4!y___£!_ 

''  dx»  (y -/»)»* 

Da  nun  in  Bezug  auf  den  Punkt  M,  y  =-  y  ist,  ao  folgt  fttr 
den  Punkt  M  aus  Gleichung  1) 

8)   (I  _  «)«  +  (y  -  /J)>  =  qK 

Aus  den  Gleichungen  4)  und  6)  folgt  ebenso 

»>  -  T^  -  P- 

Aus  den  Gleiehuogen  5)  und  7)  folgt  femer 

In  diesen  drei  Gleichungen  Bind  die  Werthe  von  x,  y, 
p  und  q  bekannt,  weil  sie  der  Lage  des  gegebenen  Punktes 
M  auf  der  gegebenen  Curye  VW  (y  =  fx)  entsprechen.  Wir 
können  also  aus  ihnen  leicht  die  Werthe  von  a,  ß  und  q  er- 
mitteln. Zunächst  finden  wir  aus  Gleichung  9) 
11)  (x-a)  =  -p(y-A). 

Schalten  wir  diesen  Werth  von  x  —  a  in  Gleichung  8) 
ein,  so  folgt 

12)  p2  (v-ß)^  +  (y-ß)^~Q^ 

13)  (l+P^)(y-A)^  =e^. 

Setzen  wir  diesen  Werth    von  q^  in  Gleichung  10)  ein, 
so  folgt 

,4)  _  (i+P»)(y-/>)'  _ 
'  (y-ß')  ^ 

15)  - 

16)  y- 
11)  ß 


(V- 

1  +  p« 

y-ß 
-  /? 

-=  q 
1+p* 

=  «    4- 

i  +  p* 
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Nach  Yerbindmig  der  Gleichungen  11)  und  16)  erhält  man 
weiter 

18)x-«^pi±^* 
19)  a  =  i_pl+P!. 

q 

Setzen  wir  endlieh  die  Werthe  ron  x  —  a  und  y  —  ß 
nach  den  Gleiehongen  18)  und  16)  in  Gleichung  8)  ein,  bo  folgt 

..,p..(i±P!)V(iije)'_,. 

2i)(p>+i).(iip^y     =^t 


22)  (f 


q 

.__(L±_p!ü_ 


q» 


ftO\  ^  (1  ~r  P  )        /Hi«rUt*iifdMVor«eich6iiToii^k«lneBttck- 

^O)  Q  =  -  .^    slehtgaBoiiiman,  dAMmarftifdiaUbiff« 

4  I    des  X^ümmongthAlbmenen  ankommt. 

Unser  Erflmmungskreis  ist  demnach  bestimmt  durch  die 
Gleichungen  17),  19)  und  23),  nämlich 

q 

BemerknnflreB« 

1)  Wir  machen  wieder  darauf  aufmerksam ,  dass  die  Werthe  von  p 
und  q  in  den  yontehenden  Gleichungen  den  Werthen  von  x'  und  y'  des 
Punktes  M,  für  welchen  der  Krttmmnngskreis  gefunden  werden  soll, 
entsprechen,  und  dass  die  Indices  nur  zum  Zweck  des  bequemeren  Schrei- 
bens weggelassen  sind. 

2)  Der  Krilmmungskreis  geht  im  Allgemeinen  mit  der  entsprechenden 
Cnrve  eine  Berührung  Eweiter  Ordnung  ein. 

3)  Schalten  wir  in  Gleichung  23)  die  Werthe  von  p  und  q  nach 
den  Gleichungen  5)  und  11)  §.  71  ein,  so  folgt 

^*)  ^  "  dx.diy  — dy.d«x 
dx» 


Digitized  byVjOOQlC 


204 


i'^or- 


^  ^         dx.d«v  — dy.d«x 

^  ^         dx.d«y--dy.d«x   ' 
4)  Setzt  nuui  die  Länge  des  Bogens  irgend  einer  Corve  BM  (Fig.  57) 
Flg.  57.  gleich  8,  so  ist  das  Differentiiü  des  Bogens 

demgemiss   ds.     Betrachten   wir  nun   das 
Dreieck  MM'Q,  so  ergiebt  sich 
27)  SSF^  =  Äx*  +  Z^ 
29)  Um  Mff*  «  dx«  +  dy«. 

MM' 


Msn  erkennt  nnn,  dsss  der  Bmch 


MM' 

die  Einheit  zur  Grenze  hat,  wenn  ^j.  sich 
der  Nnll  nähert  Hierans  aber  folgt,  dass  lim  MM'  » lim  M^'=ds  ist; 
mithin  ist  nach  Gleichung  2S) 

ds^  »  dz*  +  dy*. 
Schalten  wir  nach   dieeer  Gleichung  den  Werth  yon  dx*  +  dy<  in 
Gleichung  26)  ein.  so  ergiebt  sich 

^^^  ^  ^  dx.d«y— dy.d*x* 
5)  Wenn  man  voraussetzt,  dass  x  die  unabhängig  veränderliche  Grösse 
sei,  so  fallt  d*x  weg.    Wir  erhalten  dann  aus  den  Gleichungen  26)  und 
29)  für  ^  die  Gleichungen 

(dxt  +  dyV'« 
^')^"       dx.dV 

^^)^"       dx.dV     ■ 

§.  102. 
Aufgaben. 
Aufgabe  1.    Man  soll  den  Erümmungskreis  der  Parabel 
y==  l^axfttr  den  allgemeinen  gegebenen  Punkt  M  (x^y)  bestimmen. 
Auflösung  1.    Wir  haben  durch  Differentiation  der  Glei- 
chung der  Parabel 

1)  y  =  1^ 

3),— ik 
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Sehalten  wir  diese  Werthe  von  y,  p,  q  in  die  Gleiohun- 
gtoi  17),  19)  ond  23)  des  Torigen  Paragraphen  ein,  so  erhal- 
ten wir 

a 


4)  ß  =  Uj.  - 


6)  ?  =.  -i p==^(vergl.  Bemerk,  zu  GL  23)  §.101). 


Formen  wir  diese  Gleichungen    noch  etwas  um,    so  fin- 
den wir 

a  1"  a 

a 

2 


8)  «==3x+] 

Bemerknngr. 

Setzt  man  in  Gleichnng  9)  x  =  0,  so  erhält  man  den  Krümmungs- 
halbmesser  für  den  Scheitelpunkt  der  Parabel,  nämlich 

a 

(vergl.  Bemerkung  zn  §.  103). 

Aufgabe  2.  Man  soll  den  Krtlmmungskreis  der  Ellipse 
a^  y2  -j-  b*  x^  =  a*  b*  für  den  allgemeinen  Punkt  M  (x,  y)  be- 
stimmen. 

Auflösung.    Aus  der  Gleichung 

1)  a«  y2  -j-  b«  x«  =  9fl  b«  folgt 
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3)  q 


a»p*+b*  a«y' 


a*y  a*y 

a»b«x«  +  a«b«y»     _  ^^^^  b»i«  +  a»ya 

a«b<  b«  ab 


a«ys  a«y3  (a*  — x«)''t 

4)  q=-IT:T<>der 


aiyj      '        (a»  — !»)''»■ 

Sehalten  wir  jetzt  die  ftlr  p  und  q  gefundraen  Werthe 

in  die  Gleichungen  17),  19)  u.  23)  ron  §.101  ein,  so  ei^ebt  sieh 

a»— b* 
6)  a  =  --     -    I» 
a* 

^^  ^ bT-y' blii~  l^(*»-^*)» 

}a«^(a'-b»)xy/' 
^  '^  a*b 

Die  Excentricit&t  der  Ellipse  wird  gewöhnlich  durch   e 
bezeichnet,  dann  ist  also  e*  =  a*  —  b>. 

Schaltet  man  diesen  Werth  in  die  Gleichungen  5)  und  7) 
ein,  so  erhält  man 

8)«--^ 

9)/»=-?ly'==-^i^(»'-x')» 

für  X  =  0  wird  ?  =  ^  =  ^  (=  ^„a.) 

a^  b'       b^ 
für  X  =  a  wird  ^  =  -^^  =  7  ^"  *■^^• 

Aufgabe  8.    Man  soll  den  Krttmmungskreis  der  Cycloide 
für  den  allgemeinen  Punkt  M  bestimmen. 
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AnflofliiBg.    Wir  haben  in  §.  76  die  Cycloide  beetimmt 
durch  die  beiden  Gleichungen 

1)  y  =  r  (1  —  cos  t) 

2)  X  =  r  (t  —  sin  t) 

Hieraus  folgt 

3)  dy=  r  sin  t .  dt 

4)  dx=r(l— cost)  dt 

5)p-i-*.-ij 

g       ^  1        >  (siehe  §.  72,  Aufgabe  2). 

4r.  sin^-^i 

Nach  unserer  Formel  fttr  den  Krümmungshalbmesser  in 
§.  101  Gleichung  23)  erhalten  wir  jetzt 

1      x'/a 


7)^: 


(l  +  etg^^)''         (sin^^j 


1 


8)  ^  = 


4r.Bin^  -  4rsin*  -^ 

4r  sin*-^ 


sin^i 

9)  ^:»4r.8in  ^. 

«  Der  Erfimmungshalbmesser  fttr  einen  beliebigen  Punkt 
der  Cycloide  ist  also  doppelt  so  gross  wie  die  Normale  fttr 
denselben  Punkt  (vergL  §.  76,  Gleichung  12). 

Verbinden  wir  die  Gleichungen  17)  und  19)  Ton  §,101  mit 
unsem  Gleichungen  1),  5)  und  6),  so  ergiebt  sich 
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10)/» 

l+ctg»4- 

4  r  am«   * 

/»  = 

/»  = 

2r8m*^  —  4rsm*  -s. 

11)/? 

-=  -2r8iii»|  =-  —  r  (1  —  cos  t) 

=  -) 

12)  « 

1  +p» 

,1+ctg'; 

tt 

4rBiii*  — 

1 

/y 

t          .  ,   t 
cos  ^        sin^  ^ 

T+       mint   1 

U 

flin 

2 

4r8m^  - 

T 

2" 

a  1 

=  rt  —  rsin  t-f-^  rsin-cos  - 

a  : 

=  rt  —  r  sin  t  -|-  2r  sin  t 

13)  « 

=  r  (t  +  sin  t). 

Bemerkung. 

Die  Werthe  von  a  und  p  hätte  man  auch  mit  Hülfe  yon  Gleichung  9) 
direct  aus  der  Figar  58  ableiten  können.  Ist  nämlich  I  der  Mittelpunkt 
des  Kriimmangflkreises  für  den  Punkt  M,  so  ist  MI  -«  2MH,  weil  nach 
Gleichung  9)  der  Krümmungshalbmesser  doppelt  so  gross  ist,  wie  die 
Normale. 

Hieraus  folgt  HI  »  MH,  also 
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12)  A  HLI  «  MHP,  also 

13)  LI     «MP«=y  =  r(l  — coBt). 
Ferner              HL    «  HP  -=  MN  -=  r.sin  t 

14)  AL    =  AH4-HL  =  rt  +  rBint  =  r(t  +  8int). 

Fie.  68.  ^^»  »* 
I  LI--^ 

AL  ^      Ol 
also    nach    den    Glei- 
chungen 13)  nnd  14) 

15)  a-»       r(t  +  Bint) 

16)  iJ  =  — r(l  — coßt). 
Die  hier  gefnndenen 

Werthe   von   a  nnd  ß 
stimmen  genau  mit  den 
Werthen  in  Gleichung  9)  und  11)  (vergl.  §.   105,  Aufgabe  5).| 

§.  103. 
Krfimmnngshalbmesser  für  Polar-Curren. 

Die  Polar-Curren  lassen    sich   bekanntlich  durch  Verän- 
derung    des    Coordinaten-Systems    leicht    auf     rechtwinklige 
Coordinaten    beziehen,    und  dadurch   ist  die  Bestimmung  des 
Erümmungskreises     von     Polar- 
Curven  auf  §.101  zurückgeführt 
Beziehen    wir    z.   B.   die  Polar- 
Curve  WV  (Fig  59)  auf  ein  recht- 
winkliges    Coordinaten  -  System, 
dessen  Abscissenachse  die  Linie 
AX,    und    dessen    Anfangspunkt 
der  Punkt  A  ist,  so  ist 

1)  y  =  r  sin  t 

2)  X  =  r  cos  t 

Wenn  nun  die   Polargleichung  unserer  Curxe  WV  ganz 
allgemein 

3)  r  =  f  (t) 

ist,  so  ergiebt  sich  aus  Gleichung  1)  und  2, 

4)  y  =  f(t)  sin  t 

5)  X  =  f  (t)  cos  t. 

Stegein*nn,  Differentialrechnung.  14 
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Nach  Gapitel  X  können  wir  nun  sehr  leicht  p  und  q 
bestimmen  und  darauf  nach  §.  101  den  Werth  von  a,  ß  und  q 
ermitteht 

Aufgabe  1.  Man  soll  den  Erttmmungshalbmeftser  fttr 
einen  beliebigen  Punkt  der  Exponential- Spirale  r  ==»  e^  be- 
stimmen. 

Auf  losnng.  Beziehen  wir  unsere  Exponential-Spirale  auf 
ein  rechtwinkliges  Coordinaten-System,  dessen  Abscissenachse 
und  Anfangspunkt  resp.  mit^  der  Achse  und  dem  Pol  des  Polar- 
Coordinaten-Systems  zusammenfällt,  so  ist 

1)  y  =  rsint 

2)  X  =  roost,  oder  weil 

3)  r  =  e*j  so  ist 

4)  y  =  e*.sint 

5)  X  =  e*.co8t. 
Hieraus  folgt 

6)  dy  =  (e*.sint  +  e*cost)  dt 

7)  dx  ==  (e*.cost  —  e*sint)  dt 

^ sint  +  cost 

^       dx       cost  —  sint 

Nun  ist  sint-j-cost  =  sinj--|-t  I .  ^^2 

cost  —  sint  =  cos|--]-t  j  .  ^^2,  also 
smf 


cosi 


10)q  =  ^  =  ^  ^  = 


dx      dtdx  ^(n    ^\*    e* (cost  — sint) 

cos'"      i  ♦ I         ^  / 


■6^') 


q= 


co8«(^  +  t)  e'eo8(^  +  t)l/2      e'oo8»r^  +  ty2 
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Nun  ist  Q  =  ^^"*"P^  '  (§.   101).     Schalten  wir  in  diese 

Formel  ftlr  q  die  Werthe  Ton  p  und  q  nach  den  Gleichungen  9) 
und  10)  ein,  so  folgt 

11)  f,  =  \ V4 — n_ 


e*co8' 


fi+0^' 


13)  ?  =  e*^^2  =  ^.^^2T 
Ffir  einen  beliebigen  Pankt  der  Exponential-Spirale 
ist  also  der  Erfimmungshalbmesser  gleich  der  Normale 
und  Tangente  (vergl.  §.  78). 

Aufgabe.     Eine  Parabel  ist  auf  Polar -Coordinaten   be- 
Fiff-  ß^-  zogen.      Man    soll    den   Blrüm- 

mungshalbmesser  derselben  als 
Function  des  Polar- Winkels  aus- 
drücken. 

Auflösung.  Wenn  a  der 
Parameter  der  Parabel  ist,  so  ist 
ihre  Polargleiohung 

^    ^~2(1+C08t)* 

Bezieht  man  nun  die  Parabel 
auf  ein  rechtwinkliges  Coordinaten-System,  dessen  Abscissen- 
achse  mit  der  geometrischen  Achse  zusammenfällt  und  dessen 
Anfangspunkt  der  Brennpunkt  A  ist,  so  ist 

a . cos  t 


2)  x  =  —  r.cost  = 

3)  y  =  r.sint  = 


2(1+ cos  t) 
a.sint 


2(l-(-cost) 


14* 


Digitized  byV^OOQlC 


2n 

Man  findet  nun  durch  Differentation 

.    t 
asin^ 

4)dx= j  dt 

4C08'- 

5)dy ^dt. 

4  coß*- 

Hieraus  folgt 

4aBm  ^.  cos*— 

t 
dp    dt  1        ^^^"'2 

'>*i^dt-di=7TTT— T 


2Bm*x-     asin« 


q  -  -.ctg»^ 


Nach  §.101  Gleichung  23)  ist 
9)  ,  -  ^1±&  . 

Setzen  wir  nun  die  Werthe  von  p  und  q  nach  den  Glei- 
chungen 6)  und  7)  in  Gleichung  9)  ein,  so  ergiebt  sieh 

(l+ctg»ö) 
-.ctg«2 
«"'I       1 


t  t  t 

2 cos'-  sm'^      2co8'^ 

Bemerkung. 

Setzt  man  in  Gleichung  10)  t »  0,  so  erhält  man  den  Krttmmnngs- 
halbmesaer  für  den  Scheitelpunkt  der  Parabel 

^  *—  -r-  (yergl.  Bemerkung  za  §.  102,  Aufgabe  1). 
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§.  104. 
ETOlateiu 

Wenn  man  die  Krümmungskreiße  zu  ßämmtlichen  Punkten 
Fiff-  6'-  (M)   einer  Curve  M'M"M'" 

construirt  denkt,  so  wird 
durch  ihre  Mittelpunkte  (N) 
eine  neue  Curve  N'  N"  N'" 
bestimmt,  welche  offenbar 
7on  der  ursprünglichen 
Curve  M'  M"  M'"  abhängt. 
Man  nennt  diese  neue  Curve 
,N'  N"  N'"  etc.)  die  Evolute 
der  ursprünglichen  Curve. 

DieEvolute irgend  einer 
Curve  ist  demnach  der 
geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  sämmtlicher  Erftm- 
mungkreise  dieser  Cnrve. 

Ist  nun  irgend  eine  Curve  durch  ihre  Gleichung  y  =  f(x) 
gegeben  und  will  man  für  irgend  einen  Punkt  der  Curve,  die 
Coordinaten  des  zugehörenden  Erümmungskreises  bestimmen, 
oder  was  dasselbe  ist,  einen  gewissen  Punkt  der  Evolute, 
und  nennt  man  die  Coordinaten  der  zugehörigen  Evolute  resp. 
a  und  ßj  80  erhalten  wir  nach  §.  101 

L  a  =  X  —  p — —^ 

q 
q 

Wenn  man  hierin  diejenigen  Werthe  von  j,  p  und  q, 
welche  der  Gleichung  y  =  f  (z)  entsprechen,  einsehaltet,  so  wird 
die  Evolute  durch  die  beiden  Gleichungen  (I  und  11)  bestimmt. 
In  manchen  Fällen  ist  es  möglich,  auch  x  zu  eliminircn,  so 
dais  wir  dann  eine  Gleichung  zwischen  a  und  ß  als  Gleiehung 
der  Evolute  aufstellen  können« 


ILß  =  j  + 
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Wäre  7  eine  nnentwlckelte  Function  yon  x,  so  wäre  es  nicht  immer 
möglich,  7  durch  z  auBEudrttoken.  Wir  würden  dann  ans  den  Gld' 
chungen  I)  und  11)  nur  p  und  q  entfernen  können.  In  diesem  Falle 
würde  die  Besiehung  zwischen  a  und  j9  durch  die  Gleichungen  I)  und  IQ 
allelB  nicht  bestimmt  werden,  vielmehr  wäre  es  dann  nothwendig,  die 
unentwickelte  Gleichung  f(z,7)  »  0  mit  den  Gleichungen  I)  und  II)  ni 
verbinden. 

§.  105. 

Aufgaben. 

Aufgabe  1.    Die  Gleichung  einer  Parabel  isty  ==  l/ax. 
Man  soll  die  Gleichung  ihrer  Evolute  aufstellen. 
Auflosung.    Aus  unserer  Gleichung 
1)  y  =  ^'äÄ  folgt 

^  P       dx       2x'/^ 

Schalten  wir  die  Werthe  von  y,  p  und  q  in  die  Glei- 
chungen I)  und  ü)  von  §.  104  ein,  so  folgt 

a 


aV.    ^  +  4x 


2x**         aV« 

""4?i« 

5)  «-3X  +  I 

1+- 

as  o        V    1,    ,  4x        ,.    ,.         4x'/«4-axVs 


4?r, 


7) 


a's  r   a 


Durch  die  Oleiehungen  5)  und  7)  ist  also  die  Eyolnte 
der  Parabel  bestimmt.  Wir  haben  sie  in  Gleich.  8)  wiederholt 
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8)    \  ,  / )  Brolut«  der  Parabel. 

|/»=-4|/^- 

Aus  den  Gleichungen  8)  kann  man  x  eliminiren  und  eine 
Gleichung  zwischen  a  und  ft  herstellen,  man  erhält  dann 

Q    .  a  V    Olelohnng  der  Evolute  einer 

Parabel. 


Die  Evolute  einer  Parabel  ist  nach  dieser  Gleichung  also 
eine  semikubische  Parabel. 

Aufgabe  2.  Man  soll  die  Gleichung  der  Evolute  einer 
Parabel  y*  =  ax  discutiren. 

Auflösung.  Berücksichtigen  wir  das  doppelte  Vorzeichen, 
welches  jede  Quadratwui'zel  hat,  so  erhalten  wir  nach  Glei- 
chung 11)   der  vorigen  Aufgabe  für  die  Evolute  der  Parabel 

^)'^=   +  ^V        6a       • 
Wir    sehen    hieraus   zunächst,    dass    fi    imaginair    wird, 

wenn  «  <  -  ist ;   femer  dass  /J  =  0  ist,  wenn  a  =  - ,  und 

endlich,  dass  ß  zwei  gleiche  aber 
entgegengesetzte  Werthe  hat,  wenn 

cc>  ^.     Die  Evolute   beginnt 

demnach  auf  einem  Punkte  der 
Achse  ^  welcher  um  den  halben 
Parameter  vom  Scheitelpunkte 
entfernt  ist^  und  erstreckt  sich 
von  da  ab  inzweiZweigen^  welche 
gegen  die  geometrische  Achse 

symmetrisch  sind,  in  unendliche  Entfernung   nach   der 

Seite  der  positiven  Abscissen. 
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Da  wir  nun  wissen,  dass  die  Zweige  der  Evolute  einer 
Parabel  gegen  die  geometrische  Achse  derselben  eine  sym- 
metrische Lage  haben,  so  brauchen  wir  die  übrigen  Eigen- 
schaften der  ETolute  nur  für  einen  Zweig  zu  untersuchen. 

Wir  wählen  den  oberen  Zweig.  Für  ihn  ist  nach  Glei- 
chung 1) 

Durch  Differentiation  finden  wir  weiter 

^^d^=37fT-^^(2«-a)-2 


d«2        l^6a(2a  — a)' 
Da    wir   nun  bei    den   Wurzelgrössen    nur   das  Vorzei- 
chen -f-   berücksichtigen,   so  sind  in  unsern  Gleichungen  3) 

und  4)  die  Werthe  von  -^  und  ^-^  stets  positiv,  d.  h.    der 

da  tta2  ^  ' 

obere  Zweig  der  Evolute  unserer  Parabel  steigt  für  je- 
den Werth  von  a,  und  ist  fDr  jeden  Werth  von  a  concav 
nach  oben.  Der  untere  Zweig  der  Evolute  wird  demnach 
stets  fallen^  und  convex  nach  oben  sein. 

Aufgabe  3.    Die  Gleichung  einer  Ellipse  ist 
a2y2  +  b2x2  — a^b«. 

Man  soll  die  Gleichung  der  Evolute  aufstellen  und '  aus 
der  Gleichung  die  Eigenschaften  der  Evolute  entwickeln. 

Aul^abe  4.  Man  soll  die  Evolute  der  Cyeloide  bestimmen. 

Airflösuug.     In    §.  76    haben    wir  gefunden,   dass  die 
Cyeloide  bestimmt  wird  durch  die  beiden  Gleichungen 
-N  (y  =  r  •  U  —  cos  t)) 
^  <x  — r.(t  —  sin  t)j 

Denken  wir  uns  durch   den  Punkt    M  ein  Ej-ümmungs- 
kreis  gelegt,  so  folgt  aus  der  Auflösung  von  Aufgabe  3,  §.  102 
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2)  a  =  r.(t  +  ßmt) 

3)  /?  =  —  r  .  (1  —  coB  t). 

Der  Punkt  M,  für  welchen  wir  die  Lage  des  Eriimmungs- 
mittelpunktes  bestimmt  haben,  war  einzig  und  allein  an  die 
Bedingung  gebunden,  dass  er  ein  Punkt  auf  der  Gycloide  sein 
sollte.  Was  für  den  Punkt  M  erwiesen  ist,  gilt  demnach  für 
jeden  Punkt  der  Gycloide.  Mithin  müssen  die  Gleichungen  2) 
und  3)  für  jeden  Punkt  auf  der  Evolute  der  Gycloide  gelten. 
Die  Evolute  der  Gycloide  ist  demnach  durch  die  Gleichungen 
2)  und  3)  bestimmt. 

Aufgabe  5.  Man  soll  beweisen,  dass  die  Evolute  einer 
Gycloide  wieder  eine  mit  ihr  congruente  Gycloide  ist. 

Fig.  63. 


Anfjosung.  Wir  haben  in  den  Gleichungen  2)  und  3) 
der  vorigen  Aufgabe  gefunden,  dass  die  Evolute  der  Gycloide 
(Fig.  63)  den  Gleichungen 

|a  =  r(t  +  sint) 
^  l/^=  — r(l— cost) 
und  dass  die  Gleichungen  der  Gycloide 

^  |x  =  r(t— sint) 
entspricht    Führen  wir  nun  ein  Goordinaten- System  (U,  V) 
ein,  dessen  Absoissenachse  parallel  der  alten  Absoissenachse 
ist,  und  dessen  Anfangspunkt  A'  eine  solche  Lage  hat,  dass 
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3)  n  =  r7r-\-a 

4)  T  =  2r+/?, 

60  erhalten  wir  ans  den  Gleiefaungen  1) 


,_    .r;r  +  r(t  +  8int)l 
5) 


fu  =  r(w- 


Glfliohnngexi  fttr  die  Brolnte  der 
Gyololde,  bezogen  aaf  dae  Goor- 
dlnaten-Syftem  U,  T. 


»2r--r(l— cost) 
r  +  t  +  eint) 
-|-<^st). 
Setzen  wir  ferner  in  Gleichung  5)  für  7r-|-t  =  w,  also 

7)  t  =  w  —  TT,  so  ist 

8)  sint  =  —  sinw 

9)  co8t  =  — cosw. 

Sehalten  wir  diese  Werthe  von  t,  sint  und  eost  in  die 
Gleichungen  5)  ein,  so  ergiebt  sich 


ju  =  r(w  —  sinw)  \ 
^  I  v  =  r(l  —  cosw)  J 


ETolnte  der  Cyclolde,  bexogen  aof  dae 
Syitem  ü,  V. 


In  den  Gleichungen  9)  und  2)  erhalten  wir  nun  für  gleiche 
Werthe  von  w  und  t  resp.  gleiche  Werthe  von  u  und  x,  sowie 
von  V  und  y.  Da  nun  in  Gleichung  1)  unsere  Cycloide  und 
in  Gleichung  9)  deren  Evolute  ausgedrückt  ist,  so  folgt  hieraus, 
das8  die  Evolute  einer  Cycloide  dieser  Cycloide  congment 
ist  w.  z.  b.  w. 

§.  106. 
Bezielmngen  zwisclien  Evolate  und  Evolvente. 

Ist  y  =  fx  die  Gleichung  der  Curve  M'  M"  M'''  M"",  und 
ist  die  Gleichung  des  Krümmungskreises  für  einen  beliebigen 
Punkt  (MO 

1)  (y-/?)2  +  (x-«)2=^2, 

so  ergeben  sich  durch  DiflFerentiation  die  beiden  Gleichungen 

2)  (y-/^)dy  +  (x  — a)dx  =  0 

3)  dy2  +  (y-/?)d2y  +  dx2  =  0. 

Bei  den  Differentiationen,  aus  welchen  die  Gleichungen 
2)  und  3)  hervorgegangen  sind,  lag  die  Voraussetzung  zum 
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Grunde,    dass   der  Punkt  der  Carve,    für  welchen  wir  in 

^ig'  ^^' Gleichung  1)  die  Gleichung 

des  ErUmmungskreises  auf- 
gestellthabe,  nnnverändert 
bleibe. 

Nehmen  wir  jetzt  an, 

dass  der  Punkt  der  Curve» 

für  welchen  wir  den  Krüm- 

mungskreis  in  Gleichung  1) 

bestimmt  haben,  seine  Lage 

auf  der  Curve  ändert,  so 

werden  nicht  allein  die 

Coordinaten  x  und  y  als 

Coordinaten  des  Krfimmnngskreises  unserer  Cnrye  sich 

ändern^  sondern  es  mnss  der  ganze  Erfimmnngskreis  ein 

anderer  werden,  d.  h.  es  werden  anch  a  und  ß  nnd  q 

Tariabel.     Unter    dieser    Voraussetzung    erhalten    wir    durch 

Differentiation  der  Gleichung  2) 

4)  dy2  +  (y  — /?)d2y  +  dx2  — di^.dy  — dadx  =  0. 
In  Gleichung  3)  fanden  wir 

5)  dy2  +  (y  — ^)d2y  +  dx2  =0. 
Subtrahiren  wir  diese  Gleichung  von  Gleichung  4),  so  er- 

giebt  sich 

6)  — d/?.dy  — da.dx  =  0 

7)  d/?.dy da.dx 

d/J  dx 

^^  d^  =  ~dy  • 

Nun  ist  aber  j^  =  -^  =  p  (§.  101).    Aus  Gleichung  8) 
folgt  demnach 

^  da  p 

Ist  nun  M'  K  die  Tangente  für  irgend  einen  Punkt  (MO 
der  Curve  M'  M''  M'",  und  N'  D  die  Tangente  für  den  ent- 
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fiprechenden  Punkt  (N^)  der  Evolute,  00  ist  nach  den  Bezeich- 
nungen in  Fig.  64 

10)|^  =  tgm 

11)  p  =  tgy. 

Schalten  wir  diese  Werthe  -r^  und  p  in  die  Gleichung  9) 
ein,  80  ergiebt  sich 

12)  Igm -^ 

13)  tgm  — —  elgy. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Linien  W  D  und  M'  B  (hinrei- 
chend verlängert)  einen  rechten  Winkel  mit  einander  bildea 
müssen.  Die  Linie  M'  N'  (als  Krümmungshalbmesser)  steht 
aber  ebenfalls  -^  zu  B  M'.  Hieraus  folgt,  dass  die  Linien 
M'  N'  und  N'  D  beide  auf  der  Linie  M'  B  -L-  stehen.  Sie 
haben  femer  den  Punkt  M'  gemeinschaftlich,  also  müssen  sie 
in  ihren  Bichtungen  zusammenfallen  oder  der  Erümmungshalb« 
messer  M'  N'  ist  zugleich  Tangente  der  Evolute  N'  N''  N"', 
Da  dieses  nun  für  jede  Lage  des  Punktes  M'  gilt,  so  folgt 
hieraus,  dass  die  Krflmmungshalbmesser  Irgend  einer 
Carve  zagleich  Tangenten  fttr  die  zugehörige  Evolute  sind. 

§.  107. 
Fortsetzung. 

Aus  Gleichung  2)  von  §.  106  folgt 

i)(y-/^)-3|  =  -(x-«). 

Da  nan  für  den  Punkt,  in  welchem  der  Erammang:skrei8 
die  Carre  beiührt,  nach  §.101 

y  =-  y 

dx     dx"~P 
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nnd  da  femer  nach  Gleichung  9)  §.  106 

da~      p  ' 
Bo  ergiebt  sieh  aus  Gleichong  1) 

Setzen  wir  ebenfalls  in  Gleichung  1)  §•   106,  y  =  y,  so 
erhalten  wir 

3)  (y-/^)^  +  (x-a)^=?2. 
Hieraus  folgt  nach  Gleichung  2) 


.a)2-|-(x  — a)2=p2 


« 0  •<- 

5)(x-«)..{.+(iD'}    -,.. 

Differentiiren  wir  Gleichung  3)  nach  x,  y,  a,  ß^  q^  so  folgt 

6)  (y-/^)dy  +  (x-a)dx-(j/-/y)d/^-(x-a)da-^dp. 
Differentiiren  wir  dagegen  Gleichung  3)  allein  nach  x 

und  y  (d.  h.  differentiiren  wir  so,  als  ob  nicht  der  Kreis^ 
sondern  nur  x  und  j  als  Coordinaten  des  Kreises  sich  än- 
dern), so  erhalten  wir 

7)  (y  — /^)dy  +  (x  — a)dx  =  0. 

Subtrahiren  wir  Gleichung  7)  von  Gleichung  6),  so  folgt 

8)  — (y— i^)d/y-(x— a)da  =  pdp 

Schalten  wir  in  diese  Gleichung  den  Werth  von  (y — fi) 
nach  Gleichung  2)  ein,  so  folgt 

')-(-)(g)'-(— )-«s 

In  Gleichung  5)  fanden  wir 
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Dividiren  wir  jetzt  diese  Grleichung  in  Gleichung  11), 
80  folgt 

14)  da2  -f  d/^2  =  dp2. 

Nun  Bind  a  und  ft  Coordinaten  der  Evolute;  setzen  wir 
ihren  Bogen  gleich  s,  so  ergiebt  sich  nach  Bemerk.  4  §.  101 

15)  da2  -f.  dfi^  =  ds«,  also 

16)  ds«  =  Aq^j  oder 

17)  ds  =  +  dQ. 

Nehmen  wir  nun  As  und  A^  in  einem  Intervall,  in  wel- 
chem fbr  d^  kein  Zeichenweclisel  stattfindet,  so  ist  nach 
Gleichung  17) 

18)  As  =  +  Aq. 

d.  h.  in  einem  Intervall^  in  welchem  ffir  d^  kein  Zeichen- 
wechsel  stattfindet^  ist  der  absolute  Werth^  um  welchen 
sich  der  Krümmungshalbmesser  einer  Curve  ändert,  gleich 
dem  absoluten  Werthe  der  entsprechenden  Aenderung 
des  zugehörigen  Elvolventen-Bogens. 

§.  108. 
Fortsetzung. 

Denkt  man  jetzt  um  die  Evolute  N'  N''  N'"  (Fig.  65)  einen 
vollkommen  biegsamen,  undehnbaren  Faden  gelegt,  dessen 
freies  Ende  mit  einem  Punkte,  z.  B.  M',  der  ursprünglichen 
Curve  zusammenfällt,  so  wird  nach  §.  107  dies  freie  Ende, 
wenn  man  den  Faden  stets  straff  hält,  und  ihn  dabei  von  der 
Evolute  abwickelt,  wieder  die  ursprüngliche  Curve  M'M"M"'M"" 
beschreiben.  Man  nennt  deshalb  die  Curve  M'  M''  etc.,  die 
Evolvente  von  N'  N"  N'" ,  während  letztere  die  Evolute  der 
ersteren  ist    Man  erkennt  nun  leicht,  dass  irgend  ein  anderer 
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Punkt  auf  dem  abgewickelten  Faden,  z.  B.  Q',  eine  andere  zu 
^^-  ^5-  N'  N"  N'''  gehörige  Evol- 

rente(Q'Q"Q'")  beschreiben 
würde,  wenn  sich  der  ob- 
?enannte  Faden  von  der 
Curve  N'  N"  N'"  abwickelt. 
Es  ergiebt  sich  demnach 
folgender  Satz: 

„Jede  Curve  hat  nur 
eine  einzige  Evolute^ 
während  man  zu  jeder 
als  Evolute  gedachten 
Curve  unzählig  viele 
Evolventen  construirt  denken  kann. 

Bemerkungen. 

t)  AUe  diese  Evolventen  sind  aeqnidistante  Linien. 

2)  Nach  dem  Vorstehenden  ist  die  Cycloide  AMTQ  (Fig.  66)  eine 
Eyclvente  der  beiden  halben  Cycloiden  AS  und  SQ.  Befestigt  man  dem- 
naeh  einen  vollkommen  biegrsamen  und  nndehnbaren  Faden  in  dem 
Pankte  S  und  legt  denselben  um  die  halbe  Cycloide  SIA,  so  wird  das 
Ende  A  die  Cycloide  AMTQ  beschreiben,  wenn  man  den  Faden  immer 
»traflf  hält,  und  ihn  dabei  von  der  halben  Cycloide  AS  ah  wickelt,  und 
wieder  auf  die  halbe  Cycloide  SQ  aufwickelt,  bis  das  Ende  des  Fadens 
in  dem  Punkte  Q  anlangt. 

Fig.  66. 
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Aufgabe.  Man  boU  die  Länge  der  Cyeloide  AMTQ 
(Fig.  66)  ennitteln. 

Auflösung.  Für  den  Punkt  A  der  Cyeloide  AMTQ  ist 
der  Erttmmungshalbmesser  gleich  Null.  Für  den  Scheitel- 
punkt T  ist,  nach  §.  102,  der  Krümmungshalbmesser  q  gleich 

4r8in-.    TO  ist  Durchmesser  des  Erümmungskreises,  folglich 

t 
t  =  180»  und  demnach  sin  -   =    1 ,  woraus    folgt,    dass    q 

gleich  4r  ist 

Femer  lässt  sich  noch  leicht  aus  §.  102  ableiten,  dass 
für  alle  Punkte  der  Cyeloide,  welche  zwischen  den  Punkten  A 
und  T  liegen,  das  Vorzeichen  von  d^  positiv  ist  (dass  es 
sich  also  in  diesem  Intervalle  nicht  ändert).  Denmach  er- 
giebt  sich  mit  Hülfe  von  §.  107,  dass  die  Evolute  AIS  =  TS 
=  4  r  ist. 

Nun  ist  aber  nach  §.  105,  Aufgabe  5  die  Evolute  AIS 
congruent  der  halben  Cyeloide  AMT,  mithin  ist  auch 

AMT  =  4r, 
also  die  ganze  Cyeloide  AMTQ»8r,  d.h.  der  Bogen  einer 
gemeinen  Cyeloide  ist  8  mal  so  lang  wie  der  Radius  des 
erzeugenden  Kreises. 

Bemerkungen« 

1)  Einfacher  hätte  man  die  Aufgabe  in  folgender  Weise  lösen  können: 
Nimmt  man  an,  dass  TS  ein  vollkommen  biegsamer  nndehnbarer  Faden 
sei,  nad  wickelt  man  diesen  Faden  anf  die  Cyeloide  SIA,  so  wird  der 
Pnnkt  T  mit  A  znsammenfallen.  Demnach  ist  TS  =  SIA.  Weil  nnn 
TS  »  4r,  so  ist  SIA  anch  gleich  4r.  Femer  ist  SIA  ==  Vi  ATQ,  also 
ATQ  =  8r. 

2)  In  der  Integral-Beohnang  werden  wir  die  Länge  des  Gycloiden- 
Bogens  anf  einem  anderen  Wege  ermitteln. 

3)  Die  Cyeloide  findet  viele  Anwendungen  in  der  technischen 
Mechanik. 
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Zweiter  Theil. 

Functionen  von  mehreren  unabhängig 
veränderlichen  Grössen. 


XVI.  Capitel. 


§.  109. 

Differentiation  einer  Function  Ton  zwei  unabliängig 
Teränderliclien  Grossen. 

Wenn  eine  Gleichung  zwischen  drei  veränderlichen  Grössen 
X,  y  und  z  gegeben  ist,  so  wird  man  zweien  von  diesen  ver- 
änderlichen Grössen,  z.  B.  x  und  y,  beliebige  Werthe  beilegen 
können.  Hierdurch  ist  der  Werth  der  dritten  veränderlichen 
Grösse  (z)  bestimmt.  In  diesem  Falle  sind  also  x  und  y  die 
unabhängig  veränderlichen  und  z  ist  die  abhängig  veränderliche 
Grösse,  oder  z  ist  eine  Function  von  x  und  y. 

Nehmen  wir  nun  an,  es  sei 
l)z  =  f(x,y), 
so  kann  z  auf  dreifache  Art  seinen  Werth  ändern. 

1)  dadnrcli^  dass  sicli  x  aUein  ändert, 

2)  dadurch^  dass  sicli  y  allein  ändert^ 

3)  dadnrcli^  dass  sich  x  und  y  ändern. 

Die  Zunahme  von  z,  die  daraus  hervorgeht,  dass  sich  x 
aUein  ändert,  heisst  die  partieUe  Zunahme  von  z  in  Bezug 
auf  X.  Man  bezeichnet  sie  durch  das  Symbol  A»  z.  Wenn 
sich  y  allein  ändert,  so  nennt  man  die  entsprechende  Zu- 
nahme von  z  eine  partielle  Zunahme  von  z  in  Bezug  auf  y. 
Man  bezeichnet  sie  durch  das  Symbol  Ay  z. 

Stegemitnii,  Dlffer^ntUlrechnuDg.  1^ 
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Wenn  sich  endlich  alle  unabhängigen  Yariabeln  (x  und  y) 
ändern,  so  nennt  man  die  hieraus  entstehende  Zunahme  von  z 
eine  totale  Zunahme.  Man  bezeichnet  sie  durch  das  Sym- 
bol Az. 

Das  Differential,  welches  sich  ergiebt,  wenn  man  z  nach 
einer  einzigen  unabhängig  Veränderlichen  differentiirt,  wird 
partielles  Differential  genannt;  dagegen  ist  dasjenige  Diffe- 
rential, welches  entsteht,  wenn  man  z  nach  allen  unabhängigen 
Yariabeln  differentiirt,  das  totale  Differential  Ton  z.  Die  par- 
tiellen Differentiale  von  z  bezeichnet  man  durch  ein  rundes  d 
das  totale  dagegen  wird  durch  ein  römisches  d  bezeichnet 
Demnach  bezeichnen  die  Symbole  d^  z  und  dj  z  die  partiellen 
Differentiale  von  z  resp.  nach  x  und  y,  während  das  Symbol 
dz  das  totale  Differential  von  z  bezeichnet 

Die  Differential-Quotienten,    die  entstehen,  wenn  man  z 

dz 

nach  X  oder  y  differentiirt,  bezeichnet  man  resp.  durch  -^ — 

dz 
und  -r-.    Nimmt  man  darauf  Bücksicht,  dass  z  =  f  (x,y)  ist, 

80  kann  man  auch  fx(x,y)  und  f'y(x,  y)  resp.  statt  j-  und  -p 
schreiben. 

Aufgabe  1.  Wie  gross  ist  A^  z,  Ay  z  und  Az,  wenn  ge- 
geben ist 

1)  z    =  y« .  x». 

2)  X   =  4     y  =  8. 

3)Ax=3,Ay=2? 

Auflösung.  Setzen  wir  in  die  Gleichung  z  =  y* .  x^  für  x 
und  y  ihre  Werthe  nach  Gleichung  1),  so  folgt 

4)  z  =  8*.  4»  =  262144. 

Femer  ist  nach  Gleichung  3),  Ax  =  3,  also 

5)  z  +  Ax  z  =  8*  .  (4  +  3)3  =  1404928. 
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Subtrahiren  wir  nun  Gleichung  4)  Ton  Gleiehun^  5),  60 

folgt 

6)  A,z  =  1142784. 

Ans  den  Gleichungen  1),  2)  und  3)  folgt  femer 

7)  z  +  A,  z  =  (8  +  2)*  .  4»  =  640000. 
Subtrahiren  wir  hiervon 

8)  z  =  8<  .  4»  =  262144,  so  folgt 

9)  A,  z  =377856. 

Lassen  wir  endlich  sowohl  x  als  auch  y  sich  resp.  um 
Ax  und  Ay  ändern,  so  folgt 

10)  z  +  Az  =  (8  +  2)«  .  (4 +  3)»  =-3430000. 
Subtrahiren  wir  hiervon 

11)  z  =  8^.4»  =  262144,  so  folgt 

12)  Az  =  3167856. 

dz  dz 

Aufgabe  2.    Wie  gross  ist  j-  und  -=-,  wenn  z  =  y*x3  ist 

Auflosung.    Wir  erhalten  den  Werth  von  ^,  wenn 

wir  £  allein  nach  x  dlfferentliren^  und  den  Werth  Ton 

dz 

x-9  wenn  wir  z  allein  nach  j  differentüren.  Demnach  ist 

2)^-4y3x3. 

Hieraus  ergiebt  sich  femer  noch 

3)  d,  z  =  3y«  x2  dx 

4)  dy  z  =  4y3  x»  dy. 

§.  110. 
Fortsetzung. 

iNehmen  wir  jetzt  an,  es  sei  z  ganz  allgemein^    irgend 
eine  Function  von  x  und  y,  also 

1)  z  =  f(x,y) 

15* 
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und  lassen  wir  in  dieser  Gleichung  x  und  y  resp.  um  die 
Grössen  Ax  und  Ay  waehsen,  so  erhalten  wir 

2)  z  +  Az  =  f(x  -}-  Ax,  y  +  Ay). 
Subtrabiren  wir  Gleichung  l)^Ton  Gleichung  2),  so  folgt 

3)  Az  =  f(x  +  Ax,  y  +  Ay)  —  f(x,  y). 
Addiren  wir  hierzu  die  Gleichung 

4)  0  =  -  f(x,y  +  Ay)  +  f(x,  y  +  Ay),  so  folgt 
5)  Az  —  f(x+Z!^,y+Ay)-f(x,y+Ay)+f(x,y+Ay)-f(x,  y),  also 

6)  ^^.f('  +  Ax,y+Ay)-f(x,y  +  Ay)^^^ 

I    f(x,y  +  Ay)-f(x,y) 
"T  Ay  '    ^' 

Hieraus  folgt 

^^l^f(x  +  Ax,y  +  Ay)-f(x.y  +  Ay)^^^ 

Zix 
^l^f(^>y  +  Ay)-f(x,y)^^ 

Nun  erkennt  man  leicht  (§.  6),  dass 

Verbinden  wir  diese  beiden  Gleichungen  8)  und  9)  mit 
Gleichung  7),  bo  folgt 

11)  dz  =  f.(x,y)dx  +  fV(x,y)  dy 

12)  dz  =  ÖxZ  +  Öy  z 

13)  df(x,y)  =  rfx  f(x,y)  +  d,  f(x,y). 

Will  man  die  Formeln  10^  bis  12,  in  Worten  aos- 
drftcken,  so  kann  man  sagen:  ,,Wenn  z  eine  Function 
TOn  X  und  j  ist,  so  ist  das  totale  Differential  Ton  z 
gleich  der  Summe  der  beiden  partiellen  Differentiale, 
welche  man  erhUt,  wenn  man  z  nach  x  und  j  dif- 
ferentürt« 
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§.  111. 
Aufgaben. 

Man  soll  die  Werthe  xon  g-.g-  und  dz  ermitteln,  wenn 
gegeben  ist 

1)  z  =  y>  X» 

2)  z  =  y*  sin  x 

3)  z   =y3  +  4x»y  +  y» 

4)  z  ==  e'.arosinx-l-i»  ly. 
Auflösung  1.    Aus  der  Gleichung: 

1)  z  =  y»  X»  folgt 

2)^  =  3y^x^ 

3)g  =  2yx.. 

Hieraus  folgt 

4)  dz  =  3  y2  x2  dx  +  2  y  x»  dy. 
Anflosnng  2.    Aus  der  Gleichung 

1)  z  =  y2  sin  X  folgt 

dz 

2)  5^  =  y2 .  cos  X 

3)  5^  =  2  y  .  sin  X 

4)  dz  =  y2 .  cos  X  dx  +  2ysinxdy, 
Anflösnng  3.    Aus  der  Gleichung 

1)   z    =y3-|_4x2y +  y2  folgt 

dz 

2)5j  =  8xy 

3)3^-3y'  +  ^^'  +  2y 

4)  dz  =  8xy  dx  -|-  Sy«  dy  -|-  4x2  dy  «|-  2y  dy. 
Auflösung  4.    Aus  der  Gleichung 

1)  z  =  e^ .  arc  sin  x  -|-  x* .  ly  folgt 
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^>  E- 


-|-2x.ly 


3)  3-=.e'.aroBmxH — 
dy  ^y 


4)  dz  = --= 


e' 


dx  -(-  2xly  dx  +  e»  arcsin  xdy  -\ — dy. 


§.  112. 

DiJEferentiation  der  Foiietioii«ii  mit  mehr  als  zwei  nn- 
abhängigen  Yariabeln. 

Wenn  eine  Function  mit  mehr  als  zwei  anabhängigen 
Yariabeln  vorliegt,  so  erfolgt  die  Differentiation  in  ähnlicher 
Weise,  wie  wir  es  in  dem  Vorstehenden  fttr  zwei  unabhängig 
Veränderliche  auseinandergesetzt  haben.    Es  sei  z.  B. 

1)  z  =  f(u,x,y),  so  ist 

2)  z  +  Az  =  f(u+Au,x  +  Ax,y  +  Ay). 

Subtrahiren  wir  Gleichung  1)  von  Gleichung  2),  so  folgt 

3)  Az  =  f  (u  +  Au,  x+ Ax,  y-f  Ay)  —  f  (u, x,y). 

Addirt  man  hierzu 

—  f(u,x  +  Ax,y  +  Ay)  +  f(u,x  +  Ax,y  +  Ay) 
I  -f(u,x,y  +  Ay)+f(u,x,y+Ay), 

so  folgt 

f(u+Au,  x+ Ax,  y+  Ay)  —  f(u,x+Ax,y+Ay) 
'  +  f(u,x  +  Ax,y  +  Ay)  — f(u,x,y  +  Ay) 
[  +  f(u,x,y  +  Ay)-f(u,x,y) 


4)    0  = 


5)  Az 


6)  Az 


f(u+Au,x+Ax,y+Ay)— f(u,x+Ax,y+Ay) 

Au 

f(n,x  +  Ax,y  +  Ay)  — f(u,x,y  +  Ay) 


Au 


Ax 


.Ai 


f(u,x,y  +  Ay)  — f(u,x,y) 
Ay 


-.Ay 
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7)  dz= 


/      f(m-An,x+Ax,y+Ay)-f(u^+Äx,y+Ay)\ 

\  Au  /■ 

+  (lim    fi«i^  +  Ax,y  +  Ay)-f(u,x,y  +  Ay)  \  ^ 

+  (Hm fi^^y-\-^y^-{(^,^,7) J.dy 


Aufgabe.    Es  ist  gegeben  z  =  sinu  .  x^y-j-e^  .  lu,  wie 
gross  ist 

dz  dz  dz       j   j  o 

di'di'^""**^' 

Auflösung.    Durch  partielle  Differentiation  ergiebt  sich 
l)^  =  C08u,x^y+^ 

dz 

2)  ^  =  2sina.x.y 

dz 

3)  T-  =  sinu.x^  +  eMu. 

Aus  den  Gleichungen  1),  2)  und  3)  folgt  weiter 

4)  dz  =  (cosu.x2y-| jdu 

+  2sinu.xydx  +  (sinu.x2  +  ey  lu)dy. 

§.  113. 

Wiederholte  Differentiation  einer  Function  von  mehreren  | 

unabhängigen  Yariabeln. 

Wenn  z  =  f(x^  y)  ist,  so   sind  die  Differential-Quotienten 

dz  dz 

j-  und  -j-  im  Allgemeinen   wieder  Functionen  von  x  und  y. 

Man  wird  demnach  jeden  dieser  beiden  Differential-Quotienten 

wieder    sowohl   nach    x    als    auch    nach    j    differentüren  | 

können.  I 

i 
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Wenn  wir  diese  Differentiationen  ausführen,  so  erhalten 
wir  die  4  Differential-Quotienten  (abgeleiteten  Functionen) 


1) 


2) 


dz 


dx 
.dz 


d.  i.  diejenige  abgeleitete  Fanclion  von  z,  welche  wir  er- 
halten, wenn  wir  z  zwei  Mal  nach  x  differentiiren. 


d.  i.  diejenige  abgeleitete  Function  von  z,  welche  wir  er- 
halten, wenn  wir  erst  nach  x  differentiiren,  und  den  erhal- 
tenen Differential-Quotienten  darauf  nach  j  differentiiren. 


3) 


^dzjd.  i.  diejenige  abgeleitete  Funktion  von  z,  welche  wir  er- 
dy /halten,  wenn  wir  z  erst  nach  j  differentiiren,  und  den  er- 
^  j  haltenen  Differential-Quotienten  darauf  nach  x  differentiiren. 

.dz] 

^T-fd.  i.  diejenige  abgeleitete  Function  von  z,  welche  wir  er- 

4)  — ^(halten,  wenn  wir  z  zwei  Mal  nach  y  differentiiren. 

^     dy) 

Der  kftrzeren  Schreibweise  wegen  schreibt   man   ge- 
wöhnlich 

statt  -^ 
dx 

statt  -^- 

dy 

.dz 

statt  ^ 
dx 

'0 

^^  statt  -j^. 
d2y  dy 

Bemerkiiog« 

Man  erkennt  aus  No.  6  und  7,  dass  die  Ausdrücke  -^ — j— und-j — ^r- 

'  dx .  dy        dy .  dx 

d<z 
in  formeller  Beiiehung  von  einander  verschieden  sind;  indem   ,     , 

diejenige  Function  von  x  und  y  darstellt,  welche  dadurch  entsteht,  dass 

d*z 
I  erst  naeh  x  und  dann  naeh  y  differentiirt  wird,  während  -^ — ^r- 

'  '  dy.ox 


5) 

d^z 

dx» 

6) 

dJz 

di.dy 

7) 

diz 

dy.dx 

fi^ 

diz 
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diejenige  Function  von  x  and  y  darstellt,  welche  entsteht,  wenn  i  erst 
BMh  j  nnd  dann  nach  x  differenttirt  wird«    Dem  Werthe  nach  ist 

jedoch  -= — ^  «=  -i — -=-,  wie  dies  in  dem  folgenden  Paragraphen  be- 
wiesen werden  soll.  ? 

§.  114. 
Forteetznng. 

Aufgabe  1.     Man    soll  die  Werthe  von  t-j-,    ,     ,    , 

Ä — S~'  Ä~i  6™"**®"'»  wenn  gegeben  wt 

1)  z  =  y»x»— xy  +  xy*. 
Anflösniig.    Aus  Gleichung  1)  eigiebt  sich  durch  Diffe- 
rentiation 

dz 

dx 


2)  -j— =  2y»x-y  +  y» 


3)-^  =  3yix»-x  +  5xy« 

'^  -4yi--"^y^*+2^^y'- 

Aufgabe  2.     Man  soll  die  Werthe  von  -t-j-,  -^ — t— , 

g — y-  und  T—j  ermitteln,  wenn  gegeben  ist 

1)  z  ^  sinx.ly-t-eJ^.lx. 
Anflosimg.    Durch  Differentiation  finden  wir 

2)2j  =  co8x.ly  +  - 

3)J-5  =  ?!£5  +  e,.lx. 

dy         y    ^    ' 


Digitized  by  VjOOQlC 


234 

Hieraus  ergiebt  sich  weiter 

A^  **2  .       ,        e' 

4)_=_8mx.ly-- 

•         d^    C08X       e^ 

dx.dy         y~'^Y 

d^z    coBX       e' 

dy.dx         y~~^Y 
_^   d^z  sinx  .,     „  , 

Bemerknng«    Man  sieht,  dass  in  den  vorstehenden  speciellen  Fällen 
ist. 


dx  .  dy      dy .  dx 

§.  115. 
Fortsetzung. 

Lehrsatz.  Wenn  z=f(x,y),  so  ist  stets  ^ — 3-=  ^ — j-. 
^  '  ^'  dx.dy     dy.dx 

Beweis«    Aus  den  ersten  Begrififen  der  Differentialrech- 
nung (§.  6)  folgt 

'  dx  Ax 

Hieraus  folgt  weiter 

^dz  f  (x+Ax,y+Ay)~f  (x,y+Ay)     f  (x  +  Ax,  y)^f  (x,y) 

^,    dx       ,.  Ax  Ax 

2)  —^  =  hm 

oy  Ay 

Ferner  ist 

''dy  Ay 

^^z  f  (x+Ax,y+Ay)-f  (x+Ax,y)     f  (x,  y+ Ay)-f  (x,  y) 

4)4^  =lim ^ -^ 

ax  Ax 

Aus  der  Gleichung  4)  folgt  durch  eine  einfache  Umformung 

^_^  f  (x+Ax,y+Ay)~f  (x,y+Ay)     f  (x+ Ax,  y)-f  (x,  y) 


Ay 
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Jetzt  stimmen  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  2)  und  5) 
vollkommen  ttberein,  demnach  erhalten  wir 
.  dz        dz 

.    d^z  ^  ö^z 
^dx^dy     dy.dx  ' 

In  dem  Vorstehenden  ist  also  bewiesen,  dass  es  auf  den 
Werth  der  entstehenden  abgeleiteten  Function  keinen  EinfluBS 
hat,  ob  man  z  erst  nach  x  nnd  dann  nach  y  differentlirt, 
oder  oh  man  erst  nach  y  nnd  dann  nach  x  differentlirt. 

In  ganz  analoger  Weise  lässt  sich  nachweisen,  dass  bei 
der  Entwiekelung  der  höheren  Diflferentialquotienten  die  Reihen- 
folge der  Differentiation  auf  das  Besultat  keinen  Einfluss  hat, 
und  dass  besonders 


dx°.  dy"      dy"*.  dx" 


ist 


§.  116. 
Fortsetzung. 

Will  man  jetzt  noch  die  höheren  totalen  Differentiale  yon 
z  =s  f  (x,  y)  entwickeln,  so  ergiebt  sich  nach  §.  110,  Glei- 
chung 10) 
,.   ,  dz  ,     ,    dz  , 

l)d2-jjdl  +  jjdj-. 

d^z  d^z 

Weil  nun  ^ — j-  =  ^ — jp  ,  so  folgt  aus  Gleichung  2) 

3,d..-Sd..  +  .j|^d.d,  +  ^^d,.. 

In  ähnlicher  Weise  folgt  weiter 
4,  d.._^dx.+3  j^^dx.dy+33|^.dxd,>+^|  . 
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Setzt  man  die  Differentiation  weiter  fort,  so  erkennt  man, 
dass  man  symbolisch  schreiben  kann  d^^z^^J-j— dx  +  ^-dyi  , 
wobei  man  sich  vorbehält,  nach  der  Ent Wickelung  der  Potenz 
(^ix+j^äyj  überall  d^z,  d^z,  d'^z  resp.  statt  dz«  dz»,  dz° 


dz,     ,   dz 

zu  schreiben. 


§.  117. 
Berührende  Ebene  an  einer  beliebigen  krummen  Fläche. 

Aufgabe.    Die  Gleichung   einer  krummen  Fläche  (Figur 

67)  sei 

z  =  f  (X,  y). 

Man  soll  durch  den  Punkt  M   dieser   krummen  Fläche 
Fig.  67.  eine  berührende  Ebene  an 

dieselbe  legen. 

Auflösung.  DieCoor- 
dinaten  des  Punktes  M 
wollen  wir  kurzweg  resp. 
durch  X,  y  und  z  bezeich- 
nen. Lassen  wir  nun  x 
um  Ax  wachsen,  so  gelan- 
gen wir  von  dem  Punkte  M 
zu  einem  neuen  Punkte  M' 
unserer  krummen  Fläche, 
dessen  Coordlnatenresp. 
x  +  Ax,  y,  z  + AxZ  Sind.  Lassen  wir  dagegen  y  allein 
wachsen,  so  gelangen  wir  von  dem  Punkte  M  zu  einem  dritten 
Punkte  M"  auf  der  krummen  Fläche,  dessen  Coordinaten 
resp.  X,  y  +  ^y?  z  +  A,z  sind.  Durch  die  drei  Punkte 
M,  M'  und  M''  ist  eine  Ebene  bestimmt  Nennen  wir  die 
laufenden  Coordinaten  dieser  Ebene  resp.  u,  v,  w,  so  lässt  sich 
die  Gleichung  dieser  Ebene  auf  die  Form 
1)  w  =  Au  -|-  Bv  +  C  bringen. 
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Da  nun  unsere  Ebene  durcli  die  Punkte  M,  M'  und  M'' 
gehen  soll,  so  bleibt  die  Gleichung  1)  bestehen,  wenn  wir  in 
derselben  u,  y  und  w  resp.  gleich  den  Coordinaten  der  Punkte 
M,  M'  und  M''  setzen.  Wir  erhalten  dadurch  aus  Gleichung  1) 
folgende  3  Gleichungen 

2)  z  =        Ax        +        By        +C 

3)  z  +  A,z  =  A(x  +  Ax)+        By        +C 

4)  z  +  AyZ  =  Ax  +B(y  +  Ay)  +  C. 

Subtrahiren  wir  Gleichung  2)  you  den  Gleichungen  3),  4) 
und  1),  so  folgt 

5)  AxZ  =  A.  Ax,  also  — r^  =  A 
^  '  Ax 

6)  AyZ  =  B. Ay,  also  ^  =  B 

'  Ay 

7)  w  — z  =  A(u  — x)  +  B(v  — y). 

Schalten  wir  nun  die  Werthe  von  A  und  B  nach  den 
Gleichungen  5)  und  6)  in  Gleichung  7)  ein,  so  folgt 

8)  w-z  =  ^(u-x)+^(y-y). 

Diese  Gleichung  ist  die  Gleichung  der  Ebene,  welche 
durch  die  Punkte  M,  M',  M''  geht  Es  ist  zu  beachten,  dass 
u,  y  und  w  laufende  Coordinaten  sind,  während  x,  y  nnd 
z  die  Coordinaten  eines  bestimmten  Punktes  der  Ebene 
bezeichnen,  so  dass  x,  y  und  z  in  Bezug  auf  unsere  Ebene 
(Gleichong  8)  constante  Grössen  darstellen« 

Lassen  wir  nun  Ax  und  Ay  resp,  zu  dx  und  dy,  d.  i.  zu 
Null  werden,  so  findet  Folgendes  Statt 

1)  die  Punkte  M'  und  M''  fallen  mit  M  zusammen, 

2)  die  Differenz-Quotienten  -~—  und  -~-  werden 

j 
zu  Differential-Quotienten  oder 

AxZ      .  j  dz      AyZ      .  j  dz 

— —  wird  zu  j  -  ,  -j~—  wird  zu  -j-  , 
Ax  dx  '    Ay  dy  ' 
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3)  die    Ebene,    welche    durch    die    Punkte    M,    M' 
und  M''  gelegt  ist,  wird  demgemäss  zu  einer  Ebene, 
welche  unsere  krumme  Fläche  z  =  f  (x,y)  in  dem 
Punkte  M  berührt. 
Um  die  Gleichung  dieser  berührenden  Ebene  aufzustel- 
len, brauchen  wir  also  nur  -j-  und  ^     statt   -^^^  und    -j- — 
^  dx  dy  Ax  Ay 

in  Gleichung  8)  einzuschalten.     Wir  erhalten  dann  als  Glei- 
chung der  berührenden  Ebene 

9)  w-z=^~(u-x)  =  ^-(T-y). 

Bemerkang. 

Wir  wiederholen  für  den  Anfanger,  dass  in  Gleichung  9)  n,  v  und 
w  die  laufenden  Coordinaten  der  berührenden  Ebene,  und  dass  z,  y  und 
z  die  Coordinaten  des  BerUhrnngspunktes  sind ;  so  dass  x,  j  und  s  in 
Bemg  auf  die  berührende  Ebene  als  constante  Grössen  angesehen 
werden  mflssen« 

§.  118. 
Fortsetzung. 

Aufgabe.  Eine  Parabel,  deren  Parameter  gleich  9  ist, 
rotirt  um  ihre  geometrische  Achse.  Hierdurch  entsteht  ein 
Botations-Paraboloid,  dessen  Gleichung 

1)  9z  — x2  +  y2  ist 

Man  soll  durch  den  Punkt  (M)  dieses  Rotations-Parabo- 
loides,  für  welchen  x  -=  3  und  y  =  4  eine  berührende  Ebene  an 
das  Paraboloid  legen,  und  die  Gleichung  derselben  aufstellen. 

Auflösung.  Nach  der  Gleichung  9)  des  vorigen  Para- 
graphen hat  die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene  die  Form 

2)  w-z  =  g|(u  — x)  +  g^(v-y). 

Nun  folgt  aus  Gleichimg  1) 
X*         v2 
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*^  dx          9 

"Uy-    9- 

Setzen  wir  für  x  und  y  ihre  Werthe  nach  der  Bedingung 

der  Aufgabe  in  die  Gleichungen  3)  bis  5) 

ein, 

BO    folgt 

-.               3»        42        25 

- 

hl         2.3          2 

^  dx              9               3 

CS  *z            2.4             8 

^^  dx  -         9         ""  9- 

•  i 

dz 

Schalten  wir  die  hier  gefundenen  Werthe  von  z,  -=-    und 

dz 

j-  in  Gleichung  2)  ein,  so  folgt 

9)     w-  |=|(a-3)  +  |(r-4) 

10)  9w—   25  =  6u— 18  + 8t  — 32 

11)  9w  =6u  +  8v— 25 

2,8  25 

12)  w  =-u+^v--g. 

Vorstehende  Gleichung  ist  die  gesuchte  Gleichung  der  be- 
rührenden Ebene. 

Bemerkung« 

Dem  Leser,  welcher  mit  den  Anfangsgründen  der  descriptiyen  Geo- 
metrie vertraut  ist,  empfehlen  wir,  das  Besnltat  der  Rechnung  auf  gra- 
phiBchem  Wege  za  prüfen. 
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XVII.   Capitel. 


Taylors  Reihe  fiir  mehrere  unabhängig  veränder- 
liche Grössen.  Maxima  und  Minima  der  Functionen 
von  mehreren  unabhängig  veränderlichen  Grössen. 
Maxima  und  Minima  mit  Nebenbedingungen. 

§.  119. 
Entwickelung  yon  Taylors  Reihe. 

Es  sei  z  irgend  eine  Function  von  x  und  y,  z.  B. 

1)  z  =  f(x,y). 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  sich  x  und  y  resp.  um  die 
Grössen  a  und  k  ändern,  und  dass  sich  in  Folge  dessen  z 
um  Az  ändert,  so  entsteht  aus  der  Gleichung  1) 

2)  z  +  Az  =  f(x  +  a,y  +  k). 

Um  den  Werth  von  f  (x  +  a,  y  -|-  k)  in  eine  Reihe  zu 
entwickeln,  nehmen  wir  vor  der  Hand  an,  dass  sich  x  allein 
geändert  habe  und  zwar  um  die  Grösse  a.  Wir  erhalten 
dann 

3)  z  + A,z  =  f(x  +  a,y) 

4)  z  +  A,  z  =  f  (x,y)  +  af  x(x,y)  +  -^f"x,(x,y) 

+  |-'f'''x3(x,y)+... 

Lassen  wir  in  dieser  Gleichung  y  um  die  Grösse  k  zu- 
nehmen, so  erhalten  wir  nach  dem  Vorstehenden 

5)  z  +  Az  =  f(x,y+.k)  +  af'x(x,y  +  k) 

+  ^f'x,(x,y+k)  +  |Jf-,3(x,y+k)  +  ... 

Entwickeln  wir  nun  die  Grössen  f(x,y  +  k),  f  x(x,y  +  k), 
^"  «a(X)y  +  k)  etc.  nach  §.  46,  so  erhalten  wir 
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6)  f(x,y+k)-f(x,y)+k.f' ,(i,y)+|j'f ' ,.(i,y)  +  |-Jf " ,.(i,y)+ ... 

7)  f  x{x,y+k) -  f  «(x,y)+k.f"..,(x,y)+  |-Jf"x,ys  (x,y)  +  ... 

8)f>',.(x,y+k)  =  f'^(i,y)  +  kf'"^(x,y)  +  ... 
ete.  etc. 

Sehalten  wir  die  ftlr  f(x,y  -j-  k),  f  x(xy  +  k)  ete.  gefun- 
denen Werthe  aas  den  Gleichungen  6)  bis  8)  etc.  in  Glei- 
chung 5)  ein,  so  folgt 

9)  z+Az  =  f(x,y)+af'x(x,y)+-^f",.{x,y)  +  ^[  f'",3(x,y)+ete. 

+kf',(x,y)+akf' .,,(x,y)  +—  f'".^  (x,y)+etc 
k^  ak* 

+  |Jf-,.{x,y)+etc. 

Weil  z  =  f  (x,  y),  so  kann  man  statt  Gleichung  9)  auch 
schreiben 

10)z  +  Az  =  z  +  ag^+-2--5^-f-3J--^^etc. 

"*"  '^d^  +  *''  dld^  "*"  T  S%  **'• 
k»     d'z        ak«    asz 
+    2    "^  "^  "2"  did^^  ^^"^ 
,   k»   d3z     ^ 

§.  120. 
Erläoternng  dnrch  ein  BeispieL 

Aufgabe.    Es  ist  gegeben 

1)  z  =  x«y 

Die  ursprünglichen  Werthe  Ton  x  und  y  mögen  sein 

2)  X  =  7,  y  =  4. 

Stagemann,  IHffereiitialxeohnung.  16 
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Man  Boll  mit  Hülfe  TOn  Tajlors  Reihe  die  neaen 
Werthe  von  z  -f-  Az  ennitteln,  wenn  die  Zunahmen  von 
X  und  7  resp.  sind 

3)  a  =  3,  k  B-  2. 

Auflosnng.    Aus  Gleichung  1)  und  2)  erhalten  wir 

4)  -~-  ==2x.y  —  2.7.4-=56 

5)  -4^  =  x"        =7«  —49 

dy 

d^z 

7)  44 ^x       =  2.7         —  14 

dxdy 

d^z 

dy« 

Alle  folgenden  höheFen  abgeleiteten  Functionen  sind  eben- 
falls gleich  Null 

Taylors  Reihe  giebt  also  in  unserm  speciellen  Falle  eine 
geschlossene  Reihe. 

Schalten  wir  nun  die  Werthe  von 

iz     dz    . 
-T— ,   jT-  etc. 
dx'   dy 

nach  den  Gleichungen  4)  bis  12)  in  Gleichung  10)  des  vorigen 
Paragraphen  ein,  so  folgt 


Digitized  byVjOOQlC 


243 

13)  z  +  Az  =  z  +  a56  +  "^  ®  +  ti  '^ 

+  k49  +  ak  14  4-^.2 

.     t*       ,  ak> 
+  ^0+^,0 

Nun  ist  Bach  den  Oleiehungen  1)  und  2) 

14)  z  =  xJy««7^.4  =  196. 

Schatten  wir  diesen  Werth  von  z,  und  die  Werthe   von 
a  und  k  nach  Gleichnng  3)  in  Gleichung  13)  ein,  so  folgt 


15) 

z  -j-  Az  = 

'  196 

+  3 

.56  +  ^. 

,8  + 

18 
2" 

2 

16) 

z  -J-  Az  «=■ 

196 
168 
98 
36 
84 
18 

+  2 

.49  4-  6. 

14 

600 
Bemerkimg« 

Ans  den  Gleichungen  1),  2)  und  3)  folgt  unmittelbar 

17)  z  +  Az-(7  +  3)«.(4  +  2) 

18)  «  + A«-«  WO. 

Ein  Resultat,  welches  «it  Gleichung  16)  ttbereinstimmt. 

§.  121. 

Maxima  und  Minima  der  Functionen  mehrerer  unab- 
hängig yeränderlicher  Grossen. 

Wenn  z  =  f(x,y),  so  geben  diejenigen  Werthe  von  i  und  y 
ein  Maximum^  f&r  welche  bei  beliebigen  positiven  oder  negati- 
ven, aber  hinreichend  Ideinen  absoluten  Werthen  von  a  und  k 

1)  f(x,y)>f(K+a,  y  +  k); 

16^ 
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dagegen  findet  ein  Minimum  Statt,  wenn  für  beliebige  positive 
oder  negative,  aber  hinreichend  kleine  absolute  Werthe 
von  a  und  k 

2)  f(x,y)<f(x  +  a,y  +  k). 

Entwickeln  wir  f  (x  +  a,y  +  k)  nach  Taylors  Reihe,  so 

finden  wir  nach  §.  119,  GL  10) 

«X  ^.     .  .  i_x         .      dz    ,     a^     d^z      ,     a'     ^^2 

3)  f(x  +  a,y  +  k)-z+»£  +^  ^^  +11-^ 

_Lk  ^  -L  ak   -^  -J-  ^  -^  ete 

k»     dH      ■   ak«    bH 
+    2      dy«    "*~   2    didy« 
.    k»     d»z 


etc. 


-3!     dy»^*^ 
Nehmen  wir  nun  an,  dass  die  vorliegende  Doppelreihe 
für  f  (x  -f-  ^}  y  -|-  ^)  continuirlich  ist,  dass  also  die  abgeleiteten 

dz  dz 
Functionen  T-, -p  etc.  nicht  unendlich  gross  werden,  so  er- 
kennt man  sehr  leicht,  dass  bei  hinreichend  Ideinen  Werthen 
von  a  und  k  die  Summe  irgend  einer  Vertical-Columne  dieser 
Doppelreihe  dem  absoluten  Werthe  nach  grosser  ist,  als 
die  Summe  der  absoluten  Werthe  aller  darauf  folgenden 
Glieder  (vergl.  §.  55,  No  4). 

Da  nun  a  und  k  ebensowohl  positiv  als  negativ  sein 
können,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Bedingungen  in  No.  1  und  2 
nur  dann  erfüllt  werden  können,  wenn 

4)  a  ^  +  k^  =  Oist. 
^       dx    '       dy 

In  dieser  Gleichung  sind  die  Grössen  a  und  k  von  ein- 
ander unabhängig,  mithin  kann  die  Gleichung  4)  nur  dann 
bestehen,  wenn  man  einzeln  hat 

Sehliessen  wir  nun  vor  der  Hand  den  Fall  aus,  dass 
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die  Samme  der  3.  Terticalreihe  in  3)^  also  der  2.  DÜTe- 
rential-Qnotieiit 

^^    2    d¥i  +  *^Hd7  +T"dy2 
gleieh  Null  Isi,  so  ergiebt  sieh,  dass  diese  Summe  f&r  belie- 
bige aber  hinreichend  kleine  absolute  Werthe   ron  a  und  k 
fttr  ein  Maximum  beständig  negatiy^  dass  sie  dagegen  fttr 
ein  Hinimnm  beständig  positiy  sein  muss  (siehe  §.  82). 

Um  nun  ein  Kennzeichen  zu  ermitteln,  nach  welchem  wir 
beurtheilen  können,  ob  diese  Bedingungen  erftlUt  sind,  setzen 
wir  des  bequemeren  Schreibens  wegen 
1      d^z    _  . 
^^"d^~^ 


1      d'z 


C. 


2      dx« 

Unser  Ausdruck  in  61.  6)  ercheint  dann  in  der  Form 
8)  Aa2  +  2Bak  +  Ck2. 

Um  diesen  Ausdruck  weiter  umzuformen,  setzen  wir 

9)  Aa2-f  2Bak  +  Ck2=A(a2+2a^+ j-k^ 

10)  Aa2  +  2Bak  +  Ck2=  A(a2+  2a  |  k+|-' k2-pk2+  ^k«) 

11)  Aa^  +  2Bak  +  Ck2  =  A{(a  +  |k)  +  k2(-.^^5^ 

12)  Aa2  +  2Bak  +  Ck2  =  Ak2  {(|  +  ^f  +  -^^~-} 

Beachten  wir  nun,  dass  a  und  k  an  die  einzige  Bedingung 
gebunden  sind,  dass  ihr  absoluter  Werth  eine  gewisse  Grösse 
nicht  überschreite,  dass  sie  sonst  aber  ganz  beliebige  positire 
oder  negatiye  Werthe  haben  können,  so  ergiebt  sich,  dass 

der  Qnotient  ^  jeden  beliebigen  positiyen  oder  negatiyen 
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Werth  haben  kann,  und  im  Besonderen,  dass  r-  auch  «=»  —  j- 

sein  kann.    Hieraus  folgt  nun,  dass  je  naeh  dem  Werthe  von 

a  /a       Ba' 

^  das  Quadrat  I  ^  +  tJ   J^^®^   positiven  Werth    Null    ein- 

gewhlo«8en    haben    kam..     Demnach    muss   ^^^  >   0 

sein,  wenn  der  Ansdruck  Ak^  KI  +  a)  "I ^ — I  ^^ 

jeden  Werth  Ton  a  nnd  k  dasselbe  Zelehen  behalten  nnd 
auch  nicht  gleich  Null  werden  soll,  d.  h.  es  muss  sein 
13)  AC  >  B2. 

Ist  dann  A  negativ,  so  ist  f&r  jeden  Werth  von  a  und  k 
nach  Gleichung  12)  der  Werth  von  Aa^  +  2B  ak  +  Ck^  negativ, 
d.  h.  unsere  Werthe  von  x  und  y*)  machen  z  zu  einem  Mar 
ximnm,  ist  dagegen  A  positiv,  so  ist  auch  Aa^  -f-  2B  ak  -f-  Ck^ 
fftr  jeden  Werth  von  a  und  k  positiv;  d.  h.  unsere  Werthe 
von  X  und  y  machen  z  zu  einem  Minlmnm. 

Wenn  die  Bedingung  13)  erfallt  sein  soll,  so  muss  das 
Product  AC  positiv  sein;  d.  h.  A  und  C  müssen  entweder 
beide  positiv  oder  beide  negativ  sein.  Fassen  wir  nun  das 
Resultat  der  vorstehenden  Untersuehung  zusammen,  so  ergiebt 
sich,  dass  ein  Maximum  oder  Minimum  stattfindet,  wenn 

dx         '  dy 
15)  AOB2 
und    dass    unter    dieser  Voraussetzung  z  ein  Maximnm  ist, 
wenn  A  und  C  negativ  sind,  dass  dagegen  ein  Mlnimnm 
stattfindet,  wenn  A  und  C  positiv  sind. 

Setzen  wir  für  A,  B  und  C  weiter  ihre  Werthe  nach  den 
GleichungCA  in  No.  7),  so  folgt,  dass  für  dlcijenlgen  Werthe 
von  X  nnd  y^  f&r  welche 


♦)  D.  h.  diejenfgea  Werthe  ron  x  und  y,  fftr  welche^  —  Onnd  ^  —0. 
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'  dx        '  dy 

dy2'dy2     Vdxdy/ 


ein  Maxünam  oder  Minlmiua  stattflndet^  usd  zwar  findet 

d^z  d^z 

ein  Maximum  Statt ,  wenn  -r-^  und  ^-^  beide  negatiy  Bind, 

d^z  b^z 

dng^en  findet  ein  Mtnimnm  Statt,  wenn  ^— ^  und  ^^  1^^l4e 

pasitiT  sind« 

§.  122. 
Fortsetzung. 

Zunächst  ist  nun  noeh  der  Fall  zu  beachten,  dasB  AG»»B^ 

In  diesem  Falle  behält   nach    den  Gleichungen  12)    und  7) 

des  vorigen  Paragraphen  die  Vertical-Columne  in  Gleichung  3), 

welche  die  Glieder  zweiter  Ordnung  enthält,  für  jeden  Werth 

a 
von  r-   dasselbe  Vorzeichen;   und  zwar  dasjenige  Vorzeichen, 

d^z  d^z 

welches  j— ^  und  j— ^  haben :  indeesen  wird  der  Werth  dieser 

dx2  dy2  ' 

Tertical-Columne  zu  Null, 


d2z 


a 


B      ,      a  dxdy 

-r-  oder  ^  =  —     \     T 


wenn  i-=  —  t"  oder  ^  =  —     i^ 
k  A  k  b^z 

Wegen  dieses  Umstandes  bleibt  es  unentschied^  ob  unsere 
Werthe  von  x  und  y  die  Function  z  »»  f  (x,  y)  zu  einem  Maxi- 
mum oder  Minimum  machen.*)  Untersucht  man  zunächst  die 
Vertioal-Golumnen,  welche  alle  Glieder  der  dritten  Ordnung 
enthält»  und  stellte  sich  dann  heraus,  dass  die  Annahme 

*)  Es  ist  nämUch  noch  nnentschieden,  ob  f(x  +  a,  y  +  k)  grösser  oder 
kleiner  als  f(x,y)  oder  ob  f(x  +  a,  y +  k)=af(x,y)iflt,  wenn  ■£  =— -r  i«t. 
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d^z 


a       _     dxdy    „ 

dx* 

die  Summe  aller  Glieder   dritter  Ordnmig   zu  Null  machte, 

während  die  Summe  aller  Glieder  der  vierten  Ordnung  dem 

Werthe  nach  von  Null  rerschieden  wäre,  und  dasselbe  Zeichen 

d^z  d^z 

mit  3— r  und  -^—z  hätte,  so  fände  ein  Maximum  Statt,  wenn 
dx*  dy*  '  ' 

dies  Vorzeichen  —  wäre.    Dagegen  findet  ein  Minimum  Statt, 

wenn  dies  Vorzeichen  -)-  ist     Würde  dagegen  die  Annahme 


a  dxdy 

k  "Tz 


dx2 
die  Sunune  aller  Glieder  dritter  Ordnung  nicht  zu  Null  machen, 
oder  wäre,  selbst  wenn   die  Summe  aller  Glieder  dritter  Ord- 
nung gleich  Null  ist,  das  Vorzeichen  der  Summe  aller 

d'z 
Glieder  vierter  Ordnung  dem  Vorzeichen  von  -r-^  entgegen- 
gesetzt, so  fände  weder  Maximum  noch  Minimum  Statt    Wenn 
dagegen  die  Annahme 

a dxdy 

k~  ^      ÖH 


dx2 
sowohl  die  Summe  aller  Glieder  dritter  Ordnung,  als  auch  die 
Summe  aller  Glieder  vierter  Ordnung  zu  Null  macht,  so  bleibt 
es  noch  unentschieden,  ob  ein  Maximum  oder  Minimum  statt- 
findet, und  man  könnte  in  ähnlicher  Weise  wie  vorstehend  die 
Untersuchung  weiter  führen,  indem  man  zunächst  die  Summen 
aller  Glieder  resp.  fünfter  und  sechster  Ordnung  in  Betracht 
zöge  etc.  etc. 

Man  erkennt  aber  leicht,  dass  in  diesem  Falle  die  An- 
wendung der  Differentialrechnung  zur  Ermittelung  der  etwaigen 
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Ifaxima  oder  Minima  auf  grof»e  Beehnun^schwierigkeiten 
führen  wttrde,  so  daas  in  diesem  Falle  yorznziehen  wftre,  duroh 
direete  Anwendung  der  algebraischen  Analysis  die  Untersuchung 
zu  Ende  zu  führen  (vergl.  §.  123). 

§.  123. 

Fortsetzung. 

Man  erkennt  leicht,  dass  in  folgenden  Fällen  die  Func- 
tion z  =  {  (Xj  j)  möglicherweise  noch  Maxima  oder  Minima 
geben  kann. 

1)  In  dem  Falle,  dass  einer  der  Differentialquotienten 

dz  dz 

—  und  -i—  gleich  unendlich  gross  und  der  andere 

gleich  Null  wird,  oder  dass  beide  oo  werden. 

dz  dz 

2)  In  dem   Falle,   dass  -r—  und  -j—  beide  zu  Null 

'  dx  dy 

werden  und  dass  ausserdem  für  jeden  Werth  von 

a  und  k  die  Summe  aller  Glieder  zweiter  Ordnung 

in  Gleichung  3)  §.  121  zu  Null  wird. 

In  dem  ersten  Falle  ist  es  nicht  möglich,  mit  Hülfe  der 

Differentialrechnung  zu  entscheiden,    ob    ein  Maximum  oder 

Minimum  stattfindet;   in  dem  zweiten  Falle  dagegen  führt  die 

Anwendung  der  Differentialrechnung    gewöhnlich    auf   grosse 

Bechnungs-Schwierigkeiten. 

Um  nun  zu  entscheiden,  ob  in  diesen  beiden  Fällen  ein 
Maximum  oder  Minimum  und  welches  von  beiden  stattfindet, 
ist  es  deshalb  in  der  Regel  am  einfachsten,  den  Ausdruck 

f(x  +  a,y+k) 
direct  mit  Hülfe  der  algebraischen  Analysis  zu  untersuchen. 
Stellt  sich  dann  heraus,  dass  für  jeden  positiven  oder  nega- 
tiyen^  aber  hinreichend  kleinen  Werth  TOn  a  und  k 
f  (X,  y)  >  f  (x  +  a,  y  -f-  k),  so  machen  die  betreffenden 
Werthe  yon  x  und  y  unsere  Function  z  «»  f  (x^  y)  zn 
einem  Maximnm«    Stellt  sich  dagegen  heraus,  dass  f&r  jeden 
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pMitiyeii  oder  negatiTen^  aber  hinreichend  kleinen  Werth 

Ton  a  und  k^  f  (x^  y)  <  f  (x  -(-  a,  y  +  k)^  so  macken 

unsere  Werthe  Ton  x  nnd  y  nnsere  Fonction  z  »  f  (x^  y) 

zu  einem  Minimnm« 

Bemerknngeii. 

1)  Wir  wiederholen  ans  §.  121  bis  123,  dass  eine  Function  z»==f(x,  y) 

nur  für  diejenigen  Werthe  yon  x  nnd  j  Maxima  oder  Minima  geben 

dz  dz 

kann  9  fOr  welche  die  Diiferentialqnotienten  j-  nnd  ^  resp,  gleich 

Nnll  oder  unendlich  gross  sind. 

2)  Wenn  man  also  die  etwaigen  Maxima  oder  Minima  einer  Function 
z  »  fCx^y)  ermitteln  will,  so  mnss  man  zuerst  diejenigen  Werthe  von  x 

bz  dz 

nnd  y  ermitteln ,  fllr  welche  j-  nnd  ^  resp.  gleich  Nnll  oder   nnend- 

licb  gross  sind.    Für  diese  Werthe  von  x  nnd  y,  nnd  nnr  f&r  diese^  hat 
man  dann  nach  den  §§.  121  bis  123  die  Untersnchung  weiter  zn  führen. 

3)  Diese  weitere  Untersnchung  kann  man  in  manchen  Fällen  yer- 
meiden,  indem  man  sehr  oft  aus  der  Natur  der  vorliegenden  Function 

j  z  —  f(x,y)  {  direct  erkennen  kann,  ob  für  die  betreffenden  Werthe  von 
X  und  y  ein  Maximum  oder  Minimum  existirt. 

§.  124. 
Geometrische  Betrachtungen  zur  Erläuterung  dessen^ 
was  in  den  §§.  120—123  vorgetragen  ist.*) 
Die  Besultate  der   vorhergehenden  Untersuchungen  wer- 
den anschaulich,  wenn  man  die  Gleichung    z  ==  f(x,y)  als 
Gleichung  einer  Fläche  auffasst.    Giebt  dann  die  Ordinate  fttr 
irgend  einen  Punkt  der  Fläche  ein  Maximum  oder  Minimum, 
und  denkt  man  durch    diesen  Punkt  zwei  (vertioale)  Ebenen 
gelegt,  welche  resp.  ||  der  XZ-Ebene  und  der  YZ-Ebene  sind; 
nnd  setzt  man  voraus^  dass  z  =  f(x^y)  nebst  ihren  abge- 
leiteten Functionen  continnirlich  ist^  so  müssen  die  Tan- 
genten, welche  die   Schnitt-Curven  in  dem    genannten  Punkte 
berühren,  parallel  der  XY-Ebene  sein.  Diese  erste  Bedingung 

dz  dz 

liefert  die  Gleiehongen  g-  =  0,  g-  =  0. 

♦)  Dem  Leser,  welcher  sich  noch  nicht  mit  analytischer  Geometrie 
des  Raumes  beschäftigt  hat,  empfehlen  wir,  diesen  Paragraphen  zu  über- 
schlagen.   Der  Zusammenhang  würde  nicht  dadurch  gestört  werden. 
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Ferner  rnttsgen  die  genannten  Sehnitt-Curven  ihre  Con- 
cavität  derselben  Seite  zuwenden.  Hieraus  folgt  (nach  §.  92), 

dass  die  Dlfferentialquotienten -?— ^  und  ^-^  gleiche  Yorzei- 

ehen  liaben  mfisseB.*)  Diese  letzte  Bedingung  genfigt  im 
Allgemeinen  aber  noch  nicht,  um  die  Existenz  des  Maximum 
oder  Minimum  zu  constatiren.  Es  mtlssen  vielmehr  auch  alle 
tlbrigen  Sehnitt-Curven,  welche  durch  Ebenen  entstehen,  die 
senkrecht  zur  XY-Ebene  durch  unsern  Punkt  gelegt  sind,  ihre 
Concavität  derselben  Seite  zuwenden.  Die  Grössen  a  und  k 
bezeichnen  nun  bekanntlich  beliebige,  von  einander  unab- 
hängige aber  lunreiehend  kleine  Zunahmen  resp.  von  x  und  y; 

Q 

also  ist  der  Bruch  r-  gleich    der  trigonometrischen   Tangente 

desjenigen  Winkels,  den  die  entsprechende  Schnittebene  mit 
der  YZ-Ebene  bildet.  Nun  ist  schon  vorhin  bemerkt,  dass  fUr 
einen  Maximal-  oder  Minimal-Punkt  unserer  krummen  Fläche 
alle  möglichen  Schnitt-Cnrven^  welche  durch  verticale 
Ebenen  entstehen,  ihre  Concavität  derselben  Seite  zuwenden 
müssen.  Damit  ist  auch  bewiesen,  dass  für  alle  möglichen 
hinreichend  kleinen  Werthe  von  a  und  k  untersucht  werden 
muss,  ob  f  (x,  y)  grösser  resp.  kleiner  als  f  (x  -|-  «S  y  +  k)  ist, 
weQn  nachgewiesen  werden  soll,  dass  unsere  Function  für  be- 
stimmte Werthe  von  x  und  y  resp.  ein  Maximum  oder  Mini- 
mum giebt.     (Vergl.  §.  121—123.) 

Lassen  wir  jetzt  die  Yoraussetzung  wegfallen,  welche  oben 
gemacht  ist,  und  nehmen  wir  vielmehr  an,  dass  z  =»  f  (x,  y) 
eine  ganz  beliebige  Function  von  x  nnd  y  ist,  so  ergiebt 
sich,  dass  in  den  etwaigen  Maximal-  oder  Minimal-Punkten  un- 
serer krummen  Fläche  fttr  die  Sehnitt-Curven ,  welche  parallel 


*)  Hier  ist  vor  der  Band  der  Fall  aasgeschlosseii,  dass  ^-^  und  -^ 
gleich  Null  werden.. 
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dz  dz 

der  XZ-Ebene  und  YZ-Ebene  sind,  resp.  j-  und  -r-  entweder 

gleich  0  oder  oo  *)  sein  mflssen^  und  dass  man  ausserdem  wie- 
der f&r  alle  möglichen  hinrelehend  kleinen  Werthe  ron  a 
und  k  untersuchen  muss,  ob  f(x,7)  resp.  grösser  oder  kleiner  ist 
als  f(x  -(-  ^  y  ~|-  k))  ^^  nachzuweisen^  dass  die  betreffenden 
Werthe  von  x  und  j  unsere  Function  z  =^  f(x,  j)  zu  einem 
Maximum  oder  Minimum  machen. 

Benerkiing« 

Nach  dem  VorBtehenden  ist  klar,  dass  für  die  etwaigen  Maximal- 
oder Minimal-Pnnkte  einer  krummen  Fläche  sämmtliche  Schnitt-Cnrven, 
welche  durch  Ebenen  entstehen,  die  normal  zur  XY-£bene  sind,  ihre  Oon- 
cavitSt  derselben  Seite  zuwenden  müssen. 

Man  könnte  nun  geneigt  sein,  auch  umgekehrt  anzunehmen,  dass  ein 
Punkt  dieser  krummen  Fläche  dann  ein  Maximal-  oder  ein  Minimal-Pnnkt 
wäre,  wenn  sämmtliche  Schnitt-Curven  dieses  Punktes,  welche  durch  ver- 
Fig.  68.  tioale  Ebenen  ent- 

standen sind,  in  dem- 
selben ihre  Gonca- 
yität  derselben  Seite 
zuwenden. 

Indessen  lässt  sich 
leicht  zeigen,  dass 
dies  nicht  allgemein 
richtig  wäre.  Wir 
nehmen  zu  dem  Ende 
an,  dass  (Fig.  68) 
eine  Parabel  um  eine 
Achse  AZ  rotirt, 
welche  parallel  ist 
der  geometrischen 
Achse  MN  der  Pa- 
rabel. Denken  wir 
uns  dann  auf  der 
hierdurch  entstan- 
denen krummen 
Fläche,  in  dem 
Kreise ,  den  der 
Punkt  M  beschreibt,  einen  Punkt  MS  so  werden  die  Sehnltt-Carren 


*)  Vergl.  Bemerkung  zu  §.  79. 
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Ton  BinmtliclieB  durch  M'  gelegen  yerticaleB  Ebenen  naeh  eben 
bin  coBCAT  sein«    Trotzdem  aber  giebt  der  Punkt  M  kein  Minimum, 

wie  man  ans  der  Figur  sieht. 

§.  125. 
Aufgaben. 

Aufgabe  !•  Man  soll  die  Werthe  von  x  und  y  bestim- 
men, für  welche  die  Function  z  =  x2  -(-  xy  +  y^ — 5x — 4y-l- 10 
ein  Maximum  oder  Minimum  giebt. 

Auflösniig.    Durch  Di£ferentiation  von  z  erhalten  wir 

l)^  =  2x  +  y-5;^=x  +  2y-4 

2)*^-2-*-^-2.  -^-1 
^  dx«~    '  dy2~    '  dx.dy  ~ 

Nach  Bemerkung  1)  von  §.  123  haben  wir  nun  diejenigen 

Werthe  von  x  und  y  zu  ermitteln,  für  welche    j—    und    3— 
•^  '  dx  dy 

resp.  gleich  Null  oder  unendlich   gross    wird.     Der  Anblick 

der  Gleichungen   1)  lehrt  jedoch,  dass    es  keinen    endlichen 

^2  o  Z 

Werth  von  x  und  y  giebt,  für  welchen  -r-  und  ^unendlich 

gross  wUrde.    Wir  brauchen  also  nur  die  Werthe  von  x  und  y 

dz  dz 

ZU  bestimmen,  für  welche  -r—  und  -r-  [gleich    Null    werden. 

Zu  dem  Ende  setzen  wir  nach  Gleichung  1) 

3)  0  =  2x  +  y-5 

4)  0  =   X  +  2y— 4. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt 

5)  y  =  1 ;  X  =  2. 

Da  nun  die  Gleichungen  3)  und  4)  keine  andern 
Wurzeln  geben  als  die  Wurzeln  y  =  1,  x  =  2,  so  kann^ 
wenn  unsere  Function  überhaupt  ein  Maximum  oder 
Minimum  haben  sollte^  dies  nur  fQr  die  genannten 
Werthe  von  x  und  y  der  Fall  sein. 

Aus  Gleichung  2)  folgt  aber 
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a)  dass  j-^  und  j-^  beide  positiT  sind; 

^^  "^"^^  dx2  •  dy2  ^  Idx.dy/  ' 
mithin  wird  für  x  =  2  und  y  =  1  der  Werth  von  z  zu  einem 
Minimum.    Schalten  wir  diese  Werthe  von  x  und  y  in  unsere 
Function  z  ==  x^  +  xy  +  y^  —  5x  —  4y  +  10  ein,  so  ergiebt 

sich   Zmln  =  3. 

Aa%abe  2.  Man  soll  eine  absolute  Zahl  a  so  in  drei 
Theile  theilen,  dass  das  Product  dieser  drei  Theile  ein 
Maximum  ist. 

Auflösung.  Wir  nennen  die  Theile  resp.  x,y  unda— x — y. 
Das  Product  derselben  ist  dann 

1)  z  =  X  .  y  (a  —  X  —  y)  =  axy  —  x*y  —  xy*. 
Hieraus  folgt  durch  Differentiation 
dz 
^^  ii^^^~  ^^^  ~  ^^ 

3)  ^  =  ax  -  2xy  -  x^. 

Man  sieht  zunächst,  dass  es  keine  endlichen  Werthe 
von  X    und   y    giebt,    fftr    welche  ^  und  j- unendlich  gross 

wird.    Um  aber  diejenigen  Werthe  von  x  und  y  zu  finden 

dz  V  z 

für  welche  j—  und  j—  zu  Null  werden,  setze  man  nach  den 
dx  dy  ' 

Gleichungen  2)  und  3) 

4)  0  =  ay  —  2xy  —  y^ 

5)  0  =  ax  —  2xy  —  x«. 

Löst  man  diese  Gleichungen  fllr  x  und  y  auf,  so  erhält 
man  4  Paar  Wurzeln,  nämlich 

Q 

ix  =  0-,   x  =  0;   X  =  a;  X  =  ^ 
y  =  0;   .v  =  a;   y  =  0;  y  =  -. 
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Aus  der   Natar   der  rorlie^enden  Aofgabe  erkennt  man 

aber  ohne  Weiteres 

I.  dass    die    drei    ersten    Paare    zusammengehöriger 

Wurzeln  ein  Maximum  nieht  geben  können; 

IL  dass  wenigstens  ein  Maximum  existiren  muss. 

a  a 

Es    muss    also    für    x  =  -,    y  =  -^      das    Product 

z  =  X  ,  y .  (a  —  X  —  y)  ein  Maximum  geben  und  zwar  ist  dies 
aueh  das  einzig  mögliehe  Maximum. 


(a\3        a,3 
3/    ^  27' 


Aufgabe  3«  Man  soll  unter  allen  Dreieeken,  deren  Um- 
fapg  gleich  2s  ist,  dasjenige  ermitteln,  dessen  Flächeninhalt 
ein  Maximum  ist. 

Anflosnng.  Setzen  wir  2  Seiten  unseres  Dreiecks  resp. 
gleich  X  und  y,  so  ist  die  dritte  Seite  gleich  2  b  —  x  —  y, 
Setzen  wir  nun  den  Flächeninhalt  unseres  Dreiecks  gleich  z, 
so  erhalten   wir  nach  der  Planimetrie 

1)  z  =  l^s.(s— x).(s-y).(s  — [2s— X— y]) 

2)  z  =  J^8.(s— x).(s— y).(x+y— s). 

Nun  leuchtet  ein,  dass  wir  bei  der  Wurzelgrösse  in 
Gleichung  2)  von  dem  Vorzeichen  ganz  absehen  können; 
demnach    giebt  z  für   dieselben    Werthe  von    x    und  y   ein 

Maximum,  für  welche  z^  oder  selbst  —    ein    Maximum    giebt. 

Nun  aber  ist 

3)y  =(s-x).(s-y).(x+y-s). 

z^ 
Setzen  wir  der  Kürze  wegen  — -  =  u,  so  folgt 

4)  u  =  (s  — x).(8  — y).(x  +  y— s). 
Wir  haben  also  unsere  Anfgabe  darauf  znrackgefQhrt, 
diejenigen  Werthe  Ton  x  und  j  zu  ermitteln ,  fUr  welche 
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nadi  Gleiehmig  4)  11  ein  Haxinnun  g^ebt.*)   Differentüren 
wir  jetzt  Gleichung,  4)  so  folgt 

5)  j^  =  (8-x).(8— y)  — (x  +  y  — 8).(8  — y) 

_=(8_y).(28  — 2i-y) 

6)  1^  =  (8-x).(8-y)-(x+y-8).(8-x) 

•7 

^  =  (8-x).(2B-2y-x). 
Man  ersieht  aus  diesen  G-leichungen,  dass  es  keinen  end- 
lichen Werth  von  x  und  y  giebt,  für  welche  -r—  und  -r—  un- 
endlich gross  werden.    Wohl  aber  giebt  es  Werthe  von  x  und 
y,  für  welche  -r-  und  t—  zu  Null  werden.    Um  diese  Werthe 

zu  ermitteln,  setzen  wir  nach  den  Gleichungen  5)  und  6) 

7)  0  =  (s  — y).(2s--2x-y) 

8)  0  =  (8  — x).(2s  — 2y  — x). 

Lösen  wir  diese  beiden  Gleichungen  für  x  und  y  auf,  so 
erhalten  wir  folgende  Paare  zusammengehöriger  Werthe  von 
X  und  y 

2s 

x  =  s;  x  =  0;  x  =  s;  x  =  — . 

y  =  s;  y  =  s;  y  =  0;  7  =  j- 

Erinnert  man  sieh  nun  des  geometrischen  Satzes,  dass  in 
jedem  Dreiecke  die  Summe  zweier  Seiten  stets  grösser  ist 
als  die  dritte  Seite,    dass  also  jede  Seite  (x  oder  y)  stets 

kleiner  sein  muss  als  der  halbe  Umfang  des  Dreiecks  (-s")» 

so  erkennt  man  ohne  Weiteres,  dass  in  No.  9  die  ersten  drei 
Paare  zusammei^gehöriger  Werthe  von  x  und  y,  nämlich 

*)  Vergleicht  man  Gleichung  2)  mit  Gleichung  4),  so  wird  man  er- 
kennen, dass  wir  dadurch  einen  Bechnnngs-Vortheil  gemacht  haben. 
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y  =  g;  y  =  ß;  y  «0; 
gar  kein  Dreieck  gebm  könneiL  Wesn  also  Im  BiiuM  un- 
serer Aufgabe  ein  Maximnm  existiren  sollte^  so  ist  dies 
nur  Ar  die  Wartke  x  =  ^^38^  7  =  2/38  moglieli.  Em« 
einfache  Betrachtung  lehrt  aber,  dass  wenigstens  ein  Kaxi- 
mnm  im  Sinne  unserer  Aufgabe  existiren  muss;  dass 
also  das  vierte  Paar  zusammengelioriger  Wertlie  Ton  x 
und  y  in  No.  9,  nämliek  „x  =  2/38  und  y  ««  Vj^"  ^^^ 
laximum  geben.  Da  nun  x  =  2/3B  und  y  »=  ^3^)  ^  ^ 
die  dritte  Seite  gleich  2«  —  x  —  j  =s  y^By  d.  h.  unser 
Maximal-Dreieck  ist  ein  gleichseitiges  Dreieck,  oder  mit  anderen 
Worten:  Unter  allen  Dreiecken  Ton  gleicliem  Umfange 
(=  2  s)  ist  das  gleichseitige  Dreieck  das  grösste. 
Nach  Gleichung  2)  ist  also 


-]/ 


8     8     S_S^      .-- 


Yergl.  die  Bemerkungen  Aufgabe  1  §.  90. 

6^ 

Aufgabe  4.    Es  ist  gegeben :  z  =  Jm  —  b  (^(x— e2{(a«— y«). 

Man  80U  die  etwaigen  Maxima  und  Minima  ron  z  bestimmen« 

Auf losung.    Wenn  wir  die  Gleichung  ftir  z  etwas  um- 
formen, so  erhalten  wir 

1)  z  =  {m  — b(x  — o)'/*j.(n2  — y2). 

Hieraus  folgt  durch  Differentiation 

dx  5(x  —  c)^»  ^        '  ■' 

Man  erkennt  nun  leicht,  dass 

4)  ^—  =  00    i 

>  wenn  x  =  c  und  y  =  0. 

^  dy  ) 

Stegemann,  BiffeTentialrechnung.  17 
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Es  liegt  also  der  Fall  vor,  welcher  in  §.  123  besprochen 
ist  Um  zu  entscheiden,  ob  die  Werthe  „x  =  c  und  y  =  0'', 
z  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  machen,  setzen  wir  in 
Gleichung  1),  x  =  c  +  » •  7  =  ^  +  ^i  wo  a  und  k  beliebige 
positive  oder  n^ative  aber  hinreichend  kleine  Werthe  haben. 

Wenn  wir  dies  ausfuhren,  so  erhalten  wir 

6)  z=-}m  — b(c+a— c)'/»J.(n*— k*) 

7)  z«*Sm  — b.a'/5i.(n2— k«). 

Nun  leuchtet  ein,  dass  in  Gleichung  7),  z  am  grössten 

ist,  wenn  a  und  k  gleich  Null  werden,  d.  h.  unsere  Function 

5 

z  =  }m  — b  J^(x  —  2)« ] .  (n2  — y«)  giebt  ein  Maximum,  wenn 

X  =  c,  y  =  0  und  zwar  ist  Znmx  =  m .  n*. 

Bemerknnir« 

Man  sieht,  dass  in  der  vorstehenden  Aufgabe  z  ein  Product  Yon  zwei 

6 

Factoren  ist,  von  denen  der  eine  (m  —  b  \f(T  —  c)«)  aUein  von  x  abhängt, 
während  der  andere  (n*— y*)  allein  von  j  abhängt  Man  hätte  demnach 
in  diesem  Falle  die  Aufgabe  auch  dadnrch  lOsen  kOnnen,  dass  man  nnter- 
sucht,  für  welche  Werthe  von  x  der  erste  Factor,  und  für  welche  Werthe 
von  y  der  zweite  Factor  etwa  Maxima  oder  Minima  giebt  Hierdurch 
wäre  unsere  Aufgabe  surQckgefiihrt  auf  die  Bestimmung  der  Maxima  and 
Minima  von  Functionen  mit  einer  unabhlagig  rerinderlichen  Ortsse« 
(Vergl.  die  letzte  Aufgabe  in  §.  81). 

§.  126. 
Maxima  und  Minima  mit  Nebenbedingnngen. 

Wenn  z  eine  Function  von  u,  v,  w,  x,  y  . . .  ist  z.  B. 

1)  z  =  f  (u,  V,  w,  x,y  ...) 

und  wenn  ausserdem  die  Variabein  u,  v,  w,  x,  y ...  noch 
irgend  welchen  Bedingungen,  z.  B.  den  Gleichungen 

2)  spKv,  w,  x,y  ...)  =  0 

3)  V/(u,  V,  w,  X,  y  .  . .)  =  0 

genügen  müssen,  so  nennt  man  die  etwaigen  Maxima  und 
Minima  unserer  Function  z  =  f  (u,  v,  w,  x,  y  . . .)  Maxima  und 
Minima  mit  Nebenbedingungen. 
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Bemerkmiir. 

Die  betrefifenden  Maxima  und  Minima  von  z  sind  eben  nur  deshalb 
Maxima  oder  Minima,  weil  die  Yariabeln  n ,  y,  w,  x,  y . .  an  die  Bedin- 
gungen von  Gleichnng  2)  and  3)  gebunden  sind.  Wären  die  Variabein 
n,  y,  w,  X,  7 . . .  nicht  an  diese  Bedingungen  gebunden,  so  würde  z  ganz 
andere  Maxima  oder  Minima  haben. 

§.  127. 
Fortsetzung. 

Nehmen  wir  an,  dass 

1)  z  =  f(x,y) 
und  dass  ausserdem 

2)  y  (X,  y)  =  0, 

80  ist  offenbar  wegen  der  Gleichung  2),  y  eine  Function  von  x ; 

demnach  ist  in  Gleichung  1),  x  die  einzige  unabhängig  ver- 

finderliche  Grösse.    Will  man  jetzt  die  etwaigen  Maxima  und 

Minima  von  z  ermitteln,  so  ist  es  in  der  Begel  am  einfachsten, 

mit  Hülfe  von  Gleichung  2),  y  aus  Gleichung  1)  zu  eliminiren, 

and  darauf  die  Rechnung   nach    den    früher^i  Paragraphen, 

welche    über    Maxima    und    Minima    handeln,    fortzuführen. 

Es   kann  jedoch    der    Fall  eintreten,  dass    die    angedeutete 

Elimination   von    y  entweder   sehr    schwierig   oder    gar  un- 

dy 
möglieh  ist.    In  diesen  Fällen  ist  es  oft    zweckmässig,    -~^ 

statt  y  zu  eliminiren.    Der  Gedankengang  ist  dann  im  Wesent- 
lichen folgender  : 

Wegen  der  Bedingungsgleichung,  f  (x,  y)  =  0,  ist  y  eine 
Function  von  x;  demnach  ist  in  Gleichung  1),  z  =  f  (x,  y) 
X  die  einzige  unabhängig  Veränderliche.  Wenn  also  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum  stattfinden  soll,  so  muss  nach  (Capitel  XII) 

dz 

-r—  entweder  gleich  Null  oder  unendlich  gross  sein. 

Nun  ist  nach  Gleichung  1) 

dz      af(x,y)      af(x,y)    dy 
dy  dx        '        dy       '  dx  ' 

17* 
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Ferner  ist  naeb  Gleiehni^  2) 

dx  dy        dl         ' 

dx  ^»(x,y)' 


dy 
malten  wir  dies 
so  folgt 


dy 
Schalten  wir  diesen  Werth  von  -~-  in  Gleichung  3)  ein, 


^  dx  dx  dy     '^SP(x,y)' 

dy 
Ermitteln  wir  nach  dieser  Oleiebung  in  Terbindiuig 
mit  Gleichong  2)  die  Werthe  TOn  x  und  j,  ftir  weleke 

^  entweder  gleich  oder  unendlich  gross  wird  5  so  er- 
halten wir  hierdurch  die  Werthe  TOn  x  und  j,  für  welche 
möglicherweise  ein  Maximum  oder  Minimum  stattfinden 
bann«  Die  weitere  Untersuchung  erfolgt  dann  nach  den  früheren 
Paragraphen  über  Maxima  und  Minima.  Auch  hier  ist  zu  be- 
merken, dass  man  in  manchen  Fällen  von  yom  herein  aus 
der  Natur  der  yorliegenden  Aufgabe  erkennen  kann,  ob  ein 
Maximum  oder  Minimum  stattfindet. 

Bemerkung. 

Wenn  die  Function 

z  =  f(w,x,y) 
und  die  Bedingungsgleichnngen 

<jp(x,y,z)  =  0,  i/;(x,y,z)  — 0 
gegeben  sind,  so  ist  wieder  nur  eine  unabhängige  Veränderliche  vor- 
handen. 

Ist  dagegen  gegeben  z  =»  f  (w,x,y)  nnd  ansserdem  nur  eine  Be« 
dingUDgsgleichnng  ^(w,  x,  y)  »  0 ,  so  sind  zwei  unabhängig  veränder- 
liche Grössen  vorhanden. 

In  allen  diesen  und  ähnlichen  Fällen  ist  das  Verfahren  zur  Er- 
mittelung  der   etwaigen  Maxima  und  Minima  analog  dem  Verfahren, 
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welches  oben  gezeigt  wurde.    Es  liegt  nicht  in  unserem  Plane,  diesen 
Gegenstand  hier  ausfUhrlicher  zu  behandeln. 

Anfj^abe.    Man  soll  unter  allen  Vierecken,  dessen  Seiten 
Fig.  6ö-  resp.  gleich  a,  /?,  y  und 

i  sind,  dasjenige  er- 
mitteln, dessen  Inhalt 
ein  Maximum  ist. 

Anflosnng.    Setzen 
wir  den 

Winkel  ABC  =  x  und 
Winkel  ADC  =  y,  seist 
A  ABC=^a./^sinx 
AADC  =  iy*.siny. 
Soll  unser  Viereck  nun 
ein   Maximum     geben, 
so   dürfen    keine   ein- 
springenden X  vorkommen,  also  setzen  wir 

*x  xr.       1    AT»/Yrk      a/^.sinx  +  yJ.siny 

1)  Viereck  ABCD=  -^- ~ ^. 

Femer  ist  nach  einem  bekannten  Satze  aus  der  Trigo- 
nometrie AC^  =  a^-\~ß^  —  2  «/? .  cos  X 

AC2  =  y2-|-(f^  —  2y*.cosy,  also 

2)  «2^/?«  — 2a/?cosx— y2  — *2_|_2y*.cosy  =  0. 

Setzen  wir  nun  den  Flächen-Inhalt  des  Vierecks  ABCD  =  z, 
so  erhalten  wir  nach  Gleichung  1) 

«/y.sinx  +  yJ.siny 

3)  z  = . 

Unsere  Aufgabe  ist  demnach:  Das  etwaige  Maximam 
Ton  z  nach  Gleichang  3)  za  ermitteln ,  nnd  dabei  za 
berftcbsiehtigen,  dass  x  nnd  y  an  die  Bedingung  der 
Oleichnng  2)  gebunden  sind.  Aus  den  Gleichungen  3)  und  2) 
erhalten  wir  nun  durch  Differentiation 
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ix 
5)  2€r^Binx  — 2y*.8iny-p  =  0. 

Aus  Gleiehimg  5^  folgt 

dy      gjg.sinx 

dx       yif.siny ' 

dy 
Schalten  wir  diesen  Werth  von  ^  in  Gleichung  4)  ein, 

und  setzen  wir  zugleich  —  =  0,*)  so  erhalten  wir 

-    «       1     ^  .   1    »  a./?8inx     - 

^  ^  '^  '   *'  •    yif.siny 

S)  0  =  cosx.8inT  +  8iny.eo8x. 
Hieraus  folgt,  dass  sin  (x  -|-  y)  =  0,  dass  also  x  -|-  y  selbst 
gleich  0,180®,  360«  ..  etc.  sein  muss.    Da  es  sich  aber  um 
zwei  Winkel  eines  Vierecks  handelt,  so  muss  demnach  x  -{-  y 

dz 
gleich  180  <>  sein,  wenn  j-^0  sein  soll.    Aus  der  Natur  der 

Aufgabe  ergiebt  sich  aber  ohne  Weiteres,  dass  unsere  Function 
in  diesem  Falle  ein  Maximum  hat  Wir  sind  also  jetzt  zu 
folgendem  Kesultate  gelangt:  Wenn  man  ans  4  gegebenen 
Seiten  or,  /?,  /,  <r  ein  Yiereck  constrnirt,  so  ist  das  ent- 
standene Tiereek  ein  Maximum,  wenn  die  Summe  Ton 
je  zwei  gegeniiberliegenden  Winkeln  x  -\-  y  =  180  ^  ist, 
oder  wenn  sich  um  das  Tiereek  ein  Kreis  beschreiben 
lässt«  Wollen  wir  nun  noch  die  Werthe  von  x  und  y  be- 
rechnen, so  benutzen  wir  dazu  die  Gleichung  2).  Da  wir  schon 
wissen,  dass  x  +  y  =  ISO  ®  ist,  so  ist  cos  y  =  —  cos  x,  also 
haben  wir  nach  Gleichung  2)  für  das  Maximal-Viereck 
9)  a2  +  itf2_2a/Jcosx  — y2-.j2_2yJcO8x  =  0 


dz 
*)  Auf  einen  Werth,  fiir  welchen  -r-  etwa  unendlich  gross  werden 

könnte,  ist  keine  Rücksicht  genommen. 
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10)  2co8x(a/?+y^=«*4-/**— r*— «^* 

ai-i-ßi—vi—d^ 

11)  C08X  = 0/   tf  I    -F 

12)  x  =  arceoB       7(^^_^yj)      • 
Hieraus  ergiebt  sieh  weiter 

13)  y  =  arceo8^n____. 

BemerkuBgen. 

1)  Wenn  es  nicht  klar  sein  sollte,  dass  die  gefundenen  Werthe  von 
X  und  y  ein  Maximum  geben,  so  kann  man  sich  leicht  hiervon  über- 

zengen,  indem  man  ^-^  ermittelt.    Wir  empfehlen  dem  Leser,  dies  aus- 
zuführen. 

2)  Wenn  in  Fig.  69,  -^  AD'C  — ABC  —  180»  ist,  so  ist  das  Viereck 
ABCD'  ein  Minimum. 

Wie  litit  lieh  dies  beweiien? 


Digitized  byVjOOQlC 


Anhang. 


Fragen  und  Aufisaben  zur  Wiederholung. 

1)  Was  ist  eine  Function?  Was  ist  eine  algebraische 
Function,  und  was  ist  eine  transcendente  Function?  Was 
ist  eine  implieite  Function,  und  was  ist  eine  explicite 
Function?  —  (siehe  Einleitung.) 

2)  Wann  ist  eine  Function  continuirlich  und  wann  ist  sie 
discontinuirlich  ?  —  (Einleitung.) 

3)  Welche  Bedeutung  haben  die  Gleichungen  y  =  f  (x)., 
y  =  {px  etc.,  und  welche  Bedeutung  haben  die  Glei- 
chungen f(x,  y)  =  0  und  q>  (x,y)  =  0  etc.?  —  (Einleitung.) 

4)  Wann  ist  eine  Reihe  conrergent,  und  welches  Eriterium 
hat  man  ftir  die  Conrergenz  einer  Reihe?  —  (Httlfseätze 
aus  der  algebraischen  Analysis.) 

5)  Wenn  die  Reihen  A,  Bx,  Cx«,  Dx» . .  . 

a,  /^x,  yx*,   *x»  . . . 
geschlossene   Reihen  oder    wenn    sie    unendliche  conver- 
gente  Reihen  sind,  und  wenn  ausserdem  fbr  jeden  Werth 
Ton  X 

A+Bx+Cx2+Dx5+...  =  a+/?x+yx2+crx3+... 
so  sind  die  Coefficienten  gleicher  Potenzen  Ton  x  unter 
sich  gleich  oder  A  =»  a,  B  »=  /?  etc.    Wie  kann  man  dies 
beweisen?  —  (Hülfssätze  aus  der  algebraischen  Analysis.) 

6)  Was  Iftsst  sich  über  einen  Bruch  von  der  Form     -      im 
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Allgemeinen  sagen?  —  (Hfllfssätce  ans  der  algabraisehen  Ana- 
l7»üi). 

7)  Was  ist  ein  Differenz-Quotient  und  was  ein  Differential- 
Quotient?  —  (§.  2  und  2). 

8)  Es  ist  gegeben  y  =  x^  Man  soll  in  diesem  speciellen 
Falle   zeigen^    wie  man    verfährt^     um    den  Werth    von 

-p  zu  ermitteln.  —  (§.  2  bis  4). 

9)  Es  ist  y  —  fx.  Welche  Bedeutung  haben  die  Symbole 
fx,  f-x...  f-(x);  femer  g,  g  ...  ^  und  in  wel- 
cher Beziehung  stehen  sie  zu  einander?  —  (§.  5  —  7  und 
§.  35  und  36.) 

10)  Was  versteht  man  unter  unendlich  grossen  Grössen, 
und  was  versteht  man  unter  unendlich  kleinen  Grössen? 

(».  11-14.) 

11}  Wodurch  wurden  wir  darauf  geführt,  die  unendlich  grossen 
und  die  unendlich  kleinen  Grössen  in  verschiedene  Ord- 
nungen einzutheilen?  —  (§.  12— 14.) 

12)  Kann  man  von  einer  unendlich  grossen  oder  unendlich 
kleinen  Zahl  behaupten,  dass  sie  an  und  ftir  sich  einer 
bestimmten  Ordnung  angehöre?  —  (Bemerkung  %n  §.  12.) 

13)  Was  ist  ein  Differential,  und  welchen  Sinn  hat  es,  wenn 
man  mit  den  Differentialen  rechnet?  —  (§.  9  und  10,  Be- 
merkung 3  zu  §.  14.) 

14)  Auf  welchen  Widerspruch  kommen  wir  dadurch,  dass 
wir  die  Differentiale  dy  und  dx  an  und  für  sich  be* 
trachten?  —  (Bemerkung  6  zu  §.  14.) 

15)  Welches  sind  die  einfachen  Functionen,  auf  deren  Dif- 
ferentiation wir  die  Differentiation  aller  übrigen  Func- 
tionen zurttckführten?  —  (§.  is  ff.) 

16)  Man  soll  die  Differentialquotienten  dieser  einfachen  Func- 
tionen entwickeln.  —  (f.  18  ff.) 

17)  Man  soll  die   Differentiation    von  cosx,    ctgx,  arecosx 
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are  c^  X  nrOekfUiren  auf  die  DüTeigaüatioa   Ton  reqi. 
mx,  tgTf  aresinx,  aretgz. 

Ammnmg,    Man  setze co«x»bb^^~xj,  ctg x^t^  ^Y—x|, 

areco0x  =  —  —  ammx,arectgx»^  —  »et]gx  ete. 

YOgL  $.  33. 
18,  Die  GleiehoDg  einer  Cmre  sei  y  =  f  (x).    Ist  es  mö^ieli, 
ans  dieser  Gleichung   der  Corre   einai  Ansdruck   abia- 
leiten,  der  f&r  jeden  Ponkt  der  Oure  die  ICeignng  der- 
selben g^en  die  Abseissenaehse  angiebt?  (§.  7  ud  8.) 

19)  7  ifit  eine  Function  Ton  u,  u  eine  Function  Ton  x.    Wie 

dy 
Terfahrt  man,  nm  den  Werth  Ton  ^  zn  ermitteln?    .§.  24.) 

dx 

20)  j  ist  eine  Function  Ton  u  und  t,  während  u  und  v  be- 
liebige Functionen  von  x  sind.    Wie  TerfiLhit  man,  um 

dy 
den  Werth  von  ~  zu  bestimmen?  —  (§.  27  und  2S.) 
ax 

21)  Was  sind  cyclometrische  Functionen?  —  (§.  30.) 

22)  Was  sind  al^leitete  Functionen?  Von  welcher  Function 
werden  die  höheren  Abgeleiteten  von  einer  bestimmten 
Ordnung  an  gleich  Null?  —  (Antwort  von  der  Function  x» 
nnd  (a  +  x>,  wenn  m  eine  positive  gsnie  Zahl  ist;  siehe  Aof- 
lörang  1  nnd  3  §.  36.) 

23)  Man  soll  die  5te  Abgeleitete  von  jeder  der  folgenden 
Functionen  ermitteln:  sin  x  .  are  sin  x,  e"" .  Ix;  sin  ax  .  tg  x, 

^-,  .  -    (§.  36.) 

24)  Was  versteht  man  unter  Taylors  und  Mae  Laurins  Beihe? 
Wodurch  unterscheiden  sie  sich,  und  worin  stimmen  sie 
überein?  —  (Capitel  VI  nnd  VIL) 

25)  Man  soll  das  Verfahren  zur  Entwickelung  von  Mao  Lau- 
rins Beihe  an  den  Functionen  (a+x)*  und  cos  (a^-^^) 
zeigen.  —  (Capitel  VI  nnd  VII.) 
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26)  Wann  werden  Taylors  und  Mac  Laurins  Beihe  unbrauch- 
bar zur  Entwickelung  von  Functionen?  —  (§.  55  ff.) 

27)  Was  versteht  man  unter  dem  Restgliede  von  Taylors  und 
Mac  Laurins  Reihe?  —  (§.  56  ff.) 

28)  Man  soll  sin  x,  cos  x  und  e^  in  eine  Reihe  verwandeln. 

(§.  40  und  41.) 

29)  Man  soll  beweisen,  dass  e,^  =s  cos  x  4- 1  ^^^  ^ 

e-**  =  eos  X  —  i  sin  X,  —  (§.  42.) 
3(0  Welche  Formel  ist  bekannt  imter  dem  Namen  Moivre's 
Formel?  —  (§.  44. 

31)  Man  soll  den  Modulus  der  gemeinen  Logarithmen  be- 
rechnen. —  (§.  49.) 

32)  Welchen  Weg  kann  man  einschlagen,  um  ganz  neue  Loga- 
rithmentafeln zu  berechnen,  oder  die  vorhandenen  zu  er- 
weitem? —  (§.  47—50.) 

33)  Man  soll  den  sin  19®  und  cos  19»  berechnen. 

AnflSsung,  Man  bestimme  zuDächst  die  Seite  des  in  den  Kreis 
einbeschriebenen  regelmässigen  Zehnecks,  daraas  kann 
man  schon  den  sin  iS^  und  cos  18<>  bestimmen.  Ist 
dies  geschehen,  so  verfahre  man  weiter  nach  §.51. 

34)  Man  soll  den  Werth  von  n  auf  8  Decimalen  genau  be- 
rechnen. —  (§.  56  ff.) 

35)  Es  ist  eine  implicite  Function  gegeben :  f  (x,  y)  =  0.  Wie 
ermittelt  man  den  Werth  von  p,  q  und  r?  —  (CapitellX.) 

36)  In  der  Gleichung  y  =  f  (x)  wird  x  abhängig  von  t  durch 
die  Gleichung  x  =  y  (t).    Welches  ist  der  Werth  von  q, 

d.  i.  —^  ?  —  (Capitel  X.) 

37)  Welche  geometrische  Bedeutung  hat  es,  wenn  in  der  Glei- 
chung y  =  f  (x),  y  zur  unabhängig  veränderlichen  Grösse 
wird,  und  welches  ist  in  diesem  Falle  der  Werth  von  q?  — 

(§.  73.) 
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38)  Wie  wendet  man  die  Vertangohnng  der  unabhängig  yer- 
änderlichen  Grossen  an,  um  die  Erfimmungshalbmesser 
von  Polar-Gunren  zu  bestimmen?  —  (§,  toa.) 

39)  Was  versteht  man  unter  Tangente,  Subtangente,  Normale 
und  Subnormale  einer  Gurre ,  welehe  auf  rechtwinklige 
Coordinaten  bezogen  ist?  (§.74.) 

40)  Man  soll  allgemeine  Formeln  entwickeln  fttr  die  Werthe 
von  Sn,  St,  N  und  T  bei  Curven,  welche  auf  rechtwinklige 
Coordinaten  bezogen  sind?  —  (§.  74  flf.) 

41)  Was  versteht  man  unter  Tangente,  Normale,  Subtangente 
und  Subnormale  von  Polar-Curven,  und  wie  verfährt  man, 
um  allgemeine  Formeln  für  deren  Grösse  aufzustellen?  — 

(§.  77  ff.)    ^ 

42)  Man  soll  die  Eigenschaften  einer  Cydoide  angeben  und 
nachweisen.   —   (§.  76,  §.  102,  Aufg.  3,  §.  105,  Aufg.  5,  §.  108.) 

43)  Was  versteht  man  unter  Maximum  und  Minimum  einer 
Function?  —  (Capitel  XII  und  XVH.) 

44)  Eine  Function  f(x)  hat  nor  ffir  diejenigen  Werthe  von  x 
Maxima  oder  Minima,  für  welche  f  x  entweder  gleich 
Null  oder  unendlich  gross  (discontinuirlich)  ist.  Warum? 
(Capitel  XIL) 

45)  Welche  Bedingungen  müssen  erfüllt  sein,  damit  eine 
Function  von  einer  oder  mehreren  unabhängig  verän* 
derlichen  Grössen  ein  Maximum  oder  Minimum  giebt? 
(Capitel  XII  und  XVIL) 

46)  Welche  Bechnungsvortheile  kann  man  bei  der  Ermitte- 
lung der  etwaigen  Maxima  oder  Minima  einer  Function 
anwenden?  —  (§.  38  und  Bemerkung  ra  Aufgabe  1  §.  90.) 

47)  Wann  ist  eine  Curve  concav  nach  oben,  und  wann  ist 
sie  oonvex  nach  oben?  —  (§.  91  ff.) 

48)  Was  versteht  man  unter  Wendepunkt  der  Concavität  und 
Convexität?  —  (§.  91  ff.) 
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49)  Wie  verfährt  man,  um  die  etwaigen  Wendepunkte  einer 
Curve  zu  ermitteln?  —  (§.  92  ff.) 

50)  Die  Gleichung  einer  Gurre  sei  y  =  f(x).  Welehe  Be- 
ziehung findet  Statt  zwisohen  den  etwaigen  Wende- 
punkten der  Curve  und  den  Maxima  und  Minima  von  f  x? 
(Capitel  XII  und  XUL) 

51)  Wie  findet  man  die  Punkte  einer  Curve,  in  denen  die 
Neigung  derselben  gegen  die  AbflcisBenachse  eine  ge- 
gebene Grösse  hat?  —  (§.  7  und  Aufgabe  2  im  §.  98.) 

52)  Was  versteht  man  unter  Berührung  erster,  zweiter  .  .  • 
nt«r  Ordnung?  —  (§.  99  ff.) 

53)  Was  ist  ein  Krümmungskreis,  und  was  ist  ein  Krüm- 
mungshalbmesser? —  (§.  98.) 

54)  Der  Krümmungskreis  fttr  irgend  einen  Punkt  einer  Curve 
geht  mit  der  Curve  im  Allgemeinen  eine  Berührung 
zweiter  Ordnung  ein.    Beweis?  —  (§.  99  und  101.) 

55)  Wenn  die  Gleichung  einer  Curve  y  =  f x  ist,  und  wenn 
in  irgend  einem  Punkte  dieser  Curve  die  Neigung  ge- 
gen die  Abscissenaehse  gering  ist,  d.  h«  wenn  für  die- 
sen Punkt  p  klein  ist,  so  setzt  man  mit  einer  gewissen 

1         dx2 
Annäherung  ^  =  —  =  -^^.      Wie   lässt  sieh  dies  be- 
weisen? —  (Gleichung  23  §.  101.) 

56)  Was  ist  eine  Evolute,  was  ist  eine  Evolvente,  und  was 
sind  aequidistante  Curven?  —  (§.  io4  und  §.  108.) 

57)  Man  soll  die  Beziehungen  zwischen  Evolute  und  Evolvente 
ausführlich  entwickeln.  —  (§.  104  ff.) 

58)  Man  soll  beweisen,  dass  die  Evoluten  aller  algebraischen 
Curven,  deren  Gleichungen  die  Form 

X  =  A  +  Bx  +  Cx2  +  . . .  Mx"  haben 
rectificirbar  sind,  —  (§,  io7.) 
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&9)  Es  sind  folgende  Gleichungen  gegeben 
y  =  xi— 4x  — 5;  y  =  x»  — 2x»— II1+ 12; 

y  =  (x4-3).(x— l).(x-4) 

y  =  ^*-2|-ll.|  +  12;y=(x+6).(x+2).(x-l).(x-4) 

^-(j+o(j+')(i-oa-«)^ 

y=4  |/x^  — 3x4;  a2y2+b2x2„  +  a2b». 

Man  soll  die  Curyen,  welehe  dieBen  Gleichungen  ent- 
sprechen, auf  alle  ihre  Eigenschaften  disoutiren,  und  zwar 
namentlich  mit  Bttcksicht  auf: 

1)  die  etwaigen  Durchschnittspunkte  mit  den  Goordinaten- 
Achsen, 

2)  die  Neigung  der  Curve  gegen  die  Äbscissenachse,  und 
deren  etwaige  Maxima  und  Minima, 

3)  die  Concayität  und  Convexität,  und  die  etwaigen  Wende- 
punkte, 

4)  die  Erümmungskreise. 

Schliesslich  soll  man  jede  dieser  Gurren  und  ihre 
Evolute  construiren,  und  das  Resultat  der  analytischen 
Untersuchung  auf  graphischem  Wege  prüfen. 

60)  Es  sei  z  =  f  (x,  y).  Was  versteht  man  dann  unter  dem 
partiellen  Differential  von  z  nach  x  oder  y,  und  wie  be- 
zeichnet man  dasselbe?  Was  ist  das  totale  Differential 
von  z?  —  (§.  109  flf.) 

61)  Eine  krumme  Fläche  ist  gegeben  durch  die  Gleichung 
z  =  f  (x,  y).  Man  soll  durch  einen  Punkt  dieser  Fläche 
an  dieselbe  eine  berührende  Ebene  legen.  —  (§.  in.) 

62)  In  einem  Punkte  einer  krummen  Fläche  soll  man  eine 
Normale  errichten.  —  (Die  Normale  steht  rechtwinklig  zu  der 
Ebene,  welche  die  krnmme  Fläche  in  dem  Punkte  berührt,  in  welchem 
die  Normale  errichtet  werden  soll.) 
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63)  Man  soll  eine  Function  von  mehreren  unabhängig  verän- 
derlichen Grossen  nach  Taylors  Lehrsatz  entwickeln. 

64)  Man  soll  untersuchen,  ob  die  Function 

z  =  i(m+|/x2  +  y2)2 

Maxima  oder  Minima  hat? 

Bemerkunir« 

Die  vorstehende  Gleichung  ist  die  Gleichung  einer  knunmen 
FUiche,  welche  dadurch  entsteht,  dass  sich  eine  Parabel  nm 
eine  Achse  dreht,  welche  in  der  Ebene  der  Parabel  liegt  und 
II  der  geometrischen  Achse  derselben  ist  (vergl.  §.  124). 
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Von  Seite  der  Verlagshandlung  wurde  mir  die 
ehrenvolle  Aufforderung,  die  durch  den  Tod  des  Ver- 
fassers unterbrochene  Herausgabe  der  DI,  Auflage 
der  Integralrechnung  weiterzuführen.  Wenn  ich  dieser 
Aufforderung  entsprach,  so  war  ich  mir  wohl  bewusst, 
dass  ich  meine  ganze  Kraft  und  grossen  Fleiss  würde 
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Thatsache  ist,  dass  auf  einen  Schüler  nichts  ermüden- 
der wirkt  als  die  Ableitung  von  Sätzen  und  Formeln, 
von  denen  er  nicht  weiss,  wozu  er  sie  benutzen  kann, 
so  hielt  ich  es  für  meine  Pflicht,  den  theoretischen 
Beispielen  allenthalben  practische  beizufügen. 

Erfurt,  im  JuU  1877. 

J.  Franz  Meyer. 
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I.  CapiteL 

Allgemeine  Be^rilTe  und  Fundamentalsätze  der 
Integral  -  Rechnung*. 

§.1. 
Definition  des  Integrals. 

Die  Integralrechnung  ist,  abgesehen  von  ihrer  Anwendung, 
das  Umgekehrte  der  Differential-Rechnung  und  hat  also  die 
Au%abe,  aus  einem  gegebenen  Differential  z.  B.  aus  3x'  dx  die 
ursprüngliche  oder  primitive  Function  herzuleiten,  d.  h.  die- 
jenige Function,  welche  differentiirt  das  gegebene  Differential 
gibt     Das  Operationszeichen   der  Integralrechnung   ist  ein   / 

(ein    langgezogenes    S).      Es    ist    also    /  3x*  dx  =  x' ,   weil 
dx'  =  3x*  dx. 

Das  Resultat  der  Integral -Rechnung  heisst  Integral. 

Bemerkung. 

Wir  werden  später  sehen,  dass  man  ein  Integral  anch  als  Summe  von 
nnendlich  vielen  unendlich  kleinen  Grössen  auffassen  kann.  Dieser  Auf- 
fassung entspricht  das  Operationszeichen  f  (erster  Buchstabe  des  Wortes 
Samma).     Das  Operationszeichen  y,f^  ist  von  Leibnitz  eingeführt. 

§.  2. 
Die  Integrations-Constante. 

Nach  dem  Vorstehenden  ist  die  Integration  gleichbedeutend 
mit  Aufhebung  einer  vorangangenen  (oder  als  vorangegangen 
gedachten)  Differentiation,  so  dass  man  schreiben  kann 

Ste^emann.    Integral-Bechn.  1 
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1)   /  (dfic)  =s  fx  (spr,  Integral  von  dfe  ist  gleich  fit). 
Setzen  wir  nun  in  Gleichung    1)  f'xdx  statt  dfx,  so  folgt 
f  xdxssfx. 


2)/i 


Weil  aber  f'xdx  nicht  bloa  das  Differential  von  fit,  son- 
dern das  Differential  einer  jeden  Summe  ist,  welche  durch 
Addition  von  fx  mit  irgend  einer  Constanten  (C)  entsteht,  so 
erhalten  wir  ganz  allein 

3)  rrxdx  =  fx  +  c. 

G  bedeutet  hier  eine  constante  Grösse,  die  Jeden  belie- 
bigen Wertb  haben  kann.  Man  nennt  sie  die  Integratioos- 
Constante. 

Bemerfcngeii. 

1.  Offenbar  ist  in  Gleichnng  3  der  Werth  der  Integrations  -  Constanten 
ganz  unbestimmt,  so  liuige  das  Integral  (J'f^  dx  s=  fic  ^  C)  der  eissigei 
Bedingung  nnterwerfen  Ist,  dass  sein  Differential  gleich  fidi  sein  8«ll 
In  allen  Anwendungen  der  Integral  -  Rechnung  wird  der  Werth  dieser 
Constanten  durch  die  Natur  der  Aufgabe  bestimmt,  und  zwar  in  der  Re^l 
dadurch,  dass  man  den  Werth  des  Integrals  für  einen  bestimmten  Werth 
von  X  kennt.    Weiss  man  s.  B.,  dass 

l)/3x«dx=  15,  wenn  x  =  2, 
80  ISsst  sieh  sehr  leicht  der  Werth  der  Integrations-Constanten  bestimmen. 
Wir  erhalten  zun&chst 

2)/3x»dx  =  x»  +  C. 
•Setzen  wir  hierin  x  =  2,  so  wirdy3x'dx=  15,  also 

3)  I5  =  2»  +  C,  oder 

4)  C  =  7. 

Schalten  wir  diesen  Werth  von  C  in  Gleichung  2  ein,  so  folgt 
5)/3x*dx  =  x«  +  7. 

2.  So  lange  in  einem  Integral  die  Constante  C  einen  beliebigen  cod- 
stanten  Werth  hat,  nennt  man  das  Integral  ein  allgemeines  Integral.  Wenn 
dagegen  der  Werth  der  Integrations  •  Constanten  bestimmt  ist,  so  heisst  das 
Integral  ein  besonderes  Integral.  Der  Unterschied  zwischen  dem  allge- 
meinen Integral  und  dem  besondem  Integral  besteht  demnach  darin,  das^ 
in  dem  ersten  der  Werth  der  Integrations  -  Constanten  ganz  unbestimmt  ist. 
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während   die  Inte^ations  -  Constante  im  besonderen   Integral  einen  ganz 
bestimmten  Werth  hat. 

3.    Von  dem  allgemeinen  Integral  und  besondem  Integral  werden  wir 
später  noch  das  bestlnnte  Integral  unterscheiden  müssen. 


§.3. 
j"Afxdx  =  A.y*fxdx. 

Lehrsatz.  Der  Werth  eines  Integrals  wird  nicht  verän- 
dert, wenn  ein  eonstanter  Factor,  der  sich  unter  dem  Inte- 
gralzeichen befindet,  vor  dasselbe  gesetzt  wird,  d.  h.  es  ist 

Ta .f 'x  dx  =  A.  Tf X  dx. 

Beweis.    Es  ist 

1)  Afxdx  =  d(Afe  +  C),  hieraus  folgt 

2)  r  A  f 'x  dx  =  A  fx  +  C.    Eemer  ist 

3)  Tf X dx     =     fe  +  C,  also 

4)  A  rf'xdx=  Afe  +  AC 

Da  nun  die  Werthe  der  Integrations- Constanten  ganz  be- 
Kebig  sind,  so  kommt  es  auf  dieselben  gar  nicht  an.  Wir 
erhalten  demnach  aus  den  Gleichungen  2  und  4 

5)  r Af 'x dx  =  A.    Tf'x dx. 

§.4. 

y(fxdx+<p'xdx+F'xdx)=yf'xdx+yi^^ 

Lehrsatz.  Das  Integral  einer  Summe  von  Differential- 
FuDctionen  ist  gleich  der  Summe  der  Integrale  dieser  ein^ 
seinen  Differential -Pmictionen,  oder  es  ist 

/(f 'x  dx+cp'x  dx+F'x  dx+..)=/f'x  dx+Z^'x  dx+|F'x  dx+ .. 

1* 
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Beweis.    WeU 

1)     f'xdx  +  cp'xdx+P'xdx=d(fx4-cpx+Fx+C) 

80  ist       2) /(f'xdx  +  (p'xdx  +  Fxdx)=    fx+cpx+Fx+C) 

Femer  ist  3)  A 'x  dx  =  fr  +  c' 

4)  /  (p'x  dx=<px-f-c" 

5) /Fxdx=Fx+c'". 
Durch  Addition  der  Crleiehungen  3,  4  und  5  erhält  man 

6)  /  f'x  dx  +  /Vx  dx  + /f'x  dx=fx+(px+Fx+c'+c"+c"'. 

Die  Integrations  -  Constanten  C,  c',  c",  c'"  haben  auch 
hier  g^anz  beliebige  Werthe,  so  dass  wir  von  ihnen  ganz  ab- 
sehen können.     Wir  erhalten   demnach  aus  den  Gleichungen 

2  und  6 

7)  /  (f x  dx+cp'x  dx+F'x  dx)  = /f'x  dx+ fcp'x dx  +  TF'xdx. 

Bemerkaof. 

Man  kann  ansern  Satz  auch  auf  folgende  Art  beweisen:    Es  iat 

1)  d/(f'x  dx  +  <p'x  dx  +  F'x  dx)  =      f  X  dx  -f     <p'x  dx  -f      Fx  dx 

2)  d(/rx  dx  4-/q>'x  dx  ^/rx  dx)  =  d/f  x  dx  +d/p'x  dx  +  d/^x  dx,  also 

3  dC/f'x  dx  -f/q)'x  dx  +/rx  dx)  =      fx  dx  +     <p'x  dx  +       F'x  dx 

In  den  Qleichung^en  1  und  3  stimmen  die  rechten  Seiten  überein,  dem- 
nach  müssen   auch   die   linken  Seiten  dieser  Gleichungen  übereinatimmen. 
Es  ergiebt  sich  also  aus  den  Gleichungen  1  und  3 
4)  d/(rx  dx  +  q>'x  dx  +  r X  dx)  =  d  (/f'x  dx  +/f 'x  dx  +/rx  dx). 

Wir  sehen  hieraus,  dass  die  Ausdrücke/fx  dx4-<p'xdx4'F'x  ^)  ^^ 
y? X  dx  -fy^'^  ^  "h^^  d*  gleiche  Differentiale  geben,  mithin  müssen  — 
abgesehen  von  den  Integrations  •  Constanten  —  auch  diese  Ausdrucke  gleich 
sein,  d.  h.  es  ist 

/(fx  dx  +  <p'x  dx  +  F'x  dx)  =/'x  dx  4-/9  X  dx  ^ß^x  dx. 
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§•  5- 
Fundamentalformeln  der  Integral -Bechnung. 

Kehren  wir  wieder  zu  den  Paragraphen  1  und  2  zurück, 
so  ergiebt  sich  das  Integral  einer  vorliegenden  Differential- 
Function  ganz  von  selbst,  wenn  man  die  (ursprüngliche)  Func- 
tion kennt,  aus  der  man  die  vorliegende  Differential -Function 
durch  Differentiation  entwickeln  kann.    Weiss  man  z.  B.,  dass 

1)  d(x»)   =3x«dx, 
so  folgt  hieraus 

2)  /3x'dx  =  x«  +C. 

Weiss  man  femer,  dass 

3)  dsinx  =co8x.dx, 
so  folgt  hieraus 

4)  /cosxdx=sinx-|- C. 

Erinnern  wir  uns  nach  diesen  Erörterungen  der  Funda- 
mental-Formeln  aus  der  Differential -Rechnung  (D:-R.  Seite  62), 
so  gelangen  wir  ohne  Weiteres  zu  den  Fundamental -Formeln 
der  Integral -Rechnung. 

i)y'dx     =x4.c 

2)rAdx       =Ax4-C 

4)  rAf'xdx  =  A    A'xdx  =Afx  +  C 

5)  /(fxdx+(p'xdx+F'xdx)=yfxdx+/q)'xdx+^ 

=  fx  +  (px  +  Fx  +  C 
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g\    /  qX  (Jx        s=  e'  -4-  C  ^^'  Anftnffer  wird  wohl  thon,  die 

^  J  '  Formeln  1  bis  15  dem  aedXeht- 

aUte  fMt  einnprigm. 

9)/^  =         Ix        +C 


10)/. 
11)/. 


cosdx    =       sinx       -|-C 


sin  X  dx  sz  —  C08  X       -f"  ^ 

14)    /    .  =      arc  sin  X  +  C 

J  Kl-x*  ^ 

=  —  arc  cos  x  +  C 

15) /j^    =      a«tg^   +C 
=  —  arc  ctg  X  +  C. 
BenerkongeD. 
1.     Bei  der  Formel  6  ist  der  Fall  bemerkenswertb,  dass  n  =»  —  1  wird. 
Wir  erhalten  in  diesem  Falle  nach  jener  Formel 

/•  x-l+i 

l)yx-idx  =  --Y— r  oder 

Da  nan  -rr-  =  00}  so  sollte  man  denken,  dassy* —  ebenfalls  anendlich 

gross  sein  müsste.    Hiergegen  ist  aber  annttchst  zn  bemerken,  dass  man  die 
Integrations-Constante  gleich  —  00  setzen  kann.    In  diesem  Fall  hStte  das 

Integraiy*--  die  unbestimmte  Form  00  —  00-   Um  den  Werth  dieser  anbe- 
stimmten Form  za  ermitteln,  können  wir  aasgehen  von  der  allgemeinen  Formel 

an+l 
Da  C  nan  eine  willkürliche  Qrösse  ist,  so  darf  man  offenbar  C  » 

n-f-i 
setzen,  wo  a  eine  beliebige  positive  consUnte  Zahl  bedeatet. 

Hierdarch  erhalten  wir  aas  Gleichang  3 

M^   /*     ,        x«H-i       an+i 

n-|-l       n+l 

K\    /*     :»  xn+l  — an+l 
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Setzen  wir  in  dieser  GleichoDg  n  =:  —  1 ,  so  kömmt  die  rechte  Seite 

0 
auf  die  Form-rr.     Den   Werth    derselben    können   wir   nach    D.-R.    Ca- 

pitel  VIII  ermitteln.   Differeotürea  wir  nAnlieh  Zähler  and  Neoiier  In  Beug 

auf  B,  so  erhalten  wir 

xn+l  — aiH-l        0        xn+lk  — aa+lla 

^^        n+i        ^T 1 • 

Combiniren  wir  nun  die  Qleichangen  5  and  6,  so  folgt 
7)/x-idx-=lx-.la. 

Da  nun  la  wieder  jede   beliebige  Constante  darstellen  kann,  eo  fol^ 
ans  Gleichung  7 

8)/i-idx  =  lx  +  C, 
ein  Resolut,  «elehes  nit  Fornel  9  flbereinstlHit. 

2.    Es  könnte  dem  Anfänger  anffallen,  dass  nach  No.  14  der  Fnnda- 

mental-Formeln  A/- »  arc  sin  x  »j-  C,  und  dass  auch 

*^  y  i  —  x' 

/*  ,         —  ^  —  arc  ccw  x  +  C  sein  soll. 

*^Kl-x« 

Wir  bemerken  desshalbi  dass  sowohl  die 
Differentiation  von  arc  sin  x  -}-  C  als  die  Dif- 
ferentiation von  —  arc  cos  4~  C  den  Ausdmck 
dx 


zum  Resultat  giebt. 


Man  kann  aber  auch  leicht  zeigen,   dass 
arc  sin  x  und  ^  arc  cos  x  sich  nur  um   eine 

constante  Grösse  I-k')  unterscheiden.  Zu  dem 

Ende  betrachte  man  nebenstehende  Figur  1. 

t,  also 


arc  sin  x  —  (—  arc  cos  x)  =  CD  +  -^. 

Eine   analoge  Bemerkung  gilt  in  Bezug  auf  die  beiden  Werthe  f&r 

fr-t — •   in  No,  15  Seite  6, 
•^  l-J-x' 


_.       .,  (arcsinxss  CD) 
Hier  ist 
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§.6. 
Anwendungen. 

1 )  Wie  gross  ist  die 
Äusflussmenge  pro 
Seeunde  aus  neben 
aufgezeichnetem 
UeberfaU  ABCD. 

Bekanntlich  ist 
die  Ausflussmenge 
für  Horizontahnün- 
dungen  gleich  ei- 
nem Prisma,  dessen 
Grundfläche  die 
Oeffhung  und  des- 
sen Höhe  die  Aus- 
flussgeschwindigkeit ist,  also 

Q  =  Fv  =  F.K2gh  (F  =  Mündung,  v  =  Geschwindigkeit). 
Anders  verhält  es  sich,  wenn  die  OefiBaung  eine  Neigung 
gegen  den  Horizont  hat,  z.  B.  wie  obenstehende,  Figur  zeigt, 
in  der  Seitenwand  angebracht  ist.  Denn  für  diesen  Fall  fliessen 
die  in  verschiedenen  Tiefen  befindlichen  Elemente  mit  verschie- 
denen Geschwindigkeiten  aus  und  kann  deshalb  die  Wasser- 
menge nicht  als  Prisma  angesehen  werden. 

Man  denke  sich  deshalb  die  Oeffiiung  in  unendlich  kleine 
Streifen  getheilt,  so  dass  man  innerhalb  eines  jeden  gleiche 
Geschwindigkeit  annehmen  kann.  Ist  nun  AB  =  b,  AC  =  h, 
so  ist  die  Fläche  eines  solchen  Elementes  dFssbdh  und  folg- 
lich die  Ausflussmenge  aus  demselben  dQ  =  bdh  .|/^2gh  =  bK2g» 
hVtdh.  Die  Ausflussmenge  aus  dem  ganzen  Rechteck  ist  aber 
gleich  der  Summe  der  Ausflussmengen  aus  den  einzelnen  Ele- 
menten, also 
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Q==yb.K2g.hV,dh  =  by2g/V/,dh  =  b.K2g.^j^^ 
^|-.bK2i.h»'.  =  «/3bhV^2^  =  «/3Fv. 

2)  Es  soll  der  Schwerpunct  irgend  einer  Fläche,  d.  i.  der 
Abstand  desselben  von  den  Abscissen-  und  Ordinatenaxe  be- 
stimmt werden. 

Fig.  3. 

Die  gegebene  Fläche 
ADP  sei  F,  ihre  Abscisse 
AD  =  x,  ihre  Ordinate 
PD=y. 

Denkt  man  sich  F 
in  unendlich  kleine  Ele- 
mente von  dem  Inhalte 
dF  =  ydx  getheilt,  so  ist 
das  Moment  eines  solchen 
z.  B.  von  DCP  in  Be- 
zug auf  die  Ordinaten- 
axe Ay: 

BC .  dF  =  AD  .  dF  =  X  .  y  dx.  Sei  nun  S  der  Schwerpunct  der 
ganzen  Fläche  und  bezeichnen  wir  seinen  Abstand  von  Ay  als 
ES  =  AK  mit  z,  so  ist  ihr  Moment  in  Bezug  auf  Ay  gleich  Fz. 
Das  Moment  der  ganzen  Fläche  ist  aber  gleich  der  Summe  der 
Momente  der  einzelnen  Elemente,  folglich  ist 

Da  der  Schwerpunct  eines  Rechteckes  in  der  Mitte  liegt, 
man  aber  die  Flächenelemente  als  unendlich  kleine  Rechtecke 
ansehen  kann,  so  wird  der  Schwerpunct  C  des  Elementes  DCP 
eine  Entfernung  von  AX  gleich  V«y  haben  und  es  ist  in  Folge 
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dessen  sein  Moment  in  Bezug  auf  diese  Axe:  CD  .  dFs=i/^jdF 
=  VsJ .  y .  dx  =  Vsj'  dx.  Bezeichnen  wir  die  Entfernung  des 
Schwerpunctes  S  von  dieser  Axe,  nämlich  SK  mit  Z',  so  ist 
das  Moment  der  ganzen  Fläche  in  Bezug  auf  Ax  gleich  Fz'  = 

/  Vs7*  ^^  ^^^  daraus 

2)  z p TydF"- 

Aus  diesen  2  Fonneln  lässt  sich  nun  leicht  die  Lage  des 
Schwerpunctes  für  verschiedene  Flächen  bevednaeD.  Ffir  die 
Parabel  gilt  z.  B.  die  Gleichung  j'  ss  px^  voraus  folgt  y  ss  z'^Vp 
folglich  ist  für  dieselbe 

_/x.xv«Kp-dx      /xVtdx  _  •i;;ir      Vs^^     a^^ 
^ ""  /xv,Kp dx  ~  JvÄS  -  x;;^  "  «/3jc»Ä "  '» 

also  ES  B  %  AD. 

_  /VsPxdx    _   1  /i^dx   _  ^  2iZ  = 

~  fxV,/pdx~T»^P-7v:^~  Z^P-xV^r^ 

|K7.  ^.  =  •/8fFx  =  %y,  also  SK-^/sDP. 

§.7. 
Aufgaben  zur  Emübung  des  Vorhergehenden. 

1.  Es  ist  gegeben  x'dÄ. 

Setzen  wu-  in  Formel  6)  n  =  3,  so  folgt  ohne  Weiteres 

2.  Man  soll  7x'dx  integriren. 

Nach  §.  3  und  Formel  6  in  §.  5  erhalten  wir 

y*7x5dx=«7.J^x'dx  =  7.  j  +  C. 
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3.  NaD  soll  Y\  dx  Integriren. 


Es  ist  K^ssxVs;  hieraus  ergiebt  sich,  dass 
jK-idx=yxV.cbc  =  ,-|^  +  C=^  +  C  oder 

y|Axdx  =  »/4rF+C. 

4.  Man  soll  folgende  DIITerential- Functionen  integriren. 

dx     'y-T  j        dx       . ,/— j„    4  dx 
_,  i^x'.dx,    , — ,    4Kxdx, 

Wir  erhalten 
L/l       =/x-3dx=5^+C=^^+C=-4+C. 

n.yvi?.dx«/x'/.dx=^+c=^+c=»//?+c. 
/^ f=+c. 

A .  V^rdx  =  4  .y|/  ^'dx  =  4  .yxV,  dx  =  4  .—^  +  C. 

c/  73 

V.   r^dx  =  4./x-V.dx  =  4.^i:^+C:=44^  +  C. 
r_i_dx  =  4.%V'?  +  C  =  6l^?  +  C. 

5.  Man  soll  die  Differential -Function 

f  X*  +  7  .  KiT  -  ii-  +  |i)  dx  integriren. 
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Nach  §.  4  ergiebt  sich 

Hieraus  folgt 


/(.+,r.--il:+»)a. 


=  Tx*  dx  +  7  /"xV^dx  —  11  .  Tx-Vsdx  +  S  Tx-«  dx. 

Wenn  wir  nun  die  Integrationen,  welche  auf  der  rechten 
Seite  dieser  Gleichung  angedeutet  sind,  nach  No.  6  §.  5  aus- 
fahren, und  dabei  die  4  entstehenden  Integrations- Constanten 
in  eine  einzige  Constante  zusammenfassen,  so  giebt  dies 


4  +  1^      V»4-l       ^'•-»/3+l^'"-6+l 
X»     ,  ,       x'/,  x-'/,      ,   _       X-» 


^yp      +       _33 1      _,^. 


6.  Man  soll  den  Ausdruck /"(j  _  7  I^P  +  -i  x*  —  ^)dx 


entwickeln. 

Wir  erhalten  zunäxihst 


1     x»+i  XV5+1     ,    x*+i         4     x-«+i     ,  ^ 


4   3  +  1  %+1^4  +  l       3   —2+1 
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13 
Dies  giebt 

7.  Man  soll  den  Ausdruck  /  (a  sin  x  -f  b .  cos  x  -f-  c  e^)  dx 

enMckeln. 

Wenn  wir  die  Formeln  No.  8,  10  und  11  Seite  6  anwen- 
den, so  erhalten  wir 

/(a8inx-|-bco8x-|-ee*)dx  =  — acosx-j-bsinx  +  c.e»  +  C. 

8.  Man  soll  den  Ausdruck  /  (m  a»  dx  +  n f-P  — r- 1 

J  ^  '        X    '  ^  cos'x/ 

entwickeln. 

Hierzu  wenden  wir  die  Formeln  No.  7,  9  und  12  Seite  5 
nnd  6  an^  und  erhalten  dann 

/(ma-dx  +  n^  +  p^)  =  m.^  +  n.lx  +  ptgx  +  C. 

9.  Man  soll  den  Ausdruck  H-^^—Ma-^^^^^J) 

J  \1  4"  X*   '      sm'x  ^  J^i_xV 

entwickeln. 

Wir  wenden  die  Formehi  No.  15,   13  und  14  Seite  6  an. 
Dann  ergiebt  sich 

/7  dx      ,         dx     ,       dx     \  ,  .       .  ^ 

I  Vi4^  +  ^  riH^+  j^^=j=arctgx-actgx+arcsmx+C. 

Bemerkung. 

Statt  des  vontehenden  ResuItateB  hätten  wir  auch  setzen  können 

//    dx       ,         dx     ,        dx      \  ,    ^ 

'I  j-i — i  -f-  a  -r-j-  H r  I  =  —  »rc  ctfif  x  —  a .  et«  x  —  arc  cos  x  +  C. 

Vl+x*    '      sin'x   '    yi^x^y  •«  -8  -r 

Von  der  Richtigkeit  dieser  beiden  Resultate  kann  man  sich  leicht  über- 
eugen,  dadurch,  dass  man  in  beiden  Fällen  das  Resultat  di£ferentiirt 
¥enn  die  Resultate  richtig  sind,  so  muss  in  beiden  Fällen  ihr  Differen- 
ial  gleich  dem  Ausdruck  unter  dem  Integralzeichen  sein  (vergl.  übrigens 
.  5,  Bemerkung  2). 
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§.8. 
Fortsetzung. 

Man  soll  folgende  Integrale  auflösen 

"/^^ 
4)  ( -  "q   ^ 

.y   np  q    * 

6) /'(4x'  +  36x»  —  58x  —  61) .  dx 

7)  ASx*  dx  -  lOx  dx  +  8dx) 

tO)/(-^-+-ii— ^)to. 
•^  ^  3x1^?   8xVx   '  ' 

Wegen  der  AaflöBongen  der  vorstehenden  Integrale  sehe  man  D.-B. 
Seite  45  No.  11—20. 

§.  9. 

Integration  durch  Substitution« 

In  den  Eällen,  welche  in  den  vorigen  Paragraphen  be- 
handelt sind,  war  es  möglich,  die  Integration  durch  directe 
Anwendung  unserer  Fundamentalformeln  zu  vollbringen.  Sind 
die  zu  integrirenden  Differential -Functionen  complicirter,  so 
kommt    die    Integration    derselben    im    Wesentlichen    darauf 
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hinaus,  jene  Differential -Functionen  auf  unsere  Fundamental- 
Formeln  zurückzuführen.  Dies  erreicht  man  sehr  häufig  da- 
durchy  dass  man  statt  x  eine  neue  Variable  (u)  einfiöhrt.  Wenn 
z.  B.  die  Function  Fx .  dx  nicht  direct  mit  Hülfe  unserer 
Fundamentalformeln  integrirt  werden  kann,  so  ist  es  in  vielen 
FäQen  möglich,  durch  Einfuhrung  einer  neuen  Variablen  u  die 
Function  Fx  .  dx  auf  eine  unserer  Fundamental  -  Formen  zu 
bringen,    um   dadurch   die   Integration   einzuleiten.     Ist   z.  B. 

Fx  .  dx  =  f'u  .  du,  so  ist  /  Fx  .  dx  =  /  fu  .  du  =  fu  -f  C. 

Drückt  man  nun  in  dem  Ausdrucke  fu  -|-  C  die  Grösse  u  wieder 
durch  X  aus,  so  ist  die  Integration  zu  Ende  geführt 

Die  folgenden  Beispiele  mögen  das  Vorstehende  noch  weiter 
erläutern. 

§.  10. 
Fortsetzung.    Aufgaben. 

Aufgabe  1.    Man   soll  das   Integral  /cos  (a  -}-  bx)  .  bdx 

entwickeln. 

Auflösung.  Zunächst  haben  wir  zu  untersuchen,  ob  das 
Yorliegende  Integral  sich  unter  unsern  Fandamentalformeln 
befindet,  oder  auf  welche  von  unsern  Fundamentalformeln  sich 
dasselbe  wohl  lurflckfUhren  lässt. 

Wir  finden  nun,  dass  unser  Integral  /  cos  (a  +  bx) .  bdx 

sich  allerdings  nicht  unter  den  Fundamentalformeln  befindet, 
indessen  lässt  sich  doch  leicht  erkennen,  dass  man  es  auf  die 

Form  /  cos  u  du  zurückfuhren  kann. 

Setzen  wir  nämlich 

1)  a  +  bxr=u,  so  ist 

2)  bdx   =du. 
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Subßtituiren  wir  diese  neuen  Werthe  von  a  +  bx  und  b  dx 
in  das  vorliegende  Integral,  so  erhalten  wir  nach  Formel  10 
Seite  6 

.  3)  /  cos  (a  +  bx)  .  b  dx  =  /  cos  u  du 

4)  /  cos  (a  +  bx)  .  b  dx  =  sin  u  -j-  C. 

Setzen  wir  hierin  für  u  seinen  Werth  nach  Gleichung  1, 
so  folgt 

5)  /  cos  (a  +  bx) .  b  dx  =  sin  (a  -|-  bx)  -|-  C. 

Wie  g^ross  ist  das  Differential  von  sin  (a  -}-  bx)  -f-  C  ? 
Wie  kann  man  durch    dieses  Differential   die   vorstehende  Integration 
prüfen  ? 

Aufgabe  2.  Man  soll  das  Integral  /  cos  (a  -[-  bx)  dx  ent- 
wickeln. 

Auflösung.    Wir  setzen  wieder 

1)  a-I-bx  =  u,  daraus  folgt 

2)  b  dx    =  du 

3)  dx    =ydu. 

Schalten  wir  den  Werth  von  a  +  bx  und  dx  nach  den 
Gleichungen  1  und  3  in  das  gegebene   Integral  ein,  so  folgt 

4)  /  cos  (a  -|-  bx) .  dx  ==  /  cos  u .  -T-  du. 
Hieraus  ergiebt  sich  nach  §.  3  und  Formel  10  Seite  6 

5)  /  cos  (a  -|-  bx) .  dx  =  -jT  /  cos  u  du  =7-  sinu-j-C. 
Setzen  wir  hierin  den  Werth  von  u  nach  Gl.  1,  so  folgt 

6)  /  cos  (a  +  bx)  .  dx  s=  -r-  sin  (a  +  bx)  +  C. 
Prüfung  dnrch  Differentiation! 

Aufgabe  3.    Man  soll  das  Integral  /  m  .  e»-H>»  dx  auflösen. 
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Auflösang.  Wenn  wir  unser  Integral  mit  den  Fundamen- 
talfonnen  von  Seite  5  und  6  vergleichen,  so  ergiebt  sich;  dass 

num  dasselbe  auf  die  Fonn/e- du  zurückführen  kann.   Zudem 
Ende  setzen  wir 

1)  a  +  bx  =  u,  dann  ist 

2)  dx  =  l.du. 

Setzen  wir  nach  diesen  beiden  Gleichungen  die  Werthe 
von  a-f-bx  und  dx  in  das  vorliegende  Integral  ein,  so  ergiebt 
sich  nach  §.  3  und  Formel  8  Seite  6 


3)  rm.e«^»dx== /m.e».-^  =  ^ /e« 


du. 


Cm .  e«+»>«dx  =^  e«  +  C- 

Setzen  wir  hierin  fiir  u  seinen  Werth  nach  Gleichung  1, 
00  ergiebt  sich 

4)  /m  .  e«+»>«dx  =^  e«+»>»  +  C. 

In  ähnlicher  Weise  gelangt  man  lu  folgenden  Resultaten : 

5)  y*(a  +  bx)» .  b  dx  =  (iiJ^  +  C. 

Man  setze  a-f-bz^n,  und  vergl.  No.  6  Seite  5. 

6)^^15  (a  +  hxy  dx  =  3  (*  +  ^'^'  +  C. 
a-f-bxBsQ  gesetzt  und  vergl.  No.  6  Seite  6. 

7)//(i+^.dx=|.  iis^ +C. 

Man  setze  a  -f-  bx  as  o,  and  vergl.  Formel  6  Seite  6. 


«>/.T 


Adx  7A» 


=  k/(^+i>^)'+C'- 


"3b 


V(a  +  bx)* 
Man  setze  a-j-bzan,  nnd  vergl.  Fonnel  6  Seite  5. 


9)    /a«n+nxdx  = ^.am+nx«LC. 

^J  n.la  * 


Man  setze  m  -}-  d^l  =  u,  nnd  verfahre  nach  Fonnel  7  S.  5. 
fite^mann.   Integnl-Sechn.  2 
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nach  Formel  12  Sexte  6. 

nach  Formel  15  Seite  6. 
Man  hätte  anch  schreiben  können 

/l+fa  +  bx)' «rcctg(*  +  bx)  +  C. 

12)  /l— =^=^  =  4-arc8in(a  +  bx)  +  C 
nach  Fonnel  14  Seite  6. 

13)y(a4.bx+<a«)\(b4.2cx)dx=^5±^^^i:£5l*+c. 

Um  SU  diesem  Resoltate  zu  gelangen,  setzen  wir 
a  -|-  bz  -f-  ex'  =  Vf  so  Ist 
(b -f- ex)  dx  s=  da,  also 

n^ 
y(a  +  bx  +  ex«)*  (b  +  2cx)  dx  ==/a*  du  =  j  +  C  etc. 

14)  f       ^  +  '^^      -dx^Zt^a  +  bc-Hcx'  +  a 
V  |/  a+bx+cx« 

Man  setze  a  -f-  hx  -f-  ex'  =  n  und  verfahre  nach  Formel  6 
Seite  5. 


15)  rm»-H>x+«x« .  (b  4-2cx)  dx  =  m»+bx+«*  j^  +  C 
nach  Formel  7  Seite  6. 

i«)/a+btrcx»^°Ha  +  bx  +  cx«) 
nach  Formel  8  Seite  5. 

17)  /co8(a4.bx+cx*).(b+2x)dx=8in(a-l-bx+cx')+C 


nach  Formel  10  Seite  6. 


18)  Man  soll  den  Ausdruck   /  -rr^  entwickeln. 

Auflösung;.    Man  erkennt  sehr  leicht  ^  dass  —  abgesehen 
von  einem  constanten  Factor  —  der  Zähler  gleich  dem  Diffe- 
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rential  des  Nenners  ist,  das  also  unser  Integral  sich  auf  die 
Form  /  -g-  bringen  läÄSt    Setzen  wir  zu  dem  Ende 

1)  a"  -|-  X*  =  u,  so  ist 

2)  2xdx  =  dUy  also 

3)  xdx  =  V$du. 

Schalten  wir  nun  nach  den   Gleichungen   1   und   3   die 
Werthe  von  a"  -f-  x"  und  x  dx  in  das  gegebene  Integral  ein,  so 
erhalten  wir  nach  Formel  9  Seite  6 
xdx         ^,  du 


*)/;^-v4°='/.iu+c. 


'+ 

Setzen  wir  hierin  für  u  seinen  Werth  nach  Gleichung  1, 
so  folgt 

r  dx 

19.  Man  soll  den  Ausdruck  /    ,  .    ,  entwickeln. 

Um   das  vorliegende  Integral  zu   lösen,   vei^leichen   wir 
dasselbe  mit  unsem  Fundamentalformeln.    Es  stellt  sich  dann 

Ju 

gen,  und  darauf  nach  No.  15  der  Fundamentalformeln  integriren 
müssen. 

Wir  schreiben  demnach 


I— i — f  brin- 
1+u* 


Setzen  wir  hierin 


2)  —  s=u,  so  folgt 
a 


3)  dxssadu. 

Schalten  wir  hiemach  die  Werthe  von  —  und  dx  in  Gleichung  1 
iin,  so  folgt 
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±\  r  ^^  —  C—  *^" L  c  ^" 

*''Ja'+x»~J  a'"l  +  u'~  aj  1+u' 

Setzen  wir  hierin  den  Werth  von  u  nach  Gleichung  2  ein, 
so  folgt 

K\    r     ^  ^    ow»  +0.   ^   _L.  P       Glelchnng  5    enth&lt  eine 

'  J  a"4-X*  —  "a"  ^  "j^    i"  ^'  I       sehr  wichtige  FormeL 

20.   Man  soll  folg'ende  Ausdrücke  entwickeln: 

■•/.^-  ^Ir^^.  '«•/Tfe'  ■  Y»^- 

Auflösung  I.    Setzen  wir  axs=u,  so  ist  dx  =  — ,  hiemach 

a 

folgt  nach  Formel  14  Seite  6 

r        dx  ri  du  1  .        ,   n 

/  -  =  / ,  =  —  arc  sm  u  +  C. 

J  /i_aV     ^   a     V  \—v?       a  * 

Setzen  wir  hierin  für  u  seinen  Werth,  so  folgt 

r        dx  1  •  I   n 

;    ^  =  —  arc  sm  ax  +  C. 

Auflösung  n.    Wir  setzen  x .  Vn5"=  u,  also  dx  =  -r=,  so 
erhalten  wir 

r_=ä=  =  JL  arc  sin  (x .  Vh)—  C. 

Auflösung  m.    Wir  schreiben  zunächst 

dx 

r     dx     ^r     dx  r      a 

w>  a 

X  dx 

Setzen  wir  hierin  —  =  u,  also  —  =  du,  so  folgt 

r       dx  r      du  .        ,   /^ 

/  -7===r=rs=a  /  — _— ^^^^^^^^^  =s  arc  sm  u  +  C, 

^  V  a«  ~  X«     ^  K  1  -  u«  ^    ' 
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oder  wenn  wir  für  u  seinen  Werth  setzen 

dx                    .     X    ,  ^ 
^,  ==  arc  cm h  C. 

Aufldsung;  IV.     Es  ist  leicht  einzusehen ,   dass  der  Aus- 
druck /  auf  die  Form  /  u™du  gebracht  werden  kann. 

Wir  setzen  zu  dem  Ende 

1)  a*  —  x'  =  u,  so  ist 

2)  xdx    =  — V$du. 
Hiemach  erhalten  wir 

Setzen  wir  hierin  für  u  seinen  Werth  nach  Gleichung  1, 
so  ergiebt  sich 

21.    Es  sind  noch  folgende  Integrale  zu  entwickeln 

xs)'x*dx.  (Man  setze  l-|-z*=n  und  verfahre  nach  Formel  6,  S.  5.) 
x'dx 


/■ 

/■ 
/■ 
/■ 


/(l+x7 

x»dx 
a+x*      ' 
cos  x  dx 


(Man  setze  l-|-x'=n  und  verfahre  nach  Formel  6,  S.  5.) 

(Man  setze  a-{-x^=Ba  und  verfahre  nach  Formel  9,  S.  6.) 
(Man  setze    sin  z=a  und  verfahre  nach  Formel  9,  S.  6.) 


smx 
e*Hz> .  X  dx.        (Man  setze  a'-f-x*s=Ti  nnd  verfahre  nach  Formel  8,  8.  6.) 

Bemerkung. 

Bei  den  letzten  Aufgaben  sind  keine  Lösungen  gegeben.    Der  Leser 

kann  die  Richtigkeit  der  Resultate  leicht  durch  Differentiation  prüfen ;  wie 

wir  dies  zum  Ueberfluss  noch  an  folgendem  Beispiele  zeigen  wollen. 

cos  X  dx  «, 

Es  sei  gegeben  — : .     Um  diesen  Ausdruck  zu  integriren,  setzen 

.      .  .  ^  j         j       ,      cos  X  dx       du 

wir  sin  X  =  u,  so  ist  cos  x  dx  =b  du,  also  — : =s  — ,  also 

sin  X  u 
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1)   r2?iiLi;=r^  =  ?a+Coder 
^J     sinx        J   VL 

Tcosxdx^ 


:  2  sin  X  -f-  C. 


Wollte  man  jetzt  die  Richtig^keit  des  Resultates  prfifen,   so  branchte 
man  nur  die  rechte  Seite  yon  Gleichung  2  zu  differentiiren.    Wir  erhalten 

dadurch  d(isinx4"  C)  =  — : =  — : .     Wir  haben  also  durch  Dlffe- 

sinx  smx 

rentiatlon  des  Resultats  diejenige  Dlfferentialfkinetion  wieder  erhalten,  die 
wir  Integrirt  haben.  —  (Wir  sehen  hierausj  dass  die  Integration  richtig  war). 

§.   11- 

Anwendung.    Entwicklung  der  Gleichung  für  die 
Eettenlinie. 

Fig.  4. 

Ein    an    2    Puncten 
aufgehängtes     biegsames 
Seil  bildet  eine  krumme 
Linie,  die  sogenannte  Ket- 
tenlinie. Bezeichnet  y  das 
Gewicht     eines    Ketten- 
stückes von  1  "*  Länge,  femer  1  den  Bogen  MC  =  M,  C,   so  ist 
das  Gewicht  dieses  Kettenstückes  G  =  ly.     Setzt  man  endlich 
die  Länge  eines  Kettenstückes,  deren  Gewicht  gleich  der  Hori- 
zontalspannung H  ist,   gleich  >.,  so  ist  H  =  Xy.    In  Folge  dessen 

MF 
hat  man  für  den  Neigungswinkel  (p  die  Gleichung  ^¥  =  ^77^ 

_G_ly_J^ 
~H~;iy""  V 


nun  ist  aber  V^cp  auch  gleich  dem  |^OM,N,  welchen  ein  Bogen- 

element  dl  mit  einem  Element  OMj  ==  dy,  der  Ordinate  FMi  = 

1  ON      dx 

FM  =  y  bildet  und  ist  in  Folge  dessen  Y  =  tg(p  =  -7^  =  ;5- 

dy'       1' 
oder  auch  1)  -=^  =  -j-,  wenn  wir  ON  als  Element  der  Abscisse 

DF  =  x  betrachten. 
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Nach  dem  Pythagoräiachen  Lehrsatz  ist  aber  dy* =dl'— -  dx*, 
setzt  man  diesen  Werth  in  1)  ein,  so  folgt 

2)  — T-i — ==iT  ^^^  durch  weitere  Entwicklung 
dx«((?-^  — l")  =  l*.dl*  oder 

3)  d^  =  -- —  SetztmannunX'-|-l*s=v,also2ldl=dv, 

so  erhalten  wir 

dx  =  y^  =  V»  v-'^  dv,  folgUch 

4)  x=v,/v-v«dv+ c= V».  i;^+c=i/,^+c 

— s  K^H-  C  ==  |/  ^*  + 1*  4-  C.    Ist  nun  X  =  0,  so  ist  es  auch  1 
und  man  kann  deshalb  setzen 

O  =  W  +  C,  woraus  folgt  C  =  —  X.    Diesen  Werth  fiir  C  in 
Qleichung  4  gesetzt,  giebt 

X  =  V  1*~+X*        —  ^  oder 


1  =  K(x+X)»-X'  =  K  X*  +  2x  >.  und 
P-x« 


2x 


Wird  also  eine  8  m  lange  nnd  24  Kgr.  schwere  Kette  AGB  so  aufge- 

24      ,^ 

hangen,  dass  die  Bogenhöhe  CE  =  3 «»  ist,  so  hat  man  y  =  -g-  =  3K  nnd 

18 _i       4« 3« 

Xsm- --  = =  V6i   folglich   bringt   die   Kette   eine  Hovizontal- 

2x  2  •  3 

Spannung  von  H  =  Xy  =  3  ,  '/s  =  Va  =  3,5  Kgr.  hervor. 


§•  12- 

Integration  durch  Zerlegung. 

Wenn  die  vorhin  gezeigten  Methoden  allein  nicht  genügen, 
um  eine  Differential -Function  (Fxdx)  zu  integriren,  so  kann 
man  dies  zuweilen  dadurch  erreichen,  dass  man  die  Function 
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(Fxdz)  in  mehrere  Summaden  zerlegt,  welche  man  integriren 
kann.    Ist  z.  B. 

Fxdx=    fxdx-f-    (p'xdx,  so  folgt  hieraus 

Tfx  dx  =  /f X  dx  4-  Tcp'x  dx 
^Fxdx=    fe  +  cpx  +  C. 


/' 


Einige  Beispiele  mögen  dies  erläutern. 

*^sta'x.cos»x 

Wir  setzen    .,^     .    ^  dx  f  sin'x  +  cos'x)  ^  _dx_      _^ 
sin'x .  cos'x  sm'x .  cos'x  eos*x   '   sm'x 

Hieraus  folgt  nach  Formel  12  und  13  Seite  6 

r..^  .  =r.ji-+ri5-^tgx-ctgx+c. 

j  sm'x .  cos  X     J  cos*x  '  j  sm*x      ^  o      i 

"^  sin  X .  Gos  X 

«T.      X  dx  (sin*x+cos'x)dx      sinxdx  ,   cosxdx 

Wir  setzen  -, =  ^ — ; — ? — ^ L —  -= . 

sm  X .  cos  X  sm  X  .  cos  x  cos  x     '      sm  x 

Hieraus  folgt  nach  Formel  9,  10  und  11  Seite  6 

/dx  Ainxdx  ,  Tcosxdx  ,  ,  ,  .  ,  ^ 
=  / h  /  ; 6COSX+68mX  +  C. 
sm  X ,  cos  X     J    cos .  X    '  J     sm  X                     '  ' 


/, 


dx  ,  sin  X  ,  ^      ,  ^        ,   ^^ 


sm  X  .  cos  x        cos  x 

dx 


3) 


sinx' 


W u*  setzen  -: —  = 


smx      ^   .     X         X         .X  X 

2  sm  -^  cos  —      81^  Y '  ^^^  T 

n  .    , .    .     X  ^ ,        dx  du 

Setzen  wir  merm  -^  =  u,  so  folfft  -; —  =  -; • 

2         '  ^    sm  X       sm  u .  cos  u 

Hieraus  ergiebt  sich  analog  wie  in  Aufgabe  2 

r^=r.-^ — itgu+c. 

o^  sm  X     J  sm  u  .  cos  u        ^      ' 
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Setzen  wir  hierin  (ür  u  seinen  Werth,  so  ergiebt  sich 
sinx        ^  2    * 


f-. 


4)l-±i*. 


Setzen  wir  .  "j     ,  =  -r-^. — -,  +  r— r — ;,  so  ist 
l  +  x*       l  +  x*   '   1  +  x*' 

dx  xdx 


/m-/r 


Hieraus  folgt  nach  Formel  15  und  9  Seite  6 

Bemerkangen. 

1)  Wir  empfehlen  dem  Anfänger,  die  Richtigkeit  der  Resultate  durch 
I>i£ferentiation  zu  prüfen.  ^ 

2)  Die  Integration  durch  Zerlegung  findet  besonders  bei  der  Integration 
der  rational  gebrochenen  Functionen  Anwendung. 

§.  13. 
Theilweise  Integration. 
Wenn  u  und  v  zwei  beliebige  Functionen  von  x  sind,  so 
ist  bekanntlich 

1)  d  (u .  v)  =  u  dv  -j-  V  du 

und  hieraus  folgt  wieder  durch  Integration 

2)  u .  V  4-  c'  =  Tu  dv  +  c"  -|-  y^v  du  +  c'"  oder 

3)  r u  dv     =  UV+  c'  —  c"  —  Tv  du  —  c'". 

Offenbar  kann  man  den  Werth  von  c'  —  c"  —  c'"  gleich 
irgend  einer  beliebigen  Constanten,  C,  setzen,  so  ergiebt  sich 
demnach  aus  Gleichung  3 

4)  /  u  dv  =  UV  —  /  V  du  -}-  C. 

Mit  Hülfe  der  Gleichung  4  ist  die  Integration  der  Differen- 
tial-Function  udv  zurückgeführt  auf  die  Integration  von  v  du. 
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Das  IntegTAtions- Verfahren,  das  sich  hierauf  stütst,  helsst 
theilweise  Integration. 

Beispiel  I.    Es  sei  gegeben  Ix.dx. 

Wenn  wir  diese  f\inction  integriren  wollen,  so  können  wir 

zunächst  untersuchen,  ob  /  Ix  dx  unter  unsem  Fundamentalfor- 

meLa  (Seite  5  u.  6)  vorkommt.  Nachdem  wir  hier  vergeblich 
gesucht  haben,  können  wir  uns  bemühen,  unser  Integral  mit 
Hülfe  der  Substitutionsmethode  oder  durch  Zerlegung  (§.  10  u.  12) 
zu  entwickeln.  Auch  hier  werden  wir  nicht  auf  eine  einfache 
Weise  zum  Ziele  kommen. 


Wir  machen  deshalb  den  Versuch,  ob  wir  Hx  dx 


nicht 


durch  theilweise  Integration  (nach  Gleichung  4)  lösen  können. 

Zu  dem  Ende  setzen  wir 

5)  Zx  =u,  dx  =  dv. 

6)  — s=du,  x  =  v. 

Hiemach  ergiebt  sich  mit  Hülfe  von  Gleichung  4 

7)  Hx .  dx  s=  ix .  X  —  /  X . 1-  C. 


dv 


du 


8)  Ax.dx  =  Zx.x—  r  dx     +C. 

u  .  dv  u  .  V  V  da 

9)  nx.dx  =  x.Zx  —  X  -|-C. 

Bemerkong. 

Um  die  Bichtig^keit  der  Integration  sn  prüfen,   differentüren    wir  du 
Resultat    Wir  erhalten  alsdann 

1)  d(x.fct  — x  +  C)  =  x.dfct-}-fct.dx-dx 

2)  d(x./x  — x  +  C)  =  x.—  +üt.dx— dx. 

Dies  giebt  aber 

3)  d(x.fe  — x  +  C)  =  Zx.dx. 

Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  Gleichung  9,  so  erkennt  man  ohne 
Weiteres,  dass  das  Resultat  der  vorstehenden  Integration  richtig  ist. 
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§.  14. 

Fortsetzung. 

Bedenken  wir,  dass  nach  Gleichung  4  §.  13  die  Integration 
der  Function  u  dv  auf  die  Integration  der  Function  v  du  zurück- 
geführt ist,  so  ergiebt  sich,  dass  die  theilweise  Integration  nur 

dann  lur  Entwlclielung  von  /  o  dv  angewendet  werden  kann, 

wenn  /  v  du  entweder  unmittelbar  mit  Hüire  unserer  Funda- 
mentalfonneln  (Seite  6)  entwickelt  werden  kann,  oder  wenig- 
stens doch  einfaciier  ist  als  /  u  dv. 

Bei  der  Anwendung  der  theilweisen  Integration  auf  eine 
gegebene  Differential- Function  kömmt  es  also  vor  idlen  Dingen 
darauf  an ,  die  Wertiie  von  u  und  dv  zweckmässig  zu  bestim- 
men. —  Ein  Beispiel  mag  dies  erläutern. 

Soll  man  z.  B.  die  Function  /  e* .  x  dx  entwickeln,  so  kann 

man  auf  dreifache  Art  die  theilweise  Integration  einleiten. 

I.  Fall.    Man  setze  e*.x  =  u,   also    dx  =dvj    j^  ^jj^^  ^^. 

II.  Fall.    Man  setze  e"^     =u,  also  xdx  =dv(    Fällen  wird 
m.  Fall.    Man  setze  \       =u,  also  e».dx=dv.Iö*•^^^  =  '»^^• 
Wi^  wollen  nun   versuchen,   ob  es  möglich  ist,  die  Ent- 

wickelung  von  /  e'^  x  dx  in  den  genannten  3  Fällen  auszufuhren. 

L  Versuch.    Setzen  wir  e*  .  x  a=  u,  dx  s=s  dv,  so  ergiebt  sich 
/  e*  X .  dx  =  e*  X .  X  —  /  x .  (e*  dx  -|-  x  e'^  dx) 

u    .    dv  u    .    V  V        ,        du 

/  e'^  X .  dx  =:  e*  x'      —  /  e*  x  dx  —  /  x*  e*  dx 

oder  bringen  wir  nun  den  Ausdruck   /  e*  x  dx,  der  sich  rechts 
in  unserer  Gleichung  befindet,  auf  die  linke  Seite,  so  erhalten  wir 
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2 .  Te*  X .  dx  =  e»  .  X*  —  Tx'e»  dx. 

/e*  .  x'  —  /  x'  e*  dx 
e*  X .  dx  = IL . 
2 

Wir  haben  also  die  Lösung  von   /  e*  x  dx  zurückgeführt 

auf  die  Lösung  von  /  e^  x'  dx.  Da  nun  aber  das  letzte  In- 
tegral schwieriger  zu  lösen  ist,  wie  das  ursprünglich  gege- 
bene, so  sind  wir  auf  diesem  We^  dem  Ziele  nicht  näher 
g;eiLommen. 

II.  Versuch.  Setzen  wir  e^  =  u  und  x  dx  &=  v,  so  erhalten  wir 
/e^xdx  =  ^  -/|! .  e«  dx. 

11      .      dv  ,^.-^  ■  .,-.*-— i*^ 

u     .    V  V     .    du 

Hieraus  folgt  wieder 

e'^ .  X*  —  /  x' .  e*  dx 
ye«.xdx= -^ 

Wir  sind  also  auch  auf  diesem  Wege  dem  Ziele  nicht 
n&her  gekommen. 

III.  Versuch.    Setzen  wir   endlich  x  ==  u  und  e*  dx  =  dv, 
so  folgt 

/  e*  .  X  dx  s=  /  X .  e*  dx  =  X .  e*  —  /  e*  dx,  also 

u     .     dv  u  .  V  11  .  dv 

fe^  .  X  dx  =  X .  e»  —  e'^  +  C. 

Auf  diesem  Wege  ist  es  also  gelungen,  die  Entwlcke- 

lung  von  /  e^  X  dx  zu  Ende  zu  fuhren,  w&hrend  wir  aur  den 

Wegen,  die  beim  ersten  und  zweiten  Versuche  eingeschlagen 
wurden,  nicht  zum  Ziele  gelangen  konnten.  Wir  finden  dem- 
nach das  bestätigt,  was  zu  Anfang  dieses  Paragraphen  gesagt  ist. 
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§.  15. 
Fortsetzung« 

In  manchen  Fällen   gelingt  die  Entwickelung  eines   vor- 
liegenden Integrals  dadurch,  dass  man  die  theilweise  Integration 

wiederholt  anwendet  Setzen  wir  z.  B.  in  dem  Ausdruck  /  x'  e'  dx 

1)  x'  =  u,  e*dx  =  dv,  so  ist 

2)  Tx"  e*  dx  =  x*e*  —  Te^  .  2x  dx 

u    .  dv  a .  ▼  V    .     du 

3)  /x'  e*  dx  =  X«  e*  —  2  fx  e""  dx. 

Aus  Gleichung  3  ersieht  man,  dass  das  /  x*  e'  dx  zurück- 
geführt ist  auf  das  einfache  Integral  /  x  e*  dx.    Um  dieses  zu 

entwickeln,  setzen  wir 

4)  X  =  u,  e*  dx  =  dv,  dann  ergiebt  sich 

5)  /  X .  e*  dx  =  X  e*  —  /  ^*  •  ^'  ^^^ 

u    ,     dv  u .  V  V    .     du 

6)  rx.e»dx  =  x.e»  — e»  +  C. 

Schalten  wir  diesen  Werth  von    /  x .  e*  dx  in  öl.  3  ein , 

so  folgt  7)   rx'e«dx  =  x*e«  — 2xe»  +  2e»  +  C 
=:eMx'-2x  +  2)       +a 

Wäre  dagegen  die  Function  /  x'  e>  dx  zu  entwiclLeln ,  so 

erhielten  wir  durcii    dreimalige  Anwendung   der   tiieilweisen 
Integration 

8)  Tx'e'^dxsrx'e»  — 3  Tx'e'dx 

9)  rx'e*dx  =  x' e*  — 3  |x"e»  — 2 /xe'^dxj 

=  x'  e»  —  3x*e»  +  6  Tx  e*  dx 
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10)  yx'e»dx  =  x'  e»  — 3x"e«  +  6x.e»  — 6e»  +  C 

11)  J"x'  e'^  dx  =  e»  (x'  —  3x«  +  6x  -  6)  +  C. 

Bemerkung. 

Wir  empfehlen  dem  Anfänger,  sieb  durch  Differentiation  yon  der  Rich- 
tigkeit der  Resultate  in  den  Gleichungen  7  und  11  zu  überzeugen. 

§.  16.     ' 

Fortsetzung. 

In  einzelnen  Fällen  erhält  man  durch  Anwendung  der 
theilweisen  Integration  Gleichungen,  welche  auf  beiden  Seiten 
dasselbe  Integral  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  haben.    Ist 

z.  B.   /  £s  dx  zu  entwickehi,  so  kann  es  sich  ereignen,  dass  man 

auf  folgende  Gleichung  kömmt 

1)  /£xdx  =  Fx  — m  /fedx;  hieraus  folgt 

2)  (m+1)  r£xdx  =  Px  +  C,  also 

Hier  ist  C  =»  — t-t-;  weil  C  eine  willkürliche  Constante  ist,  so  kann  C 
m-|-l 

ebenfalls  jeden  beliebigen  Werth  haben. 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Function   /  sin'xdx  entwickeln. 

Aufldsung.  Schreiben  wir  sinx.sinxdx  statt  sin'xdx, 
so  erhalten  wir 

1)  /  sin'  X  dx  =  /  sin  X .  sin  X  dx  =  —  /  sin  x  .  d  cos  x 

n    .    dv 

=  —  I  sin  X .  COS  X  ^  /  cos  X .  d  sin  x| 

a        ,        V  ▼      .      du 

2)  /  sin"x  dx  ass  —  sinx .  cos  x -|-  /  cos  x  d  sin  x. 
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Nun  ist  d  sin  X  =3  cos  X  dx,  also 

3)  /  sin'  X  dx  =  —  sin  x .  cos  x  -f-  /  cos*x .  dx. 
Setzen  wir  hierin  cos«x  =  1 -sin'x,  so  folgt 

4)  /  sin'x  dx  =:  —  sin  x  .  cos  x  +  /  (1  —  sin" x)  dx 

5)  /  sin'x  dx  =  —  sin  x  .  cos  x  -|-  x  —  /  sin'  x  dx. 

Wir  haben  also  hier  rechts  und    links  /  sin'  x  dx. 

Bringen  wir  nun  die  Function  /  sin'  x  dx  von  der  rechten 
Seite  unserer  Gleichung  nach  der  linken  Seite,  so  folgt 

6)  2  /  sin*  X  dx  =  X  —  sin  x  .  cos  x  +  C 

iv\      r  •  s     j        X  —  sin X .  cos  X  ,  ^. 

7)  /  sm'  X  dx  = 5 1-  C. 

Aufg'abe  2.    Man  soll  die  Function  /  sin^^xdx  entwickeln. 
Aafldsung^.    Zunächst  ist 

1)  /  cos™xdx= /cos™-ix.cosxdx. 

Setzen  wir  hierin  cos»-ix  =  u  und  cosxdx  =  dv,  so  er- 
halten wir 

2)  /  cos™  X  dx  =  /  cos°»-i  X  cos  X  dx 

▼  dv 

=  COS™— 1 X  sin  X  —  /  sin  X  d  cos™-i  x 

n       .      V  ▼       .       da 

3)  /  cos™x  dx  =  cos™-i  X  sin  X  4"  /  (m  —  1)  .  cos»»-«  x .  sin»x  dx. 

Weil  aber  sin'x=3l  —  cos'x,  so  folgt  aus  Gleichung  3 

4)  /  cos^xdx = cos«»-i  X  .sinx  +(m — 1)  /  cos™-* x(l  —  cos')  dx 

=  cos™— 1 X .  sin  x-(-(m— 1)  J  /  cos™— *  xdx —  /  cos^xdx  j 
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»)/' 


COS"  X  dx 

=  co8™-*x.8mx-|-(in — 1)  /  eo8™-«xdx — (m— 1)  /  cos^xdx. 

Wir    haben    also    wieder    auf  beiden    Seiten    unserer 
Gleieliung^  dasselbe  Integral*    Bringen  wir  nun  den  Ausdruck 

(m  —  1) .  /  co8"x  dx  von  der  rechten  Seite  auf  die  linke  Seite, 

so  folgt 

6)  m  /  C08™x  dx = co8»~i  x .  sin  x  -|-  (m —  l ) .  /  cos™-*  x .  dx  oder 

*\        r      «    j        cos»~ix.8inx  ,  m  — 1     r  ^       , 

7)  /  cos"x  dx= 1 .  /  cos">-*x .  dx. 

BemerlLnDgeii. 

1)  Um  die  Formel  in  Gleichung  7  anzuwenden,  wollen  wir  uns  die 
Aufgabe  stellen,  das  Integral  von  cos^zdx  zu  bestimmen.  Wir  setzen  zu 
dem  Ende  in  Gleichung  7,  m  =  5,  so  erhalten  wir 

8)  J  cos*  X  dx  s= Y  __y  cos'  X  dx. 

Setzen  wir  femer  in  Gleichung  7,  m  =:  3,  so  folgt 

Ax    /.      •     ^         cos*  X .  sin  X  ,    2    y 

9)  y^cos'  X  dx  = 5 f-  -^y  cos  X  dx 

cos*  X  .  sin  X    ,    2    .        ,    ^ 
= ^5 +  y8.nx  +  C. 

Schalten   wir  nun   den  Werth  vony*cos'xdx  nach   Gleichung   9   in 

Gleichung  8  ein,  so  ergiebt  sich 

4AX  /•      B    j         cos*x.sinx  ,    4  cos'x.sinx   ,  4,2  .        ,   ^ 
10)/cos»xdx^ g +  -^ -3 +  --8inx>C. 

2)  Wie  würde  man  mit  Hülfe  von  §.  45  der  Differential  -  Rechnung 
die  Function  cos*  x  dx  integriren  können? 

3)  Man  soll  die  Richtigkeit  der  Gleichung  10  darch  Differentiation 
prüfen. 

Aufgrabe  3.    Man  soll  die  Function  /  sin  x .  e'  dx  entwickeln. 

Auflösung^.    Wir  setzen 

1)  sinx  =  u,  e*dx  =  dv,  dann  folgt 

2)  /  sin  X .  e*  dx  =  sin  X .  e*  —  /  e^  cos  x .  dx 

u     .     dv  11     .    V  V     .     du 
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Femer  ist 

3)  /  6*  cos  X  dx  =  /  cos  X .  6*  dx  =a  cos  X .  e*  —  /o^(—  sinxdx) 

u    .     dv  u    .     y  V     .     du 

4)  /  6*  COS  X  dx  =  COS  X  .  e»  +  /  sin  X .  e*  dx. 

Setzen  wir  den  Werth  von  /  e'^  cos  x  dx  nach  Gleichung  4 
in  Gleichung  2  ein,  so  folgt 

5)  /  sin  I .  e*  dl  =  sin  X .  e*  —  cos  X .  e*  =  /  sin  i .  e'  dx 

Hieraus  ergiebt  sich  weiter 

6)  2 .  /  sin  X .  e»  dx  =  sin  X .  e*  —  cos  x  e*  -f-  ^^ 

»\  r  '  *  j  *      sin  X  —  cos  X     ,  ^. 

7)  /  sm  X .  e*  dx  =  e*  . 5 [-  C. 

Die  Richtigkeit  von  Gleichung  7  ist  durch  Differentiation  eh  prüfen. 

§.  17. 
Uebimgs  •  Angaben. 
11  dx 


'•/i 


Man  setze  10  -|-  3x  =»  u,  also  dx  =  -^,  so  folgt 


10  +  3x' 


11  - 

r  lldx        r__3      11  rdvL     11 ;    .  « 

2.  yi3i«K(4  +  7i?)".dx. 

Man  setze  4  -f  7^'  =  u,  also  x'  dx  =  ^  du ,   dann   er- 
hält  man 

y'l3x«K(4+7x»)"  .  dx  =  5y/u"/6  .  du. 

Stegemann.    Integral-Bechn.  3 
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Hieraus  folgt  nach  Fonnel  6  Seite  6 

r         * 13  u"/6+»   ,  ^ 

Jl3x'K(4+7x')"-dx  =  2Y'Ii +  ^' 

-+1 

Setzen  wir  hierin  für  u  seinen  Werth,  so  folgt 

,  du        .  . 

Wir  setzen  a'  —  x'  =  u,  also  x  dx  =  —  -5-,  so  ist 

f  ^''^ ^  ru-V.du  =  -  -J 2UV.+  C. 

Hierin  für  u  seinen  Werth  gesetzt,  giebt 

Aus  der  Auflösung  von  Aufgabe  3  erkennt  man  sehr  leicht, 
As^RP.  C     ^^      =  —  K  a"  —  x'  +  C  ist.    Theilen  wir  nun  die 

Function  .  ,^^'  ^     in  die  Factoren  3x'  und   /  und  setzen 

Ka'  — X*  y^ — ^ 

j 
demnach  3x'  =  u,   ,  -  =  dv,  so  ergiebt  sich  durch  theü- 

K  a*  —  x' 

weise  Integration 

r3x»dx  _  r  .     xdx 

u  dv 

u      .       ▼  ▼        .       to 

2)yi^i.  =  -  3x' .  Ki?^^' +  6/K?=P  .  X  ds. 
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Setzen  wir  ntm  a'  —  x*  =  u,  also  x  dx  = 5- ,  so  er- 
gebt sich 

3)fVlir=^ .  X  dx  =  -  /uV.^ 

Wenn  der  Werth  von  /  |^a*  —  x' .  x  dx  nach  Gleichung  3 
in  Gleichung  2  eingeschaltet  wird,  so  erhalten  wir 

4)  r/''^,  =  -  3x'  in^^rr»  _  2  r(a'-x')'  +  C 

=  _  y  a'  —  x'  (3x'  +  2a'  -  2x')  +  C. 
=  —  K  a'  -  X»  (x«     +  2a')  +  C 

5.    A.(a'-3«')^. 
J     Ka'-xV 

Durch  Zerlegung  erhalten  wir 
/x.(a'-3x')  ,    ^  /•   a'xdx    _  /*   3x'dx 
J    l^a'-x»     ""     -Z  Ka*-x»     -^  V  a'-x'* 

In  den  beiden  letzten  Beispielen  haben  wir  die  Werthe  der- 
jenigen Integrale  entwickelt,  welche  auf  der  rechten  Seite  unserer 
Grleichung  stehen.    Danach  erhalten  wir 

I  x-(a^^^^^  dx  =  -  a» .  ViJ^^^'  +  l^ii^^=?'(x'+2a«) + C 
Y  a  ^""  X 

(ill^l^^)dx=V^i7^:^?(-a*  +  x'  +  2a»)  +  C 
K  a*  —  x' 

=  (a«+x»).Ka--x»  +  a 
Vergleiche  D.-R.  Seite  63  No.  6. 

6.    /  X .  cos  X  dx. 

X .  cos  X  dx  =  X .  sin  X  —  /  sin  x  dx  =  x  .  sin  x  -|-  cos  x  -|-  C. 


dv  u    .     V  ▼     .     du 

3* 
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7.  /x.sinxdx. 

Tx .  sin  X  dx  =  —  X  cos  X  +  /  cos  X  dx  =  —  X  cos  x+sin  x  -f  C. 

8.  farctg.xdx. 
rarctgx^^=x^arc^x  — J  ^5^. 

o"T'dv  V    .     u  ^ -- 

V  .  du 

=  x.arctgx-V»«(l  +  ^')+C. 
Tarc  tg  X .  dx  =  X .  arc  tg  X  —  Z  KT+?     +  C. 

9.  Tarc  tg  e* .  e'^  dx. 

Wir  setzen  e*  =  u.    Die  Rechnung  ist  dann  der  vorigen 
analog.    Wir  erhalten  demnach 
Tarc  tg  e*  .  e^  dx  =  e*  .  arc  tg  e*  —  Z 1^  1  +6**  +  C. 

10.  rarcsinxdx. 

r  ,  .         r   xdx 

/  arc  sin  X .  dx  =  X .  arc  sm  x  —  J  ^    ^    ^ 

=  X .  arc  sin  X  +  Kl  —  x"  +  C. 
11.    ftgxAjL  und  Tctgiäx. 

Jtgxdx=/'-^=-Zcosx  +  C  =  Z^  +  C, 
rctgxdx=  p-^?^^i^=      Zsinx+C. 

12.    J!L  und  f^ 


,/  smx     J    o   • 


^   1    X 


«     -       3t  X 

2  sin  Y  •  ^^®  T 
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Setzt  man  hierin  —  =  u,  so  folgt 

r  dx  r       äa        r(co8*  u  -j-  sin'  u)  du 

^  sin  X     J  sin  u .  cos  u     J        sin  u  .  cos  u 

/dx   r  cos u du      ,    Tsin u du 
sin  X     J        sin  u        '  */ 


cosu 


/dx 
-: —  =  Z  sin  u  —  Z  cos  u  =  Z  tff  u  +  C. 
smx  ^ 

Hierin  für  u  seinen  Werth  i  — |  gesetzt,  giebt 

J  sinx     ^  2     ' 

/'  dx 
zu  finden,  setzen  wir 
cosx  ' 

sin  X  =  cosi  -^ X I  =  cos  u,  also  dx  =  —  du. 

Demnach  ist 

f—  —  f-^  —  itg^+c  =  icte^+c. 

J  COS  X  J  sm  u  ^  2    '  ^  2    ' 

Schalten   wir   hierin  für  u  seinen   Werth  1-^ — xi   ein, 

50  folgt 
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II.  Gapitel. 

Integration  der  rationalen  algebraischen 
gebrochenen  Functionen. 

§•  18.  • 
Die  rationalen  algebraischen  gebrochenen  Functionen 
im  Allgemeinen. 
Die  rationalen  algebraischen  gebrochenen  Functionen  lassen 
sich  stets  auf  die  Form 

Ax»  +  Bxn-i  +  Cx°-2  ■!,..,  Gx  +  H 
^  ax«  -|-  bxm-i  j^  ex»-*  +  . . .  px  -f-  q 
bringen.     Hierbei  ist  vorausgesetzt,  dass  A,  B,  C,  a,  b  etc. 
beliebige    constante    Zahlen   (Null    eingeschlossen) ,    und    dass 
m  und  n  beliebige  positive  ganze  Zahlen  sind. 

Man  theilt  die  rationalen  algebraischen  gebrochenen  Func- 
tionen ein  in  eclit  gebroeiiene  und  uneclit  gebroeliene  Func- 
tionen. Eine  ectit  gebroctiene  rationale  algebraisciie  Function 
ist  eine  solciie  rationale  algebraiselie  Function,  bei  welcher 
der  höchste  Exponent  im  Zähler  kleiner  ist,  als  der  höchste 
Exponent  im  Nenner;  dagegen  ist  eine  unecht  gebrochene 
rationale  algebraische  Function  eine  solche  rationale  alge- 
braische Function,  bei  welcher  der  höchste  Exponent  im  Zähler 
so  gross  oder  grosser  ist  als  der  höchste  Exponent  im  Nenner. 

TT.         L  .  X  j.   T.      ^     Ax»  +  Bxa-1  4- . . .  Gx  +  H   .        . 

Hiernach  ist  die  Function r-r t-t —  ©me  echt 

ax™  +  bx»a-i  + . . .  px  -f-  q 

gebrochene  Function,  wenn  n  <^  m,  ist  aber  n  =  m  oder  n  ]>  m, 

so  ist  sie  eine  unecht  gebrochene  Function. 

§.  19. 
Fortsetzung. 
Jede  unecht  gebrochene  rationale  algebraische  Function 
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lässt  sich  in  die  Summe  einer  glänzen  und  einer  reelit  g^e- 
broclienen  Function  verwandeln.    Ist  z.  B. 

x^  +  9x*  +  t2x  — 16 
X*  -h  2x  -  3 
gegeben,  so  erhalten  wir  durch  Division 

x»  +  9x»+12x-16:x»  +  2x  — 3  =  x  +  7-J ^^^ — 


x«-(-2x  — 3 


x«4-2x'  — 3x 

7x*  +  15x  -  16 
7x'  +  14x  ~-  21 

x  +  S    ' 

§.  20. 
Zerlegung  der  echt  gebrochenen. rationalen  alge- 
braischen Functionen  in  Fartialbrüche. 

Wenn     1)  Fx  =  x«  -f-  kx^-i  -j_  . . .  px  -|-  q 

eine  rationale  ganze  Function  ist,  und  wenn  ausserdem  r.s...w 

die  m  Wurzebi  der  Gleichung 

2)  0  =x™-f-kxm-i-f-...px-(-q 
find;  so  ist  nach  der  Theorie  der  Gleichungen 

3)  Fx  =  x«n  -[-  kx=»-i  -f- . .  .px-|-q=(x-r).(x-s)...(x-w), 
Ist  nun  Fx  der  Nenner  einer  echt  gebrochenen  Function 

fx  _Kx"+Lxn~i  +  ....Px  +  Q 

^  Fx™    x™-f-kxm-i-|. px-j-q' 

so  kann  man  auch  schreiben 

K\  fx       Kx»  +  Lx°-^  + . . . .  Px  4-  Q 
^  Fx  ""  (x  -  r) .  (X  —  s) . . . .  (X  —  w)' 

fx 
Hieraus   folgt  aber  weiter,  dass   der  Bruch ??;-    als  eine 

Summe  von  Brüchen  aufgefasst  werden  kann,  deren  Nenner  als 
Pactoren  in  dem  General  -Nenner  Fx  =  (x  — r) .  (x— s) . . .  (x— w) 
enthalten  sein  müssen.    Es  muss  demnach  auch  möglich  sein, 

fx  .  . 

den  Bruch  «-  wieder  in  seine  Partialbrüche  zu  zerlegen.  Hier- 
bei sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden. 
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I.  Fall.  Die  Wuneln  r,  s  .  .  .  «  der  Oleiehimg  Pi=0 
sind  alle  von  einander  verschieden. 

IL  Fall.  Die  Wuneln  sind  nicht  alle  von  einander  ver- 
schieden. 

In  jedem  dieser  beiden  Fälle  kann  man  noch  wieder  nnter- 
scheiden,  ob  die  Wurzeln  alle  reell  sind  oder  nicht,  so  dass 
hiemach  4  verschiedene  F&lle  eintreten  können.  Wir  woQen 
jeden  dieser  Fälle  an  einem  Zahlen -Beispiele  erörtern. 

Aufrabe  1.    Man  soll  den  Bruch  -^ — s-?- — t^ — r~7« 
®  x'  —  6x*  —  13x  4-  42 

Fartialbrüche  zerlegen. 

Auflösung.  Wir  setzen  den  Nenner  gleich  Null,  und  er- 
halten dadurch  die  Gleichung 

1)  x»  —  6x*  —  13x -4-42  =  0. 
Zerlegen  wir  dass  Glied  ohne  x,  also  42  in  seine  Prim- 
factoren  7,  3  und  2  und  setzen  diese  der  Reihe  nach,  sowohl 
mit  positivem  als  negativem  Vorzeichen  für  x  in  die  Gleichung 
ein,  so  sehen  wir,  dass  derselben  die  Werthe  -|-  7,  —  3  und  +  2 
genügen. 

Nach  der  Theorie  der  Gleichungen  ist  also 

3)  x'  —  6x«  —  13x  +  42=(x— 7) .  (x+3)  .(x  — 2). 
Hieraus  folgt 

15x'  —  70x  —  95  15x»  — 70x— 95 

*^  X»  -  6x*  —  13x  -f  42  ~  (x  —  7) .  (x+3) .  (x— 2)" 

Hiemach  können  wir  den  Bruch  -= 5—= ^^ — p-rs 

X*  —  6x*  —  13x  -|-  42 

als  die  Summe  dreier  Brüche  auf&ssen,   deren  Nenner   icsp. 

(x  —  7),  (x  -j-  3),  (x  —  2)  sind.    Da  wir  nun  die  Zähler  dieser 

Brüche  nicht  kennen,  so  fingiren  wir  dieselben  einstweilen  nach 

der  Methode  der  unbestimmten  Coef&cienten,  imd  setzen  für 

dieselben  resp.  A,  B  und  C    Hiemach  ist 

15x"  — 70x  — 95  A      .      B      ,       C 


5) 


xs-  6x«  — 13x  +  42~x  — 7^x+a"T"x  — 2' 
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Um  die  Werthe  von  A,  B  tind  C  zu  ermitteln,  bringen 
wir  die  Brüche  anf  der  rechten  Seite  unserer  Gleichung  auf 
den  gemeinschafülichen  Nenner  (x  —  7) .  (x  -|-  3) .  (x  —  2)  und 
addieren  sie.    Hierdurch  ergiebt  sich  die  Gleichung 

15x'  -  70x  +  95 
"^  X»  — 6x''-13x  +  42 

A(x4.3) .  (x  -  2)  +  B  (x — 7) .  (X  -  2) + C(x— 7) .  (x +3) 

-  (x-7).(x  +  3).(x-2) 
oder 

.       15x'  ~  70x  -  95 
^^  x»  —  6x«  — 13x4-42 

x'(A  +  B  +  C)+x(A-9B~4C)  +  (-6A+14B-2lC) 

—  x»-6x»  — 13X  +  42 

Die  Nenner  auf  beiden  Seiten  unserer  Gleichung  7  sind 
gleich,  also  müssen  auch  die  Zähler  gleich  sein,  mithin  ist 
8)15'-70x-95=x'(A+C+C)+x(A-9B-4C>f(-6A+14B-2lC). 

Diese  Gleichung  gilt  für  jeden  Werth  von  x,  also  ist  nach 
D.  R.  Hüfssfttze  aus  der  algebraischen  Analysis  No.  9 

9)  A  +  B   +   C  =  15 

10)  A  —  9B  —  4C  =  -  70 

11)  -.6A  +  14B-2lC  =  -95. 

Lösen  wir  diese  Gleichtmgen  für  A,  B  imd  C  auf,  so  er- 
halten wir 

12)  A  =  3,  B  =  5,  C  =  7. 

Setzen  wir  diese  Werthe  von  A,  B  und  C  in  Gleichung  5 
ein^  so  erhalten  wir 

,^,      15x'  — 70x  — 95     _     3       ,       5       .       7 


X»  — 6x»  — 13X  +  42      X  — 7"^x  +  3"^x  — 2" 

BemerknDgen. 

1.  Die  LÖsmig  der  Gleichungen  (9  bis  11),  ans  denen  wir  die 
Werthe  der  Coefficienten  (A,  B,  C)  bestimmten,  wird  nmbeqnem,  wenn  di& 
Zahl  der  Coefficienten  etwas  grösser  wird.  In  diesem  Falle  ist  ein  Ver« 
fahren  vorzuzieheD,  welches  wir  in  dem  Nachstehenden  zeigen  wollen. 
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I.  Fall.  Die  Wuneln  r,  s  .  .  .  «  der|^ 
sind  alle  von  einander  verschieden.         '  j     , 

n.  Fall.  Die  Wuneln  sind  nleht^  ^ 
schieden. 


In  jedem  dieser  beiden  Fälle  ^  f'  %  S  \ 


scheiden,  ob  die  Wurzeln  alle      f  j  %   i  gt 

hiernach  4  verschiedene  F&l''       f  i>  s  ¥ 
jeden  dieser  Fälle  an  eineif-T       1   -    ■    * 

/^  /.  .-   * 

Aurgabe  1.    Man  s^  >^  .    ( 

Fartialbräche  zerleger        ^ 
Auflösung.    W 

halten  dadurch  d5  «.annt.    Man    kKim  denselben  da- 

4\  ^f  .eichnng  15  setzt 

Zerlegen  -*80  nach  D.  B.  Capitel  VIII. 


diesen   Werth  von  i}>(7)  in  Gleichung  19  ein,  so  erhal- 


factoren  7,  ?, 
mit  positiv 
ein,  so  s*^    /' 
genüge-  ^i) 

/  ^ans  ähnlicher  Weise  ergiebt  sich 
,ir'*F'(  — 3 

Setzen  wir  in  die  Gleichungen  21  bis  23  di©  Werthe  £ür  f(7),  t(^ 
^-^3)  etc.  ein,  so  folgt 

^_     f(7)    _    15.7«--70.7  — 95   _    150    ^^ 
/  ^^  ^         fT?)"""     3.7«  — 6.2.7-13~     50 

/  o.,  n        f(-3)_15.9-70(-3)-95         250    ^ 

/  *^^  ^""^(-3)"   3.9  — 6.2.(-3)-13"~     50 

r>fi^r-     ^(^)    ^     15.4-70.2-95     _  -  175 
^)'-—   ^-(2)  3.4  —  6.2.2—13    ""  -    25""'' 

2.    Das  Verfahren  ist  im  Wesentlichen  dasselbe,  wenn  einseloe  ^<^ 
sein  der  Gleichung  Fx  =  0  complexe  Grössen  sind. 

\ 
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Man  soU  die  Function     /^^'    /f''  +  ^^^. 


r      \^  Ten. 

,     ^^  "^  wieder  den  Nenner  gleich  Null  und 

^    %  %^  ^-65- 

i  "^  *^^^Sk^  X.  so  erhalten  wir  die  Wurzeln 

C-         €*^         ^      ^  .  


j^egebenen  Bruches 


_(3  +  2l^-l)|.lx-(3-2r-l)!. 
^  actoren  sind  complexe  Grössen.    Wollen 
.11  Grössen  ganz   vermeiden,   so  müssen  wir 
-omplexen  Factoren  zu  einem  einzigen  Factor  zu- 
zuziehen.   Dadurch  erhalten  wir 
,  x^  -  1  Ix'  +  43x  -  65  =  (x  —  5) .  (x»  -  6x  +  1 3). 

Wir  können  also  den  Bruch  -= ..    ^   ,    .r* — ^  als  die 

X»  —  llx*4-43x  — 65 

Summe  zweier  Brüche  ansehen,  deren  Nenner  resp.  x  —  5  und 

X*  ~  6x  -|- 13  sind.    Da  wir  die  Zähler  derselben  noch  nicht 

kemien,  so  setzen  wir  sie  vor  der  Hand  resp.   gleich  A  und 

B-f-Cx.    Hierdurch  erhalten  wir  die  Gleichung 

13x*  — 68x4-95  A       ,       B  +  Cx 


5) 


X»  ~  llx'*  4- 43x  —  65~ x  —  5  ^x*— 6X+13' 
also  auch 


g.    13x'  -.  68x  495    _  A(x'  -  6x  413)  +  (x  -  5).(B 4-  Cx) 
^  x»— llx»4.43x-65~  (x -- 5).  (X«  — 6x4-13) 

^.    13x*  —  68x  +  95        x'(A4C)4-x(-6A-5C4B)4(13A--5B) 
^  X»— llx»4.43x— 65  "■  X»  —  llx«  4  43x  -  65 

Aus  Gleichung  7  folgt 

8)  13x'— 68x4-95  =  x»(A4-C)4.x(-6A-5C4.B)4.(13A-5B), 

also 

9)  A  +  C    =13 
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.     .  .      fi^           ^5x«  —  70x  —  95       ,       .^       u  r,,  .  1.       IC 
Es  sei  wieder  — =-j g-j ____;  dann  ist  nach  Gleichnng  5 


Fx      X— 7^x  +  3^x  — 2' 
Um  nun  den  Werth  von  A  m  bestimmen,  setzen  wir 
15^  ^'^     ^     _,   <P'i"^,<P^_     B  C  B(x~2)  +  C(x+3K 

^  Fx      X  — 7'T",|>xV   %x      x  +  3"^x-2""     (x  +  3).(x-2)    / 
nnd  <px  =  B(x  — 2)  +  C(x  +  3);  i|)x  =  (x  +  3)  . (x  —  2).    Hieraus  folgt 

fr  ^A.Tt>x  +  (x^7)<px^Aii)x  +  (x  — 7)<px 
^  Fx  (x  — 7).i|)x  Fx 

Hieraas  folgt  ferner 
17)   fx  =Atf»x  +  (x  — 7)<px, 
18)£(7)  =  A.*(7), 

Der  Werth  von  «|>(7)  ist  noch   unbekannt.    Man  kann  denselben  da- 
durch bestimmen,  dass  man  nach  Gleichung  15  setzt 

Fx 
^x  =  — — =,  also  nach  D.  R.  Capitel  VIII. 

20)i|>(7)  =  ^  =  i^^  =  F'(7).     • 


Schalten   wir 
ten  wir 

an  A-  '^^ 

diesen 

Werth   von 

*(7) 

in 

Gleichung 

19 

ein, 

so 

erhal- 

22) 
23) 

In  gan>  Shnlicher  Weise  ergiebt 
^-^(-3 

sich 

Setzen  wir  in  die  Gleichungen  21  bis  23  die  Werthe  für  f(7),   F'(7), 
£(  —  3)  etc.  ein,  so  folgt 

f(7)    _    15. 7«-- 70. 7  — 95   _    150 
^^^""    F'(7)   "~     3.7"  — 6.2.7-13""     50     "" 
—   f(-3)       15.9—  70  (->3)-95  _    250    _ 
^^  ^""^(-3)""   3.9-6. 2.(-3)- 13""     50     ""* 
f(2)  15.4-70.2-95     ^-175 

26)  C—    ^^^^    -       3.4  —  6.2.2—13         -    25  ""  ^• 

2.     Das  Verfahren  ist  im  Wesentlichen  dasselbe,  wenn  einzelne  Wur- 
zeln der  Gleichung  Fx  s=  0  complexe  Grössen  sind. 
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Aufeabe  2.    Man  soU  die  Function     s  ^^"^'"^  ?"",;*"  ^^^. 
in  Partialbrüche  zerlegen. 

Auflösung.    Wir  setzen  wieder  den  Nenner  gleich  Null  und 
erhalten  dadurch  die  Gleichimg 

1)  0  =  x«  —  llx»  +  43x  -  65. 
Lösen  wir  diese  Gleichung  auf,  so  erhalten  wir  die  Wurzeln 

2)  x  =  5,  x  =  3  +  2l^^x=3-2l^=T 

Demnach  ist  der  Nenner  unseres  gegebenen  Bruches 

3)  X«  — llx'  +  43x  — 65 

=  (x-5.tx~(3  +  2V^t-tx-(3-2K=l)!. 
Die  beiden  letzten  Factoren  sind  complexe  Grössen.   Wollen 
wir  die  imaginären   Grössen  ganz   vermeiden,   so  müssen  wir 
die  beiden   complexen   Factoren  zu  einem  einzigen  Factor  zu- 
sammenzuziehen.   Dadurch  erhalten  wir 

4)  x»-llx«  +  43x-65  =  (x  — 5).(x'-6x  +  13). 

Wir  können  also  den  Bruch  -5 ,.    ^   ,    .J" — ^  als  die 

X*—  llx*4-43x  — 65 

Summe  zweier  Brüche  ansehen,  deren  Nenner  resp.  x  —  5  und 

x'  —  6x  + 13  sind.    Da  wir  die   Zähler  derselben  noch  nicht 

kennen,   so  setzen  wir  sie  vor  der   Hand  resp.   gleich  A  und 

B  +  Cx.    Hierdurch  erhalten  wir  die  Gleichung 

13x'  — 68X  +  95  A  B  +  Cx 

^^  X»  -  llx''  4. 43x  —  65  ~  x  —  5  "^  x*  — 6x  + 13' 

also  auch 

^.     13x'--68x-f-95   _A(x'--6x-|-13)  +  (x  — 5).(B  +  Cx) 

^^  X»— llx'+43x-65'"  (x  — 5). (X»  — 6x4-13) 

.     13x'  —  68x  +  95    _  x'(A+C)+-x(-6A-5C-|-B)-|-(13A>5B) 

^^  X»— llx«+43x— 65  ""  X»  —  llx«  +  43x  —  65 

Aus  Gleichung  7  folgt 

8)  13x»— 68x-f-95  =  x'(A+C)4.x(-6A-5C+B)+(13A— 5B), 

also 

9)  A  +  C    =13 
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10)  -6A~5C  +  B  =  -68. 

11)  13A— 5B         =      95. 

Lösen  wir  diese  Gleichungen,  so  ergiebt  sich 

12)  A  =  10,  B  =  7,  C  =  3. 

Setzen  wir  diese  Werthe  von  A,  B  und  C  in  Gleichung  5 

ein,  so  ergiebt  sich 

.    13x'  — 68X  +  95    _   i3x»-68x4-95    _    10     ,       7  +  3x 
^^)  x»-llx»-j.43x-65  ""  (»-5) (x»-6x+i3)  —  X— 5  ^x»-6x+13' 

Benerknogf. 

Hätten  wir  unsere  Aufgabe  nach  der  Methode  gelöst,  welche  in  Bemer- 
kung 1  zu  Aufgabe  1  gezeigt  ist,  so  hätten  wir  zunächst  drei  Partialbrfiche 
erhalten,  deren  Nenner  resp.  x— 5,  x— (3+21/'— -  I)  und  x— (3— .2/-^rT) 
gewesen  wären.  Hätten  wir  die  beiden  letzten  Bruche  dann  wieder  zu  einem 
Bruch  vereinigt,  dessen  Nenner  |x  — (3  +  2V— 1)|  .  |x  — (3  — 2/1^1 
=  x'  —  6x  -}-  13  ist,  so  wären  wir  zu  dem  Resultate  gelangt,  welches  in 
Qleichung  13  vorliegt. 

Aufgabe  3.    Man  soU  den  Bruch  '^'''r;^^'''"^,^^'';:,^^^ 

(X       ')  •  (X  —  5) 

in  Partialbrüche  zerlegen. 

Auflösung.    Obgleich  man  den  Nenner 

1)  (x-7).(x  — 5)'  =  (x-7).(x-5).(x-5).(x~5) 
setzen  kann,   so  leuchtet  doch  ein,  dass  man  unsem  Bruch 

4x«-63x*  +  338x-619    .  . ,     ,      .      ^  i.   •  i. 

-; =^ — zsi mcht  als  eme  oumme  von  Brüchen 

(X  —  7  j  .  (X  —  o) 

auffassen  darf,  deren  Nenner  x  —  7,  x  —  5,  x  —  5,  x  —  5  sind. 
Man  erkennt  vielmehr,  dass  unser  Bruch  gleich  der  Summe 
von  4  Brüchen  ist,  deren  Nenner  resp.  gleich  x  —  7,  x  —  5, 
(x  —  5)'  und  (x  —  5)'  sind.  Bezeichnen  wir  die  Zähler  dieser 
Brüche  durch  A,  B,  C  und  D,  so  folgt 

4x'— 63x'4-338x~619        A         ^  CD 

^^        (X  -  7)  .  (X  —  5)^      ~  x-7  "f"  X— 5  +  (x— 5)'  "•"  (x-5)» 

^,  4x»  —  63x'  +  338x-619 

"^^         (x-7).(x-5)» 

^  A  (X—  5°  +  B  (x  -  7) .  (x-^5)»+C  (x-7).(x-5)+D(x-7) 
(x-.7).(x~5)» 
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4) 


Hieraus  folgt 

4x'-63x'  +  338x-619 

Xx-7).(x-5)' 


x«(A4-B)4-x»(-15A-17B-f-C)4-3c(75A-f96B-l»C-f-D)-f(--125A-176B-f35C— 7D) 

—  (x-7).(x-6)« 

Da  die  Nenner  gleich  sind,  so  sind  auch  die  Zäliler  gleich, 
und  iwar  sind  sie  gleich  fllr  Jeden  Wferth  von  i.  Wir  erhalten 
hiemach  folgende  4  Bestimmungsgleichimgen  für  A,  B,  C  und  D, 
nämlich 

5)  A  +  B  =  4 

6)  -15A-17B  +  C  =  -63 

7)  75A  +  95B-12C  +  D  =  338 

8)  —  125A  -  175B  +  35C  -  7D  =  -  619. 

Lösen  wir  diese  Gleichungen  für  A,  B,  C  und  D  auf,  so 
ergiebt  sich 

9)  A  =  4,  B  =  0,  C  =  -3,  D  =  2. 

Setzen  wir  diese  Werthe  von  A,  B,  C  und  D  in  Gleichung  2 
ein,  so  erhalten  wir 

.Q^  4x'-63x'+338x^619        4    _      3       .       2 

^      (X  —  7) .  (X  -  5/     ™x— 7      (X— 5)'"'"(x-5)'- 

x-l-  1 
Aur&rabe  4.    Man  soll  den  Bruch  ,  .  ,  .7^ , jr  in  Par- 

®  (x  +1)  -(x  — 1) 

tialbrüche  zerlegen. 


Auflösung.    Wir  setzen 

x«  +  l)'.(x- 
Hieraus  folgt 


..  x  +  1 Ax  +  B      Cx  +  D         E 

^)  (x'  +  l)'.(x-l)~(x'+l)«"*"  x'  +  l  +x-r 


2)(x*-fl)«.(x-l) 

_  (Ax+B).(x-l)+(Cx+D).(x«+l).(x-l)+E(x'  +  l)' 
(x'  +  l)'.(x-l) 
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3)(x'  +  l)'.(x-l) 

_  x*(E+  C) + x'(D-C) + x*(2E + C-D  +A)+x(D-C+B-A)+(E-B-D) 
-  (x»+i)».(x-l)  * 

EQeraus  ergiebt  sich  die  Gleichung 

4)   x-fl  =  x4(E+C)-fx»(D-C)4-x«(«E4-C-D-|-A)-|-x(D-C  +  B-A)-f(B-B-D), 

Aus  dieser  Gleichung  folgen  die  Bestimmungsgleichungen 
für  A,  B,  C,  D  und  E,  nämlich 

5)  E-|-C  =  0 

6)  D~C  =  0 

7)  2E  +  C  — D  +  A  =  0 

8)  D-C  +  B- A  =1 

9)  E—      B      —D  =1. 

Lösen  wir  diese  Gleichungen  auf,  so  erhalten  wir 

10)  A  =  -l;  B  =  0;  0  =  -%-,  D  =  -V»;  E  =  V». 
Schalten  wir  diese  Werthe  von  A,  B,  C,  D  und  E  in 
Gleichung  1  ein,  so  folgt 

"J  (x«+i)«.(x~i)        (x*+i)*     ^»x*+i  +  /»£i:i- 

1.  Welcher  Unterschied  findet  zwischen  den  Aufgaben  3  und  4  Statt? 

2.  Man  wird  erkennen,  dass  die  Zerlegung  eines  Bruches  in  Partial- 
Brüche  davon  abhängt,  ob  man  die  Wurzeln  der  Gleichung  —  welche  ent- 
steht, wenn  man  den  Nenner  gleich  Null  setzt  —  ermitteln  kann. 

§.  21. 

A  A 

Integration  der  Functionen dx  und dx. 

Z "~~  a  \^Z — 9Lj 

Die  Integration  dieser  beiden  Functionen  ist  schon  im  vori- 
gen Capitel  abgemacht;  setzen  wir  nämlich  x  —  a  =  u,  so  er- 
halten wir  nach  Formel  9  imd  6  Seite  6  und  5  ohne  Weiteres 
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§.  22. 

Integration  der  Functionen    ^ ^  und    ^      ^. 

I.    Inte^ation  von  -; ;. 

Der  Nenner  des  Bruches  -s ?  lässt  sich  in  die  Factoren 

x' — a* 

X  -}-  ft  ^uxd  X  —  a  zerlegen.    Setzen  wir  demnach 

o)  _J A(x-a)  +  B(x  +  a) 

^f  X«— a«  ~  x'  -  a» 

3)      1     =x(A  +  B)  +  a(B-A). 

Aus  Qleichnng  3  ergeben  sich  die  beiden  Bestimmiuigs- 

gleichungen  für  A  und  B,  nämlich 

4)i  +  B     =0 
5)  a(B— A)  =  l. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt 

Setzen  wir  nach  diesen  beiden  Gleichungen   die  Werthe 
von  A  und  B  in  Gleichung  1  ein^  so  folgt 

8^  _J II t       I       1     ) 

^x»-a'""2a|     x  +  a"'"x-a|' 

Hieraus  folgt  weiter 

10)/p^.-4j-i(x+a)+«(x-a)j  +  C. 

/*  dx  1  X  —  a  r^l Diese  Fonnel  ist  dem  GedKcht- 
-5 j  ==  s-  Z \ f-  C 1  ni«»  elMuprägen ,  weil  sie 
X'  —  a'         2a     X  -f-  a    '         S      sebr  oft  Anwendang  findet. 
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dx 


n.   Inte^atlon  von    ,       ,. 

Dieses  Integral  ist  schon  Seite  17  behandelt.  Wir  fianden  dort 

§.23. 
Folgende  Differential-Functioneii  sollen  integrirt  werden: 

Auflösung^:   Da  der  Qrad  des  Nenners  kleiner  ist  als  der 
des  Zählers,  so  fiihre  man  die  Division  aus  und  erhält  dadurch: 

x'  — 8x  +  7|x-7  =  x-l 
+  x»  — 7x 


-x  +  7 


Wir  können  also  setzen 

Kutlösaag'.  Dividiren  wir  den  Zähler  durch  den  Nenner, 
so  ergiebt  sich: 

x'  — 5x»  — 16X+140  :  x' —  12x  +  35  =  x  +  7 
x'-12x'  +  35x 


7x»-51x  +  140 
7x'— 84X  +  245 


Rest:  33x  —  105,        folglich  ist 
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,,    At'-5x«- 16x -1-140.,         /"/,,,     33x— 105\, 
r  j     .    Aj     ,    f  33x  — 105        x'      „     ,    r  33x  - 105 

Um  das  letzte  Integral  aufzulösen,  setzen  wir 
x'  —  12x  -|-  35  =  0.   Durch  Auflösung  dieser  Gleichung  erhalten 
wir  Xi=7;  x,,=:5,  woraus  folgt,  dass 
X*  —  12x  -f-  35  =  (x  —  7)  (x  —  5).    Es  ist  daher 

r    33x  — 105      ,  r    33x  - 105      ,       ^  ,  , 

/  -5 TH — r-ö?  ox  =  /  -. =V7 s\  ox.    Setzt  man  nun 

J  x'  —  12x  -f-  35  J  (x  —  5)  (x  —  7) 

33X-105     _    A  B     _A(x-7)-hB(x-5)     , 

"^  (x-5)(x-7)~^=5"T"x-7~    (x-5)(x  — 7)     *'''® 
33x— 105     _x(A-|-B)-(7A  +  5B) 
(-x_5)(x_7)-         (x-5)(x-7) 

und  vergleicht  die  beiden  Zähler  mit  einander,  so  folgt 
A  +  B  =  33       ' 
7A  +  5B  =  105 
und  durch  Auflösung  dieser  Gleichungen 
A  =  -30;  B  =  63. 
Setzt  man  nun  diese  Werthe  für  A  imd  B  in  Gleichung  a) 
ein,  so  ei^ebt  sich 

».      33x  — 105  —  30    .      63         a  c\  v  u  ■  * 

P)  (x-5)(x-7)°£Z:5  +  £^  ""•*  ^"^^""^  ""' 

/(Sg^)ax=/(^^o^^)dx=-3o/^+e3/^, 

=  -30J.(x-5)  +  63/(x-7)  +  C. 
Infolge  dessen  ist 

^x'-5x'-16x -1-140      x'  .  ^_  ,    r    33X-105      , 
*'J        x'-12x-f-35  T  +  ^'^'T'Jx'  — 12x-|-35°'^ 

=  y-f-7x-30Z(x-5)-|-63Z(x-7)-he=Z(x-7)"-Z(x— 5)" 

x(xH-14)      ß_,(x-7)"      x_(x+_I4)      (, 

Stegemann.    Intefral-Reehn.  4 
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r    15x'-7fa-95     ^, 


Auflösung.    Der  Factor  von  dx  ist  eine  echt  gebrochene 
Function.    Wir  müssen  demnach  damit  beginnen,  den  Bruch 

-5 ^—5 Q^  i_  Ao  ^  Partialbrüche  zu  zerlegen.    Dies  ist 

X  — DX   — lox-j— 4* 

indessen  schon  §.  20  Aufgabe  1   (Seite  35)  geschehen.    Wir 

fanden  dort 

.       15x«  — 70X-95     _^     3  ^5 7 

^^  X*  — bx*  — 13X  +  42      X  — 7"^x  +  3"^x  — 2 
Demnach  ist 

=3i(x-7)+5Z(x+3)+7Z(x-2)+C 
=Z|(x-7)'.(x+3)'.(x— 2)'1+C. 

„    r4»'  —  63x*  +  338x  -  619  ^ 
"J         (,_7)(x-6)»        **• 
Aundsang.    Nach  §.  20  Aufgabe  3  (Seite  44)  ist 
.  4x'  — 63x'  +  338x  — 619      _4 3        ,         2 

*'*         (x-7).(x  — 5)'        ""x  — 7      (x  — 5)'"f'(x  — 5)» 

Demnach  ist 
„.  r4x»-63x»+338x— 619  ,         T    4      ,         T      3       , 

Nun  ist  nach  Gleichung  6  und  9  Seite  5  und  6 

')/T^''^-''-/i^  =  «'(=— ')  +  C' 
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Setzen  wir  die  Werthe  von  /  — — -  dx,  /  .    ^  ^  dx  und 

/  r ^  dx  nach  den  Gleichungen  3,  4  und  3  in  Gleichung  2 

ein,  und  ziehen  wir  die  drei  Constanten  C,  C"  und  C"  in  eine 
einzige  Constante  (C)  zusammen,  so  ergiebt  sich 

-.   r4x»  — 63x»4-338x  — 619,         .,,        ...       3 

1 


(x-5)' 
V    f   .      '  +  ^  dl 


■C. 


AuflAsung:.    Nach  §.  20  Au%abe  4  (Seite  45)  ist 

.  x  +  1 X  1   x  +  1        1        1 

*'' (x'  +  l)«.(x-l)~      (x»  +  l)'       2  x'  +  l"!"  2 'x— 1 

?^_±   ^ 1       1 

~      (x»  +  i)',      2*x'+l       2x'  +  i 


^  2    X— 1 


Hiemach  ist 


9^  r      (x  +  l)'dx       _  _  r__xdx     _  J_  r  xdx 
^U(x»  +  l)».{x  — 1)~     J  (x'  +  1)'       2Jx»  +  i 

_  ±  r    dx  1    r  dx 

2c/ x»  +  i+2Jx— 1 


Femer  ist 

xdx 


4)/  ^^^^    =1Z(X'  +  1)    +C"      Formel  9  Seite  6. 

5)  r     t^.     =arctgx  +C"'   Formel  15  Seite  6. 

6)  r — =J(x— 1)  +C""    Formel  9  Seite  6. 

Setzen  wir  nun  fiir  die  Integrale  auf  der   rechten  Seite 

4* 
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von  Gleichung  2  ihre  Werthe  nach  den  Gleichungen  3  bis  6, 
80  folgt 

'J  (x'-j- l)'.(x  — I)  2    x*  +  l       4     ^      '     -^ 

--iarctgx  +  i-/(x-l)  +  C. 

Bemerkung. 

Wir  empfehlen  dem  AnfKnger,  die  Lösungen   der  vorstehenden  Auf- 
gaben durch  Differentiation  zu  prüfen. 

§24. 

iDtegration  der  Function  -y-, r-  • 

p«       p« 
Wir  setzen   x*-f-px  +  q  =  x*-}-px-t-4-""4"l"^  ^^®^ 


•  +  px  +  q  =  (x+|-y+(q-0 


X 

Demnach  ist 

.  dx  dx 


x'+px  +  q" 


('+i)"+('-^"y 


Die  Form  des  Integrals  dieser  Function  hängt  besonders 

P* 
von  dem  Werthe  der  Grösse  q  —  4-  ab.    In  dieser  Beziehung 

können  3  Fälle  eintreten 

I.   q  — 4"  '®*  positiv, 

p* 
IL    q  — ^  •»*  negativ, 

ni.    q^^  Ist  gleich  Null. 

In  dem  ersten  Falle,  d.  h.  in  dem  Falle,  dass  q  —  4-  >  0, 
flUiren  wir  die  Integration  zurfkck  auf  die  Formel 
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Zu  dem  Ende  setzen  wir 
2)  X  +  -|-  =  u,  dx  =  du 


3)  q-  ?!  =  «%«=/-,_£! 


4 

und  erhalten  dann  nach  Gleichung  1 

,.   r       dx              r    du          l        .    ^    1  n 
4)  /  ^-i r—  =  /  -r-i — 2  =  —  arc  tg \-C 

Setzen  wir  in  diese  Gleichung  für  u  und  a  ihre  Werthe 
nach  den  Gleichungen  2  und  3,  so  erhalten  wir 


dx  1  _,^    ""^2 


5^   r ^ =         ^         .  arc  tg  ■ 

^^/x^  +  px  +  q-./ ^«  ^. 


0 


2  ,      2x  +  p      ,  ^ 

In   dem  zweiten  Falle ,    d.  h.  wenn  q  —  4-   negativ  ist; 

führen  wir  die  Intesration  von  -0-1 ; —   zurück  auf  die 

Formel  /  -3 r=  0- '  — i — •    Zu  dem  Ende  setzen 

jx*  —  a*      2a  x  +  a 

6)  X  +  ^  =  u,  dx  =  du 

Hierdurch  erhalten  wir 

''Vx'  +  px  +  q—J  i 


wir 


— 7u'  — a' 
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also 

^)Jx*  +  px  +  q""2a   {f+ä"*"^* 

Setzen   wir  hierin   für  u  und  a  ihre   Werthe   nach   den 
Gleichungen  6  und  7,  so  folgt 


*«)/.- 


^  '     .1 


Multipliciren   wir   in   dem  Brache   — ^^i^-*- .  ^         ^ 

&  +  p-l^p'-4q 

Zähler  und  Nenner  mit  2x  -j-  p  —  K  p*  —  4q,  so  erhalten  wir 

11)  r-,-^^L__=-_L=.K^L±P^ll£!Ea4.c 

\/x'  +  px  +  q       >^p'_4q      (2x  +  p)»-(p'-4p)^^ 

12)  r.      ^ 1  i;(2x  +  p'-Vp'-4q)'       ^ 

Jx'  +  px  +  q       |^p'_4q  4x'+4px-|-4p       "*" 


x'  +  PX  +  q 


€. 


in  dem  dritten  Falle,  d.  h.  wenn  q  —  't  gleich  Null  ist,  wird 


^^>/x'+px  +  q=i7 


dx 


Setzen  wir  hierin  x  -|-  ^  ^  u,  also  dx  =  da,  so  folgt  nach 
Formel  6  Seite  5 


14)  r    ^ L 
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Resultat. 

I.  Wenn  q  —  x  P^^'^'^  '^^^  ^^  ^^^ 

r        dx  2  ^      2x4-p  ,  p 

Jx»  +  px  +  q       K4i^=^»  *nq-p' 

II.  Wenn  q  —  ^  negaö*  Ist,  so  ist 

Jx»  +  px  +  q       »^p'-4q  x'  +  px  +  q 

III.  Wenn  q  —  x  S^ ®'^  '^""  '^^'  ^^  ^^^ 

^^  2 

Bemerkung. 

Streng  genommen  gelten  die   Besnltate  I.  und  IL  für  jeden  Wertb 
p8  p* 

▼on  q  —  X»  indessen  werden  beide  Resultate  unbestimmt,  wenn  q — j  =  0 


p» 


ist,  femer  giebt  das  Resultat  I.  eine  imaginäre  Form ,   wenn  q  —  -j-  <  ^> 


p* 


und  ebenso  giebt  das  Resultat  II.  eine  imaginaire  Form,  wenn  q 4  >  ^ 

ist. 


§•  25. 


**+»-  d.. 


Integration  der  Function  ^it^^i_„ 
Zunächst  ist 


i)  r    Ax  +  B     ^^^Ar 


4-px  +  q  2Jx»+px  +  q 


o_  I  2B 

2B 


AT^'  +  P  +  T-P.. 

2J        x'  +  px  +  q 
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.    C     Ax  +  B     ,         A  r     2x  +  p       , 


+  4/p 


2B 


'+px  +  q 

EUeraus  folgt 


.dx 


+  (^~  t)v  x»+px  +  q 
Bemerknn^eD. 

1.  Das  Integral/  ,   ■     ^    , —  wird  nach  §.  24  entwickelt. 

X   -|-px  +  q 

2.  Die  Integrale  der  Fnnctionen  ,  ^   .    ^^  . — —  nnd      ^^  +  ^ 

(x»  +  px  +  q)«  (x«  +  px  +  q)m 

werden  in  einem  andern  Zasammenhange  vorgefahrt  werden. 


§.  26. 

üebungs  -Beispiele. 

Aufgrabe  1.   Man  soll  folg^ende  Diflerential  -  Functionen  in- 
tegriren. 

Auflösung:. 

Durch  eine  einfache  Umformung  erhalten  wir 


:  +  13  J(x'-6x  +  9)  +  4 

Setzen  wir  hierin  x  —  3  =  «,   also  dx  =  du,  so  folgt 
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Durch  eine  einfache  Umformung  erhalten  wir  hier 

3)  Jx'  — 6x  +  5 ^  "^ J  (X«  — 6x  +  9)-4 

~"J(x-3)'-2' 
Setzen  wir  hierin  x  —  3=:u,  also  dxe=du,  so  erhalten 
wir  nach  §.  22  Gleichung  11 


='V(^-5-i)'    +Ö. 


"'■/,._6.  +  »'^ 

Beachten  wir,  dass  der  Nenner  ein  vollständiges  Quadrat 
ist,  so  ergiebt  sich 

^)/x«-6x  +  9'^  =  ^7(T^' 
Setzen  wir  hierin  x  —  3  =  u,  also  dx  ^  du,  so  folgt 

7)/x-r=:4+9^^  =  l/T'  +  «  =  -l  +  ^- 
Schalten  wir  hierin  für  u  seinen  Werth  „x  —  3"  ein,  so 
ergiebt  sich 

8)  f-, — '__dx  = ^+C. 

'^Jx*  —  6x  +  9  X  —  3' 

Wodurch  unterscheiden  sich  die  Lösungen  der  Integrale  I,  II  und  III? 

Aurg^abe  2.     Man   soll   folgende  DilTerendal  -  Functionen 
Integriren. 

22x  -  59     ,         ?x  +  43      ,        22x  —  59     , 
x'^  -  6x  + 1 3    ^'  x»  +  x-T2 ^""^  X»  -  6x  +  9 
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Aufldsung. 


22x  -59 

TT3 


dl. 


Eine  aufmerksame  Betrachtung  des  vorstehenden  Integrals 
lehrt,  dass  wir  dasselbe  in  zwei  Integrale  zerlegen  können,  von 

denen  das  eine  auf  die  Form  j—  und  das  andere  auf  die 

PoimJ  jp-jjp  gebracht  werden  kann.    Wir  setzen  deshalb 

f    22X-59     ,  r(22x-66)-}-r, 

„.   r    22X-59     ,  r    22x  — 66     , 

^^>/p-=r6l+r3'^=Jx*-6x+i3^' 


+J(^*^r^ 


7dx 


•6x  +  9)  +  4 
ovr_22x-^69     ,        ..  r     2x-6       , 

^J(x-3)»+2' 
Setzen  wir  nun  x'  —  6x  + 13  =  u,  also  (2x  —  6)  dx  =  du, 
so  erhalten  wir 

Eemer  ist  nach  Seite  48  GL  12 

..    /*         dx  1  X 3 

5)J(x-3)'  +  2*=°-2'>'''^*g-2-+^- 

Setzen    wir    die    Werthe    von    fJ^Ü-Z^)^!-    und 
J  (x  ^  3)'  +  2«  ^^^  ^^^  ^^-  *  ^^^  5  in  GL  3  ein,  so  ergiebt  sich 

I    7        ^   X  — 3  ,   „ 
+  yarctg— g— +0. 

Wäre  68  zweckmassig  gewesen,  den  Bruch  -^ ^ y^z   in  Partial. 

X*  —  oZ  —  liS 
Brüche  zu  zerlegen,  etc.? 
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„    r  22» -59    ^. 

Weil  der  Nenner  ein  vollständiges  Quadrat  ist,  so  können 
wir  unser  Integral  in  zwei  andere  zerlegen,   welche  sich  resp. 

auf  die  Form  /  —  und  /  -j-  zurückfuhren  lassen.    Wir  setzen 

deshalb 

r  22^-69    ^^_  rlt(2x-6)  +  7^ 
^Vx'-6x  +  9  J     x'-6x  +  6    *" 

^)7x'-6x  +  9^°"jx'-6x  +  9-^' 

+  Vx'-6x  +  9' 
Nim  ist 

(VergL  Gleichung  4.) 

l®)/x'-6x  +  9=/(I^ T=r3  +  ^' 

(Yergl.  Qleichung  6  Aufgabe  1.) 

Setzen  vnr  nach  den  Gleichungen  9  und  10  die  Werthe 

80  folgt 

§.  27. 
Fortsetzung, 

Wenn  der  Nenner  einer  gebrochenen  Function  von  einem 
hohem  Grade  ist,  so  kann  es  ofk  schwierig  oder  unmöglich 
werden,  dieselbe  in  Partialbriiche  zu  zerlegen  (vergl.  §.  20 
Bemerk.  2).  In  diesem  Falle  wird  man  das  Verfahren  nicht 
anwenden  können,  welches  uns  bei  der  Lösung  der  letzten  Auf- 
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gaben  zum  Ziele  führte.  Indessen  gelingt  die  Integration  daim 
noch  häufig  durch  zweckmässige  Substitutionen  oder  Umfor- 
mungen.   Einige  Beispiele  mögen  dies  erläutern. 

Aurgabe  1.    Man  soll  die  Function    .^      ^v  integriren. 
Attflffsung.    Man  setze 

1)  x= — ,  also  dx  = =,  so  ist 

^  u '  u' 

«^    /^        dx         _       r    u"       du__  /^u'du 
^U  x.(l+x«)  J  u»  +  1  •  u«  ~     J  u'  +  1 

=  -lz(u»  +  l)  +  C. 

Setzt  man  hierin  für  u  seinen  Werth  nach  Gleichung  1, 
so  folgt 


=  ^^-nn^  +  C  =  ^-i- 


3    1  +  ^'  VT+T' 


Bemerknng. 

Man  kann  auch  auf  folgendem  Wege  zum  Ziele  gelangen.   Man  setse 

M1+~X3)  =     X(l+X3)     =X.(1+X»)  -  xlTf^'    ^"^«-^^^^ 


x(l  +  x3)  ~"  X        1  +  x» 

Hieraus  folgt 

/dx  /»dx        /•  X*  dx 

x(l+x8)  ^J  T  *"-^  f+? 


=  2x-4-^(*+^')  +  ^  =  ^-^  /l  +  x'+C. 


=  i 


3 

X 


dx 


r      dx 
Aufgabe  2.    Man  soll  /  — .^^  ,v  entwickeln. 
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Auflösung.    Man  setze 


1)  x  =  — ,  also  dx=s i,  so  ist 

r_dx_____  r    g'       du_       f  u'da 

=  _|i(l  +  u«)  +  C. 

Setzt  man  hierin  fiir  u  seinen  Werth  nach  Gleichung  1, 
80  folgt 


=-iyi±^+o 


BemerkuDg. 

1  (IJ-x*)  — X*         1  x" 

Setzt  man  — jj—. — z  =  ^ — ^rs— i — rr-  = r— ; — i»  «<>  ergiebt  sich 

x.(l+x*         x.(l  +  x*)  X        1  +  x*  * 


/dx         /»dx       /•  x'dx 
x.(i+x*)'^-^T""''r+74 


=  /x  -  iy'T+7*'+  c  =  z  T-^ 


Aufgabe  3.    Man  soll  die  Function  .  ^  ,  ßi  integriren. 

Auflösung.    Um  die  Integration  einzuleiten  setzen  wir 

1  x'  +  l         .      x'  1  x' 

*^  (x«  +  l)»  =  (x«  +  l)«""(x«  +  l)«=?+T""(x»+l)* 

Hieraus  folgt 

ON   r      dx      _  r_dx r_xMx_ 

^V  (x>  +  l)-— J  X«  + 1     J  (x«  +  1)« 
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Nun  ist  weiter  nach  Gleichung  15  Seite  6 

Femer  ist  nach  §.  13  Seite  25  ff. 
.,    f   x'dx     _  f^      2xdx 


Q         .        dv 


_£    /  1       \         /•     —1        ^ 

-2*1     (x'-l)j      J(x»  +  1)"  2 

U  .  V  V 

e,   /•   x'dx     _  X  ,    1    /"    dx 

^''7(x»  +  l)»~      2(x»  +  l)"*"  2Jx'  +  l 


T      .      da 


^^^^  +  Iarc1gx  +  C. 

dx  ,    r    x'dx 


Setzen   wir   die   Werthe   von    /    ,   .        und    /      ,        v, 

nach  den  Gleichungen  3  und  5  in  Gleichung  2  ein,  so  folgt 

/dx  X  1 

^5^,-p^  =  arctgx+2-^^5-j-^-_arctgx  +  C. 


=  larctgx  +  ^^-^  +  C. 


Prüfung  durch  Differentiatioii. 


Digitized  byVjOOQlC 


63 


III.  GapiteL 

Integration  der  irrationalen  algebraischen 
Differential  -  Functionen» 

§.  28. 
Allgemeine  Bemerkungen. 

In  den  vorigen  Paragraphen  (vergl.  z.  B.  §.  6  Aufgabe 
3  bis  6  §.  9  Aufgabe  20)  haben  wir  schon  einige  irrationale 
Differentdal-Functionen  integrirt,  und  zwar  solche,  deren  Integrale 

wir  mit  leichter  Mühe  auf  die  Form   /  u"  du  oder  /  ■  ^ 

d.  i.  auf  die  Fundamentalformen  Nr.  6  und  14  Seite  5  und  6 
zurückfuhren  konnten. 

In  Betreff  der  übrigen  irrationalen  Differential  -  Functionen 
ist  zu  bemerken,  das  verhältnissmässig  nur  eine  sehr  geringe 
Anzahl  derselben  integrirt  werden  kann.  Das  Verfahren  be- 
steht natürlich  darin,  dass  man  die  gegebenen  Differential- 
Functionen  auf  Formen  zurückführt,  von  denen  man  weiss, 
dass  sie  integrabel  sind.  In  manchen  Fällen  gelingt  dies  da- 
durch, dass  man  die  gegebenen  irrationalen  Functionen  in  ratio- 
nale verwandelt.  — 

Wir  werden  in  dem  Folgenden  nur  die  einfachsten  Fälle 
besprechen. 
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§.29. 

Integration  der  algebraischen  DifiSerential- Functionen 
von  der  Form 

Nehmen  wir  an,  dass  die  vorstehende  Function  eine  alge- 
braische Function  ist,  welche  blos  dadurch  irrational  wird,  dass 

die  Exponenten  der  Potenzen  von  ^  J^  .p     id.  i.  — ,  -^  etc.  j 

gebrochene  Zahlen  sind,  so  kann  man  die  Function  unter  allen 
Umständen   dadurch   in   eine   rationale    Fimction    verwandeln, 

dass  man  setzt  .  T  t>    =  ^^>  wo  k  eine  Zahl  ist,  in  welcher 
A  -|-Bx 

sftmmtliche  Kenner  der  Brüche  — ,  —  etc.  als  Factoren  ent- 

n     q 

halten  sind. 

m 

/  a  _L-  bx  \  ^ 
Aurgabe  1.    Man  soll  die  Function  i  .  ^j^p  J  .  dx  in  eine 

rationale  Function  verwandeln. 

Auflösung.    Setzen  wir 
..    a  +  bx 
»)Ä  +  Bi      =^"'«^^«* 

2)  a+bx       =Au»-fBxu» 

3)  bx  —  Bxu»  =  Au»  —  a 

4)  x(b  —  Bu»)  =  Au»  —  a 
^.  Au»  —  a 

Um  noch  den  Werth  von  dx  durch  u  auszudrücken,  können 
wir  ausgehen  von  Gleichung  5  oder  von  Gleichung  2.    Wir 
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«oHen  von  Gleiehung  2  ausgehen,  und  erhalten  demzufolge  nach 
D.  R-  Capitel  IX 

6)  b.dx  =  A.nu»-idu  +  Bx.»-idu4-Bu™dx 

7)  bdx  — Bu»dx  =  nAutt-idu  +  nBxun-idu 

8)  (b--Bu»)dx  =  n(A4-Bx)u»-idu 

^,  ,  A  +  Bx       ,  , 

9)  dx  =  n,,    ^w  ^u'^-^du 

b  —  Bu* 

Setzen  wir  hierin  den  Werth  von  x  nach  Gleichung  5, 
80  folgt  ' 

10)  dx  =  n _5El^.u— idu 

'  b  — Bu« 

,  Ab  — Ba         ,, 

Aus  den  Gleichungen  1  und  10  ergiebt  sich  weiter 

m 

«.N  /a  +  t^X^j        /  »n"        Ab  — Ba        ,, 

m 

4o» /ft  +  bxxn" ,  Ab  — Ba     „.     ,  . 

B«BerkDo;. 


Die  Integration  der  IrratloDalen  Pnnctlon  f  (  aj^Bx/  *  ^ 
m 

Ca  4-  bz  \  n 
,         \    dx  lässt  sich  demnach  auf  die  Integration  der  ratloiatoa 

AI»  —  H* 

Fnnellon  n — r-»  um+n— i  du  zoräckführen. 

(b  —  Bnn)' 

m 

p  /  a  +  bx  \  » 
Aufgabe  2.    Man  soll  die  Function  x .  \  a-Lbx)  ^  "^  ®"*® 

rationale  Function  verwandeln. 

Auflösung.    Wir  setzen  wieder 
a-l-bx 
*^A+  bx      '^ 

Stegemann.   Integral-Bechn.  5 
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dann  orgiebt  ßich  nach  den  Gleichungen  1,  5  und  10  der  vori- 
gen Aufgabe 

Ab  — Ba     „  ,, 

m 

/  a  -1-  bx  \  °' 
Setzen    wir   hiemach    die   Werthe    von  t^T^^^j     ,  xp 

m 

und  dx  in  dem  Ausdruck  xp  ( f  T  gx)   ^^  ^^^   ^^  ^^^^  ^^^' 
selbe  dadurch  rational. 

§.  30. 
Fortsetzung.    Aufgaben. 

VT 
Aufgabe  1.    Man  soll  die  Function  j^-^rjäx  integriren. 

Auflösung.    Wir  beginnen  damit,  die  vorliegende  Function 
rational  zu  machen.    Zu  dem  Ende  setzen  wir 

1)  x  =  u%  also 

2)  dx  =  2u,du. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt 

Die   Integration   der  irrationalen   Differential  -  Function 

VT 

-i-Ar  dx  ist  lilernach  surücligeflllirt  auf  die  Integration  der 
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rationalen  Function  ^,  __    du.    Diese  Function  ist  eine  unächt 
gebrochene  Function.     Wir  setzen  deshalb  nach  §•  19  S.  38 


u*  —  1  "■  *  "^  u*  -  1 

Hiernach  ist 

Nun  ist  aber  f^^^  =  y  l  ^^  +  C,   also  ist 

c/  X  —  1  '      u-|-  1    '    . 

Setzen   wir  in   Gleichung   7   fiir   u   seinen   Werth   nach 
Gleichung  1,  so  folgt 

Bemerkungen. 

1.  Setzen  wir  in  der  Fnnction j  •  (  f  "T"  -^  )  ^aÄÜ,  b^l,  A==l 

X  —  1    VA  -f-  Bxy  ' 

nnd  B  =  0,  80  wird  ^.  (±+^ V''«  =  J^. 
X-  1    VA+Bx/  X—  1 

2.  Wie  findet  man /-i-j-l/I±^ 


X  —  I  f  A  +  Bx 


dx? 


V": 


Aufgabe  2.    Man  soll  die  Function  -^Adx  integriren 

AuHAsung.    Wir  setzen 

1)  x  =  u»,  also  dx  =  3u'du. 
Hieraus  folgt 

2)  -^dx  =  — %.3u»du 
X  —  1  u»  —  l 

s  

5* 
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Hieraus  folgt  weiter 


*)/^^-»>+»/Ä 


Wir  haben  also  wieder  die  Inte^ation  der  irfalionaleii 

VIT 
Fanetion  -37|dx  auf  die  Inte^ation  der  rationalen  Func- 
tionen da  nnd    ,_.  nirOefcgfefbhri. 

Der  Nenner  u'  —  1  lässt  sich  uun  in  die  Factoren  n  —  1 
und  u*  -f-  u  -{-  1  zerlegen.    Wir  setzen  demnach 

K^      ^  A      ,     Bu  +  C      , 

5)  -5 7  = 7  +   1  ,    '       .  also 

'' u'  — 1      u  — 1   '  u'-f-u-j-l 

fix_1 A(u'  +  u  +  l)  +  (Bu  +  0).(u-l) 

^''u'-l~  (u  — l).(u''-|-u  +  l) 

-X  _l u'(A  +  B)  +  u(A  -B  +  C)  +  (A-C) 

'^  u»  -  1  —  u'-l 

8)  I      =u'(A4-B)+u(A  — B4-C)  +  (A-C). 
Weil  Gleichung  8  fiir  jeden  Werth  von  u  g^t,  so  ergiebt 

sich  aus  dieser  Gleichung  nach  D.  R.  Hülfssätze  aus  der  alge- 
braischen Analysis  Nr.  9 

9)  A  +  B         =0 

10)  A-B  +  C  =  0 

11)  A  — C         =1. 

Löst  man  diese  Gleichungen  för  A,  B  und  C  auf,  so  folgt 
12)A  =  1,  B  =  -4.,    c  =  -|. 

Setzen  wir  nach  Gleichung  12  die  Werthe  von  A,  B  und  C 
in  Gleichung  5  ein,  so  folgt 

,3).    1      _li     1  u  +  2 


u'  — 1       3  |u  — 1      u*4-u  +  l 


14)  r^= I  r_^_ I  r.,4+2  du. 

V  u^  —  1       3o/u— 1       3Ju"  +  u+l 
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Da  nun  la-f--n-)da  gleich   dem   halben  Differential  des 
Nennen  u*  -f-  q  -f-  ^  ^  ^^  schreiben  wir  statt  der  Gleichung  14 


r  du       1   r  du       1  rv+  2)+  2  , 

JvL*  —  i~sJn  —  l       sJ      u^  +  u  +  l      ° 

=  3-i(u-l)— g-/^,^^jdu-_j^p-p^^j 

"       du 


°t'(— ')-t'C'+°+"-|//    U-  3 


,^i(a_l)_|!(.'  +  o  +  )) 


arc  tg  — — : — [-  C 


^Vi      1/4 


=  i-i(u-I)-i-?(u'  +  u  +  l) 

—  -7=  arc  tg    ^    '      +  C. 

-3 r  schalten  wir  in  Gleichung  4 

ein,  und  erhalten  dadurch 

")/£5*t  =  3u  +  i(u-I)-ii(u'  +  u+l) 

3  ,   Zu+l   ,  ^ 


VT    ^   VY 

=3u+Z   "~*  : -  i^äTarctg?^  +C. 

s  

Nach  Gleichung  1  ist  u  =  V^  x  also  ist 
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^  X  — 1  i/»/_        V— 

•    

Bemerkangen. 

1.  In  Aufgabe  1  wurde  die  irrationale  Function  dadurch  irrational, 
dasB  wir  z  =  u*  setzten.  In  Aufgabe  2  dagegen  wurde  die  gegebene 
Differential -Function  dadurch  rational,  dass  wir  x  =  u'  setzten. 

2.  Der  aufmerksame  Leser  wird  jetzt  leicht  folgende  Integrale  lösen 

Y —  Y — 

J  — r-|-  dx,y     _.    ,  dx.  —  Die  Richtigkeit  des  Resultates  iSsst  sich  hinter- 
her  durch  Differentiation  prüfen. 

Aorgfabe  3.  Man  soll  die  Differential -Function  \  dx  V^a  +  x 
Integriren. 

AuflAsan^.    Wir  setzen 

1)  a  -f-  X  =  u',  also  x  =3  u'  —  a,  dx  =  2u  du 
dann  ist 

2)  Txdx .  |/'a  +  x=  Au'  —  a) . 2u du . u 

=  AuMu—   AauMu 

Setzen  wir  hierin  fiir  u  seinen  Werth  nach  Gleichung  1, 
so  folgt 

3)/xdx.rHrr==|-|/"(a  +  x)»--|-aK'(a  +  x)»  +  C. 


Man  hStte  die  Integration  auch  in  folgender  Weise  ausführen  können : 
Wir  setzen 


BemerkuBg. 

auch  in  folg( 

4)  x/a-f-x  =  (a  +  x-a).  V7+i  =  (a  +  x)V,  —  a (a  +  x)V, 
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also 

5)  /x .  /T+r.  dx  =/(a  +  x)%  dx  -  a/(a  +  x)V,  dx 
Dies  giebt  nach  Formel  6  Seite  5 

6)/x.  /T+T.dx.  =  |-/(a+x)»-.-|.a  /(a  +  x)»  +  C. 

Aurgabe  4.    Man  soll  die  DiffSerential  -  Function 

(a  _  x)  f  (h^^ dl  Integriren. 

Auflösung.  Wir  setzen  (b  —  x)  =  u*  und  verfahren  dann 
in  ähnlicher  Weise  wie  bei  den  vorigen  Aufgaben.  Dadurch 
erhalten  wir 

/(a_x)r-örr^'.dx aL£jb-x/ 

3(a-b).y'(b=i7  ,^ 

Benerkung. 

Wir  hätten  die  Integrale  auch  dadurch  einleiten  können,  dass  wir 
gesetzt  h&tten 

(a  —  x)  /(b-x)«  =  (a  —  x)  .  (b  -  x)«/»  =  (b  -  x  +  a  —  b) .  (b  —  x)Vs. 
=  (b  -  x)  .  (b  -  x)»/8  +  (a  —  b)  .  (b  -  x)V8. 
=  (b  —  x)V8  4-  (a  —  b)  .  (b  —  x)«/».  etc. 

Aufgabe  5.   Man  soll  die  Differential -Function       ,^ 
Integriren. 

Auflösung.  Unsere  Differential  -  Function  wird  durch  die 
Anwesenheit  des  Ausdruckes  V^x-j-a  irrational.  Wir  können 
dieselbe   deshalb   dadurch   rational   machen,    dass   wir   setzen 

X  4-  a  =  tt' 
Wenn  wir  auf  dem  angedeuteten  Wege  weiter  fortgehen,  so 
erhalten  wir  nach  Gleichung  11  Seite  47 

F  a  X  * 
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Aufgabe  6.  Man  soll  die  Differential -FuncUoii)/^^di 
integriren. 

AuflAsong.  Wir  suchen  die  vorliegende  Function  in  eine 
rationale  Function  zu  verwandeln.  Zu  dem  Ende  setzen  wir 
nach  §.  29  Seite  64 

a-4-x 

1)  — ^—        =  u',  hieraus  folgt  weiter 

2)  a  +  x       =u*(a  — x) 

3)  x(l+u*)  =  a(u»-l) 

4)  X 


5)  dx 


4  au  du 


-(u'  +  l)» 
Aus  den  Gleichungen  1  und  5  folgt  jetzt 


da 


-  -|-  2  a .  arc  tg  u  +  C. 


1+u«  

Nach  Gleichung  1  ist  nun  u  =  ]/  — X— .  Setzen  wir  diesen 

Werth  von  u  in  Gleichung  7  ein,  so  folgt 

*^  ^  a  — X  4    ,  a  +  x    *  ^^  a  — X  ' 


i+Hi 


a  —  X 


2ay?±?(a-x) 
^  a— x'^        ^ 


2a.arctg|/?^4.a 


x  +  a-(-x  ^'  a-x 
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73 
«N   nA  +  x    ,  2a|^a'*  — X»   ,  ^  ^   i/a  +  x  ,    .^ 


=  -K'a'-x»  +  2aarc1g|/i±^  +  C. 


=  2aarctel/?Jl^-f^a--x«  +  C. 
^  ^  a  —  X  ' 

BeBerkBBgen. 

1.    Man  kann  das  yorstehende  Integral  anch  in  anderer  Weise  lösen. 
Wir  setaen  sn  dem  Ende 


-'r.-x    r  (a_x).{a4-x)    /ii^rp     /irn« 


/i 


Hieraus  folgt 

it)  Ti/t+f  dx=/-7ii4=  +yi7^^^ 

^c/fa— X  «^  Va«  — X»      •^   Ka*  — X« 

Wir  erhalten  alsa  nach  Auflösung  III  und  IV  Seite  20  und  21 

12)y|/i±f  dx  =  a aresin -^-  /a«-x«  +  C. 
2.    Die  Ausdrücke  I  welche  wir  in  den   Gleichungen  8  und  11   für 


■  dx  erhalten  haben,  weichen  in  der  Form  yon  einander  ab.    Bfan 
a  —  X 

kann  sich  indessen  leicht  überzeugen,  dass  beide  Gleichungen  richtig  sind. 

§.31. 
BationaliBEtioii  der  Fnnctioiieii  von  der  Form 

f(x,  VAx*  +  Bx  +  C)-dx. 
D.  h.  derjenigpen  Fanctionen,  In  denen  keine  andere  irra- 
tionale OrOsse  vorkömmt,  als  die  GrOsse  V  Ax*  +  Bi  +  C. 
Hier  sind  drei  Fälle  zu  unterscheiden: 

!•      A  ist  DOSitiV    J       ^^'  "^^SX^   das«  A  nnd  B  belie  potitiy  sind, 
I    k*iin   nach  Belieben  unter  den  Fall   I  nnd   II 
II.      C  Ist  positiv    )    nntergebracht  werden. 

III.    A  und  C  sind  beide  negativ. 
Wenn  A  positiv  Ist,  so  setze  man 

1)  f^Ax«  +  Bx  +  C  =  u  +  xKÄ 
Quadrirt  man  dann   die  beiden  Seiten  dieser  Gleichung^ 
so  folgt 
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2)  Ax'-j-Bx  +  C  =  u'  +  2uxO^+Ax' 

3)  Bx  +  C  =  u'  +  2ux.l^A 

4)  Bx  -  2ux  VA  =  u*  —  C 

5)  x(B-2u>^Ä)  =  u»  — C 

ß^x  _      u'-B_ 

^^^  -B-2urx 

Um    den   Werth    von   dx   zu    finden ;    düFerentiiren    wir 
Gleichung  6.    Wir  erhalten  dadurch 

■^^^(B-2u  f^Ä)«2udu  +  2(u'--C)  KAdu 
^  (B-2uK'A)' 

8)  dx=  — 2, J. , du 

^  (B-2uKÄ)* 

Schalten  wir  femer  noch  den  Wcrth  von  x  nach  Gleichung  6 
in  Gleichung  1  ein,  so  folgt 

9)  rAx'  +  Bx  +  C  =  u  +  ^  ""o'^tI^ä: 

B--2u  K  A 


Wenn  jetzt  die  Werthe  von  x,  V  Ax*  +  Bx  +  C  und 
dx  nach  den  Gleichungen  6,  8  und  9  in  die  Function 
f(x,  I^Ax'  +  Bx -|- C dx  eingeschaltet  werden,  so  Ist  diese 
Function  dadorcii  rational  gemacht  und  die  etwa  verlangte 
Integration  kann  nach  den  früheren  §§•  angeftlhrt  werden. 

BenerkaageD. 

1.  Zq  welchem  Resaltate  wftren  wir  gelangt,  wenn  statt  Gl.  1  geaetzt  wlüre : 

K  Ax«  +  Bx  +  C  =  u  —  X  KT? 

2.  Wegen  der  Wnrzelgrösae  V  A  ist  die  oben  stehende  Methode  der 
Rationalisation  nicht  zweckmftssigi  wenn  A  negativ  ist. 

§.  32. 
Fortsetzung. 

Wenn  in  der  Function  „r(x,  V^Ai*  +  Bx  +  C) .  di"  C  posHif 
ist,  80  setze  man 

1)  V  Ax'  +  Bx  +  C  =  xu+K(J. 
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Hieraus  folgt 

2)  Ax'  +  Bx  + 

C  =  x'u'  +  2xuKC"+C 

3)  Ax«  +  Bx 

=  x'u»  +  2xuK'Ö: 

4)  Ax  +B 

=  xu'  +  2u]^C. 

5)  Ax  —  xa* 

=  2u]^C-B. 

6)x 

2urC  — B 
=     A-u« 

Schalten  wir  diesen  Werth  von  x  in  Gleichung  1  ein, 
80  folgt  

-  7)  |/Ax»+Bx+C  =  u.?\t2^  +  rö 

2u'VlI-Bu+Ay^-n'VÜ 
A  — u' 
_n»^C-Bu  +  AVU 
~  A  — u* 

DiJEFerentiiren  wir  nun  noch  x  nach  Gleichung  6,  so  folgt 
8)  d.^(A-u-).2rü  +  2u(2uK^-B)^^ 

9)  dx=:^^^^-^"'^[;y^'^-^^"du 

.A^  J         o    «•l^'Ö-Bu  +  Al^'C, 
^^)^  =  ^ (Ä31?7 "^" 

Werden  die  Werthe  von  x,  V Ax} -{-B^-^G  und  dx 
nach  den  Gleichungen  6 ,  7  und  10  in  die  Function 
f(x,  V  Ax'  -f-  B  X  +  C .  dx  eingeschaltet,  so  ist  diese  Function 

wieder  rational  gemaclit. 

Bemerkung. 

1.  Weil  in  den  Gleichungen  6,  7  und  10  die  Wurselgrösse  VC  vor- 
kommt, 80  ist  die  Yorstehende  Methode  zur  Rationalisirung  der  Function 
f(x,   V  A  x*  +  Bx  +  C)  dx  Bicht  geeignet,  wenn  C  negativ  ist. 

2.  Wir  machen  darauf  aufmerksam,  dass  in  den  beiden  vorigen  §§• 
für  y  Ax*  4-  B  X  +  C  solche  Substitutionen  (u  +  x  VIl  und  xu  +  /  C) 
gemacht  sind,  dass  die  hieraus  entstehenden  Gleichungen  In  Being  anf  x 
fom  ersten  Grade  waren. 
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§.33. 
Fortsetzuxig. 

Wenn  in  der  Function  tfx^  K  Ai*  +  Bi  +  C)  dx.  sowohl  A 
als  aach  C  ne^aUw  sind ,  und  ausserdem  B'  ]>  4  A  C,  so  ver- 
wandle man  Ax'  +  Bx  -f-  C  in  ein  Product  mit  zwei  reellen 
Factoren  von  der  Form  (ax-f-ß),  (yx-f-8)  (vergl.  Bern.  2). 
Hieraus  erhalten  wir 

l)Ax»  +  Bx  +  C    =(ax  +  ß).(yx  +  8) 
Nim  setzen  wir 

2)  KAx«  +  Bx  +  C  =  u.(ax  +  p) 
Daraus  folgt  die  Gleichung 

3)Ax«4-Bx  +  C    — u*(ax  +  p)" 
Aus  den  Gleichimgen  1  und  3  folgt  weiter 

4)  (ax+ß).(TX+8)  =  u'  (ax  +  ß)« 

5)  (ox+ß).(yx+8)  =  u».(ax  +  p)' 

6)  yx  +  8  =  u'(ox  +  p) 

7)  yx  — u'ox  =  u'ß  — 8 

8)  x(v  — au')==u''ß  — 8 


9) 


"  y  —  a  u' 


Durch  Differentiation  erhalten  wir  hieraus 
10) 


,  _  (Y-«"')2ttP+(u'P-8)2au  , 

"^  ~  (y  —  au')'  '^'^ 

11)  dx  _2ßYU-2«K+2y-2a8u^^ 
^  (y  —  o  u*)* 

12)  dx  =2/^"""f,,udu 

Setzt  man  nun  die  Werthe  von  x,  V  Ax'  -j-  Bx  +  C  und 
dx  nach  den  Gleichungen  3,  9  und  12  in  die  Function 
f  (x,  y  Ax'-fBx  +  C)  dx  ein,  so  ist  dieselbe  dadurch  in  eine 
rationale  Fanetion  werwandelt. 
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BflHflrkaBgflB. 

1.  Wenn  A  vnd  C  beide  negativ  sind,  und  aiuserdein  B*  <:4AC,  so 
ist  der  Ausdruck  Ax'  -f-  ^^  4"  ^  ^^  jeden  Werth  von  x  negativ,  also  die 
Function  V  Az'  -{"  Bz  -{-  G  für  jeden  Werth  von  z  imaginär.  In  diesem 
Falle  wird  das  Integral  derselben  auch  für  jeden  Werth  von  z  imaginär 
sein  (vergl.  Bemerk.  2),    Man  setzt  deshalb 

/Ax«  +  Bz  +  C=  V^^.  K  — Ax«  — Bz-C 
und  kann  dann  nach  einem  der  letzten  §§.  weiter  verfahren. 

2.  Um  an  einem  Zahlen  -  Beispiel  su  zeigen,  dass  sich  die  Function 
Ax'-}-Bz-{-C  in  ein  Product  von  zwei  reellen  Factoren  zerlegen  Iftsst, 
wenn  A  und  C  negativ  sind ,  und  ausserdem  B*  >•  4  A  C  ist ,  verweisen 
wir  auf  die  folgenden  Qleichungen. 

1)  — i4z«-84x-70  =  (--2x-.2)  (7z  +  35) 

2)  —  i4x«  +  84z  -  70  =  (2z  —  2)  .  (35  -  7x). 

§.34. 

Integration  der  irrationalen  Functionen  von  der  Form 

f(Xi  VAx'  +  Bx  +  O.dx. 

Wir  haben  in  den  §§.  31—33  gesehen,  dass  sich  die  irra- 
tionalen Functionen  von  der  Form  f(x,  V  Ax'  +  B^  +  C)^ 
in  rationale  algebraische  Functionen  umformen  lassen,  sodass 
die  Integration  derselben  auf  die  Integration  von  rationalen 
algebraischen  Functionen  zurückgeführt  werden  kann.  Indessen 
kann  man  in  manchen  Fällen  die  Integration  mit  Vortheil  in 
einer  andern  Weise  ausfuhren.  Wir  wollen  deshalb  die 
wichtigsten  Fälle,  welche  bei  der  Integration  der  Function 
f (x,  KAx'-}-Bx+C)  dx  eintreten  können,  in  dem  Folgenden 
ausführlich  behandeln. 

§.  35. 
Fortsetzung* 


dx 


Aufgabe  1.    Man  soll  die  Function    ^  integriren. 

y  a*  — x* 
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Aaflösan^.  Diese  Aufgabe  ist  schon  einmal  auf  Seite  20 
Auflösung  lU  gelöst  worden^  worauf  wir  hiermit  verweisen. 
Man  kann  sie  indessen  auch 'folgender  Massen  lösen. 

Man  setze 

1)  x  =  a.sinuy  also 

2)  dx  =  a .  cos  u  du. 
Hieraus  folgt 

.    r      dx r     acosudu      /"acosu  , 

U  Ka^  — x*~^fT'  — a^sin'u~^  acosu 

Nun  ist  nach  Gleichung  1  sin  u  =  —  also  u  =  aresin  — 
mithin  nach  Gleichung  4 

5)   /  ^r  A  =  arc  sin }-  C. 

U  Ka«-x«  a^ 

Benerkan^en. 

1.  Wir  können  diese  Aufgabe  «nch  dadurch  lösen,  dass  wir  die  Function 

nach  §.  32  rational   machen,   und    dann   nach   den  Regeln  für 

die  Integration  der  rationalen  Function  weiter  verfahren.    In  diesem  FaUe 
setzen  wir       „_____ 

1)  V  a}  —  X*  =  XU  +  *»  dadurch  erbalten  wir 

2)  a«  —X»      =x«u«4-2axu  +  a« 
s       3)        —  X»      =x«u«  +  2axu 

4)  — X       =:xu«  +  2au 

5)  —  XU*  —  X  =  2  a  u 

7^         A.        -       2a(l+u')~4au^.^ 
7)         dx         = -(Tf^^ ^^ 

Setzen   wir  nun   den  Werth  von  x  nach  Qleichung  6  in  Gleichung  1 
ein,  so  folgt 

1  -}-  u*  1  +  u* 
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Jetzt  ergiebt  sich  nach  den  Gleichungen  8  und  10 


ya«-x«  1— u*  (1  +  u)*  a(l  —  u*) 


a . 


12)   -_Ji^«_2       ^"^ 


1  +u« 

j— ; — i  also  nach  Formel  15  Seite  6. 
1  -\-rr 


Nun  ist  nach  Qleichung  1 

/  a*  —  x* a 

14)  u= ,  also  nach  Gleichung  13 

15)/.^^ 2«rc.gi:ZHÜzi±  +  c. 

r  a"  —  x*  X  ' 

2.  Wir  machen  darauf  aufmerksam,  dass  die  Resultate,  welche  wir  in 
Gleichung   5  des  Haupttextes  und   Gleichung   15    der  Bemerkung    1    für 

/dx 
r  erhalten  haben,  in    der  Form   sehr  von  einander  abweichen: 

Va^-x« 

dass  sie  indessen  im  Wesentlichen  übereinstimmen  müssen.    Wir  empfehlen 

dem  Anfänger  die  Uebereinstimmung  dieser  beiden  Resultate  eu  prüfen. 

3.  Welches    Resultat   würde    man    erhalten    haben ,    wenn    man   in 
Gleichung  1    /a*  — x«  =  —  x  u  +  a  gesetzt  hätte  ? 

dx 
AaFgfabe  2.    Man  soll  die  Function  integriren. 

r     X     — ■  £t 

Aufidsnnip.    Nach  §.  34  setzt  man 

1)  K  x'  —  a*  =  X  -|-  u,  dann  ist 

2)  X«  — a'  =  x«  +  2xu  +  u« 

3)  — a'^axu  +  u' 

4)  2xu      =_(a»4-u') 
_      a'  4-  u* 
""         2u 


5)         X 


a\        A  4u'-2(a'4-u»)  , 

Setzen  wir  femer  den  Werth  von  x  nach  Gleichung  5  in 
die  rechte  Seite  von  Gleichung  1  ein,  so  folgt 
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'  2u      '  2u 


9)  l^x»-a' 


2u 

Vereinigen  wir  die  Gleichungen  7  und  9,  so  folgt 
a'  —  u'  j 
xcy        dx  _     2u'     *^"  du 

Kx'— a«  u'  — a'    "~       u 

2u 

Nun  ist  nach  Gleichung  1 

12)  u  =V^x'  — a«  — X 
demnach  folgt  aus  Gleichung  11 

13)  /'^L=;.=Z^7.=l=-+C.=iH^£^'+xt+C'. 
*^^  Kx'— a*        Kx"-a*-x 

Bemerknngen. 

1)  Man  kann  die  Aufgabe  auf  folgende  Weise  etwas  einfacher  lösen. 
Zunächst  gehen  wir  wieder  aus  von  der  Qleichung 

1)  V^x*  —  a"  =  X  +  u,  hieraus  folgt  wieder 

2)  x»-a«=x«+2xu  +  u« 

3)  — a"=2xu  +  u*. 

Differentiiren    wir    diese    Gleichung    nach    den    Regeln    von   D.   B. 
Seite  112  ff.,  so  folgt 

4)  0       =(2x  +  2u)du  +  2udx,  also 
5)2udx       =  — 2(x  +  u)du 

6)         dx       =-i±?du. 
u 


Aus  den  Gleichungen  1  und  6  ergiebt  sich 
x  +  u  , 
7^— ^5_  =  «~^  du 

^  y^x'-a«  "^   «  » 

Nun  ist  nach  Gleichung  1 

9)        u        =  /x«-a«  — X. 
Setsen  wir  diesen  Werth  von  u  in  Gleichung  8  ein,  so  folgt 


m/^'        ^Z.-  ^     +C. 
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2.  Man  kann  die  Integration  auch  dadarch  einleiten,  dass  man  setzt 
f  X«  — x«==x--u. 

3.  Man  kann  anch  das  Inteffral  von   _  -  bestimmen,  wenn  man 

y  X«  —  a' 
setzt 

21)  X  ssa.secu 

22)  x'  =  a'  .  sec«  u 

23)  X«  —  a«  =  a«  (sec«  n  —  1)  =  a»  tg»  u  etc. 

Wir  empfehlen  dem  Leser  auf  diesem  Wege  fortzugehen  bü  das  Integral 

von      r ermittelt  ist. 

Vt}  -  a« 

§.  36. 

Fortsetzung. 
r      dx  r       dx 

dx 
Aurg^abe  1.   Man  soll  das  Integral  von    .^ bestimmen. 

r  a  "^X 

Aaflösungf.    Man  setze 

1)  K  a*  -j-  x'     =u-|-x,  so  ist 

2)  a'  +  x*         =u«  +  2ux  +  x' 

3)  a»  =u*-h2ux 

4)  0  =2udu  +  2xdu  +  2udx 

5)  u  dx  =  ~  (u  +  x)  du 

6)  dx  =-:^-±:Zdu 
Verbinden  wir  Gleichung  1  und  6,  so  folgt 


u-f-x 


du 


.^         dx  -IT"^^ du 

^  |/"a"  +  x«     ^         u  +  x    ""       u 

8)  frr=^= f^^ U  +  C  =  Z1+C. 

V  V^a*  +  x«  J   u  ^  u    ' 

Nun  ist  nach  Gleichung  1 

9)  u  =  K  a*  +  x'  —  X,  also 

Stegamann.    Integral-Bechn.  6 
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BeHerkDogen. 

!•    Welche  Uebereinstimmung  ist  zwischen  der  Lösung  der  Integrale 
r  ^,  nnd  /    ,  ? 

/dx 
r  anf  einem   andern  Wege  losen,   als  auf 

r  a'  —  x' 

dem  Wege,  der  in  der  vorstehenden  Auflösung  eingeschlagen  ist? 

/dx 
bestimmen. 
V^  —  a*  —  x' 

Auflösung.   Es  ist  klar,  cUuss  für  alle  reellen  Werthe  von  x 

/dx 
K  — a'  — x* 

für  jeden  reellen  Werth   von  x  imaginär   sein.    Aus   diesem 
Grunde  sehreiben  wir 

n  r     ^^      -  f ^ 

Hierzu  erhalten  wir  nach  der  Auflösung  von  Aufgabe  1 
Gleichung  10 

§.37. 
Fortsetzung. 

fVn^-\\A\  und   r  »^F^^* .  dx. 

Aufgabe  1.    Man  soU  das  Integral  von  1/^  a"  —  x" .  dx  be- 
stimmen. 
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Auflösang.    Wir  setzen 

1)  V^a'  —  x'  =  u  X,  80  ist 

2)  f  l/"a'  —  x' .  dx  =   Ai  X  dx 
Hieraus  folgt  nach  §.  13  Seite  25  ff. 

Um  nun  den  Werth  von   /  o-  du  zu  ermitteln,  bestimmen 

wir  zunächst  den  Werth  von  x  nach  Gleichung  1.    Wir  finden 
nach  dieser  Gleichung 

4)  a«  — x"  =  u»x» 

.5)  a»  =x«(l+u») 

Setzen   wir   nach    Gleichung    6    den    Werth    von   x"    in 
Gleichung  3  ein,  so  folgt 

also  nach  Formel  15  Seite  6 


8)  j^l/"?^^rPdx  =  ^-|-arctgu  +  C. 

/a*— X» 
Nach  Gleichung  1  ist  u  = also 

r       X.  Va«~x*      a«        ^    V^T^^'   ,   ^ 

9)  /  Va"  — x«dx=  ^ "2  arctg f- C. 

BflHflrkangen* 

1.    Man  kann  die  vorstehende  Aufgabe  noch  in  anderer  Weise  losen. 
Setzen  wir  s.  B. 

10)  X  =  a .  sin  n,  also  dx  es  a  cos  n  du,  so  folgt 

11)  //a«  —  X«  .  dx  =//a«  —  a«  sin»  u .  a  cos  u  du 

12)  /  Va}  —  X«    dx  =  /a«  cos«  u  du  =  a«  /cos»  u  du. 


w       .  *        s  1  +  CO«  2u 

Nun  ist  cos*u  =  — ^—n; also  ist 
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13)  /  »^a*  -  X«  dx  =  ^/(l  +  coB  2u)  du 


2' 

.  M     C\r\ *  ;i         a*  ü   ,   a*  .  sin  2u 

14)  J  Va«  — X«  dx  =  -j-  +    — j 

Um  aas  dieser  Gleichung  u  zu  eliminiren,  setze  man  nach  Gleichang  10 

15)  sin  n  =  —  also  cos  u  ■=  1/ j — 

i«N    .    o         o   .  2x/a«-x« 

16)  sin  2u  =  2  sm  n .  cos  n  = ^ 

Femer  ist  nach  Gleichung  15 

17)  u  =  arc  sin  — ,  also  ist  nach  den  Gleichungen  14,  16  und  17 


l8)/Va«-x«dx=-y.arcsiny  + 


/i?:^^ 


C. 


2 

2.  Wie  würde  man  f  V"a«  —  x«  dx  mit  Hülfe  von  §.  32  lösen  können? 

3.  Das  Integral  f  r  a'  —  x'  dx  findet  Anwendung   hei   der  Berech- 
nung des  Fläehen-lnhaUes  einer  Ellipse. 

Aafgabe  2.   Man  soll  die  Function  /  l^x'  —  a'  dx  integriren. 

Auflösung;.    Wir  setzen 

1)  Vx»  — a"==ux,  dann  ist  nach  §.  13   Seite  25  ff. 

Nun  folgt  aus  Gleichung  1 

a* 
3)  x'  =  Ji:— «  ^^  ^"^'ff*  *^  Gleichung  2 

4,/K.-^a.-«-|!-^/^. 

Hieraus  ergiebt  sich 


V 


X'  — a" 


Setzen  wir  hierin,  nach  Gleichung  1,  u  ss  — — I —  60  fo%t 

Kx*-a' 


6)//irzr.d._iJ^-:J,l± 


^       Kx'-) 


C. 
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.  Kx'-a'      a*  jx4-V^^& 


2  2 

BeaerkingeM. 

1.  Man  kann  die  LSmutg  unserer  Angabe  auch  dadaroh  einleiten, 
das«  man  die  Function  Vx*  —  a*  dx  naeh.§.  31  Seite  73  rational  maoht. 
Wie  würde  man  dann  weiter  Terfaliren  können? 

2.  Die  LSanng  der  vorstehenden  Anfgabe  findet  Anwendung  bei  Be- 
rechnang  des  Flachen  -  Inhaltes  einer  HyperheL 

§.38. 
Fortsetzung. 

yKi^+F.  dx,  y'v'-a'-x'dx. 

Aufgabe  1.   Man  soll  die  Function  Va'+x'  •  dx  integriren. 
Auflösung.    Wir  setzen 

1)  V  a'  -|-  X*  SB  u  X .  und  finden  dann 

2)  rKa"-|-x'.dx=  Tuxdx 

3) /v^?+i' .  dx  =  1^  -  i- Jx«  du 

Ermitteln  wir  nun  den  Werth  von  x*  nach  Gleichung  1 
und  verfahren  wir  weiter  nach  Analogie  der  Auflösung  von 
Aufgabe  2  §.  37,  so  ergiebt  sich 

4)  J^Ki?+^Vdx=i- jx.KiP^^-a'Z?^^^ 

«  Benerkna^. 

lian  kann  die  Lösung  dieser  Anfgabe  anch  dadurch  einleiten,  dass 
man  V  a"  +  x« .  dx  nach  §.  31  oder  32  Seite  73  ff.  rationalisirt.  Wie  ist 
das  Verfahren  dann  weiter? 
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Aafgabe  2.  Man  soll  die  Function  Y  —  a'  —  x" .  dx  inte- 
griren. 

AaflAsungr.  Wir  setzen  K— a'— x»dx  =  K^ .  V^a"  +  x'dx, 
dadurch  erhalten  wir 

r/-a»-x« .  dx=  V^^\  .  fVi^+^' 

Die  Auflösung  dieser  Au%abe  ist  demnach  zurückgeführt 
auf  die  Auflösung  von  Aufgabe  1  und  man  erkennt,  dass  das 
Resaltat  fllr  Jeden  reellen  Werth  von  i  Imaginär  sein  mass. 

§.  39. 
Fortsetzung. 

dl 

J^a  +  bi  +  ei»' 

dx 
Aursrabe  1.    Man  soll  die  Function    r  inte- 

^  Ka  +  bx  +  cx' 

griren,  wenn  a  und  b  beliebige  positive  oder  negative,  c  aber 

eine  absolute  Zahl  Ist. 

Aariösung.    Wir  setzen 

1)  V  a -f-  bx  -f-  ex'  =5 u  -|- X  V^  c,  dann  ist 

2)  a  +  bx  +  cx»=u'  +  2uxK^4-cx' 

3)  a  +  bx  =u'  +  2uxK7 

4)  bdx  =2udu  +  2xK^du  +  2u>^dx 

5)  (b  — 2uKl)dx  =  2(u  +  xK^)du 

6)  dx  =  2,— ^-— 7=du 
^  b— 2u  V^ 


A 


Verbinden  wir  mm  die  Gleichungen  1  und  6,  so  folgt 
7) 


^u4-  x  K^j 

-  2  — ■ 7==  du 

dx  b— 2uy  c  ^         du 


Va  +  bx  +  cx*  u  +  x^c  b  — 2ul/'c 
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8^  f  ^  -T     ^^"    - 

^J  >^a-j-bx  +  cx»     ^b  — 2uVc 

Nach  Gleichung  1  ist 

10)  u  =  l/"a  +  bx  +  cx«  -  X  K^ 

Setzen  wir  diesen  Werth  von  u  in  GL  9  ein,  so  folgt 

in  r       d^ 

U  l^a  +  bx  +  cx» 

=  — J=Z!b  +  2cx  — 2l^Ka  +  bx  +  cx»j  +  a 

BeHcrkungen. 

1.     Setzen  wir 

12)  »^a  +  bx  +  cx«=u  — X  1^7,  so  folgt 

13)  a  +  bx  +  cx«  =  u«-2ux  /T+ ex« 

14)  a  +  bx  =  u«  —  2u  X  »^7 

15)  b  dx  =  2u  dn  —  2x  /7du  —  2  u  /7dx 

16)  (b  +  2u  /7)dx  =  2(u  — X  V7)  dvL 

17)  dx  =  2 77=  äu. 

b+2u»^c 

Verbinden  wir  Qleichang  12  mit  Gleichung  17,  so  folgt 

•o  n  —  X  VT  _ 

,-,  dx  b+2uKc  2  du 

lö) 


/a  +  bx  +  cx«  u~x/7      ■"b  +  2u^7 

19)  f  ^^     =     ^_/'^^7du 

'^V^  +  hx  +  cx^        >'c-^b+2u»^7 

^^^/va+b:+»'^Fr^^^+^-^^ 

Aas   Gleichung  1    folgt  u  »=  Ka  -{-  bx  -{-  ex'  4~  ^  ^  <^  ?    ^^^^  ^^t  nach 
Gleichung  20 

*l)/-^^=^===  =  -p=Jlb  +  2cx  +  aKT./.  +  bx  +  ox«H-C. 
V  a  +  bx  +  ex"       y  c 

2.     Vergleichen  wir  die  Ausdrücke,   welche  wir  in  den  Gleichungen 

12  und  21  für  /*  ,r .  erhalten,  so  sehen  wir,  dass  dieselben  in 

•^    y  a  4-  bx  +  ex" 
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der  Form  sehr  von  einander  abi^eichen.  Dies  wird  hoffentlich  jetzt  nicht 
mehr  befremden.  Sollte  es  aber  dennoch  der  Fall  sein,  so  lässt  sich  die 
Richtigkeit  der  Gleichungen  1 1  und  21  leicht  durch  Differentiation  prüfen. 
3.  Man  kann  leicht  nachweisen,  dass  -—  abgesehen  von  den  Inte- 
grations  -  Constanten  —  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  1 1  und  21  sich 
nur  um  eine  Constante  unterscheiden.    Zu  dem  Ende  setzen  wir 

22)  -^l\h  +  7cjL  +  2V7.  /a  +  bx  +  cxM 
V  c 

-  j—  "p^  2  j  b  +  2cx  -  2VT.  /a  +  bx  +  cx«  !  1 
=  y=  Z I  (b+2cx+2  V7.  V^a+bx+cx») .  (b+2cx-2  V7.  /a+bx+cx«)  | 
=  -r^/](b  +  2cx)*  — (21^7.  /a  +  bx  +  cx«)«! 

y  c 


=  -77=il  j  b"  +  4bcx  +  4c»  X«  -  4ac  -  4bcx  —  4c«  x*  | 

y  c 

=  -p=ljb«-4ac|- 

Diese  Grdssfl  ist  «ffenbar  eonsUnt,  nad  es  ist  also  die  Ueberein- 
stiHHOBg  der  Ansdrfleke  Bachgewiesen,  welche  die  Gleichungen  11  und  21 

4.  Man  schreibt  sehr  hKufig 

Wie  zeigt  man  die  Uebereinstimmung  dieser  beiden  Gleichungen  mit 
den  Gleichungen  11  und  21? 

5.  Bekanntlich  ist 

»6).  +  b.  +  o'-=(x'  +  i.  +  ^)  +  (— g) 

-»('+Ä)'+(-D- 

Wie  kann  man  diese  Gleichung  benutzen,   um  f  .  ■  \.  wi 

•^  /a+.bx  +  ^ 

/^  ,  ,     1  odery-^sr-^ (§.  35  und  36)  zurückzufüren? 

r  a*  +  ^  '^  ^'  —  ** 


6.    Wovon  hängt  es  ab,  ob  §.  35  oder  §.  36  Anwendung  findet? 
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dx 
Aufirabe  2.    Man  soll  die  Function  ^^  inte- 

^  Va-fbx  — ex* 

griren,  wenn  a  und  b  beliebige  positive  oder  negative  Zahlen 

sind,  c  aber  eine  absolute  Zahl  Ist. 

Auflösung.    Zunächst  setzen  wir 

1)  a+bx-cx'  =  -c(x«-lx+-^)  +  (a  +  ^) 

«N      I  u            t         I    4ac  +  b''         /         b\*( 
2)a+bx-cx«  =  cj J; 1^-2^)! 

Setzen  wir  hierin 

^^  '^l?      ="'  "^^  (^~2^)™'^*'  d^  =  d«, 
so  folgt 

.,  dx du  , 

*^      Va  +  bx  -  cx^~V-^.  Vm'-^^' 

J  Ka  +  bx-cx«       V"^J  Vm*  -  u' 

Hieraus  folgt  nach  §.  35  Gleichung  5  Seite  78 
R\   r  dx  1  .    u    ,  ^ 

O)    f  =  — - —  -  Arn  «in U  U. 

'J  V^a  +  bx-cx»      Yd  m^ 

Setzen  wir  hierin  den  Werth  von  u  und  m  nach  Gleichung  3, 
80  folgt 


Jx ^J_  ^ 

Va  +  bx  — ex»       VT  i/iac  +  b' 

"       4  c' 


dx  1  .      2cx 

.  arc  sm  - 


V^a  +  bx  +  cx*       Kc  Vlac+P 

Kann  man  die  Aufgabe  noch  auf  andere  Weise  lösen?     (Vergl.  §.  35 
und  §.  32.) 
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§.  40- 
Fortsetzung. 

T^a  +  bx±ci'  dl. 

Aufgabe  1.  Man  soll  die  Function  Ka  -{-  bx  -(-  ex' .  dx 
integriren,  wenn  a  und  b  beliebige  positive  oder  negative  Zahlen 
sind,  und  e  eine  absolute  Zahl  Ist. 


/• 


AuilOsung.    Wir  setzen 

1)  .  +  bx  +  «'  =  c(x-  +  ix  +  ^)  +  (.-51) 

.,.  +  b.  +  o.-  =  ci(.  +  ^)V(i^)| 
Femer  setzen  wir 

3)  X  -|-  ^  =  u,  dx  =  du  und 

^\  4ac  —  b   ^__    I        a  )  Das  Zeichen  +  oder  —  gilt  je  nachdem 
4c*  I  ^^^  grösser  oder  kleiner  als  b*  ist. 

Mit  Hilfe  der  Gleichungen  3  und  4  ist  die  Function 
Vdi,  -f-  bx  -j-  ex" .  dx  auf  die  Form  V  c .  l^u'  ^  m'  du  gebracht 
worden.  Die  Integration  lässt  sich  also  nach  §•  37  oder  38 
ausfuhren ;  worauf  wir  hiermit  verweisen.  (Vergl.  Aufgabe  2 
Seite  84  und  Aufgabe  1  Seite  85.) 

Zar  weiteren  Erlttutemng  diene  folgendes  Zahlen  -  Beispiel : 

Aufgrabe  2.  Man  soll  die  Function  1^65  — 20x  +  5x' .  dx 
integriren. 

Auriösung.    Es  ist 

1)  65  — 20x  +  5x«  =  5  (x«  -4X+13). 

2)  65-20x  +  5x*  =  5  !(x-2)»+3«t. 
Nun  sei 

3)  X  —  2  =  u,  dx  =  du,  dann  ist 
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4)  >^65  — 20x  +  5x'.dx=>^5.  Vu'  +  3*.du 

5)  f  K65  — 20X  +  5X» .  dx  =  1^  5". /"v^u' +  3* .  du 
also  nach  §.  38  Gleichling  4 

6)  JK65-20X+5X*  =  ^  }u  .y"i?+3^-9i  £^S:i?  j  +  C. 
Hierin  den  Werth  von  u  gesetzt  nach  Gl.  3  ^ebt 
7)   rVeS  — 20x  +  5x*  .  dx 

=  iJ|(x-2).r?-:4lTr3-9zl^^^ 

=.  1  |(x-.2)  r65-20x+5x'-(9r5)rj  >^x'-4x4-13-x+2 


+  C. 


Wie  gross  ist  y*Vl  —  20x  +  5x«  .  dx? 

Aufgabe  3.  Man  soll  die  Function  Va  +  bx  —  cx*dx 
integriren;  wenn  a  und  b  beliebige  positive  oder  negative  Zahlen 
sind,  und  c  eine  absolute  Zahl  ist. 

Auflösung:.    Es  ist 

•)'+'— ■=«|-(>'-|--+£)+(l  +  :&)l 

Femer  sei 

3)  X  —  — -  =  u,  dx  =  du 

.    4ac4-b   ___    ,    jjjS  I  Das  Zeichen  --|-  oder  —  gilt  je  nachdem 
>'         4  c'  -^        J4a<5  +  b*  positiv  oder  negativ  ist. 

Aus  den  vorstehenden  Gleichungen  ergiebt  sich 

*5)   r^a  +  bx-cx»  dx  =VV.fv±m'^vi'dvi 

Hierdurch  ist  die  Integration  von  V&  -|-  bx  —  ex*  dx  zu- 
rückgeführt auf  §.  37  oder  38,  worauf  wir  hiermit  verweisen. 
Znr  weiteren  Erläatemng  möge  folgendes  Beispiel  dienen. 

Aufgabe  4.  Man  soll  die  Function  1^25  +  20x  —  5x* .  dx 
integriren. 
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Aafldsung.    Wir  setzen 

1)  V25  +  20X  — 5x'  =  l^y.  V  — x'-f.4x  +  5 

=  VT.  K— x'  +  4x-4  +  9. 

2)  V25  +  20x-5x'  =  VT.  VS'  —  (x  —  2y 
Setzen  \7ir  hierin 

3)  X  —  2  =  u,  dxssdu,  so  folgt 

4)  rV25-|-20x-5x' .  dx  =  VJ.fVS*  -  u' .  du. 
Hieraus  folgt  nach  Seite  83  Gleichung  9 

5)//25T2Öil5i^.dx==l/T|^il^-|arctg2^j+C. 
Setzen  wir  hierin  für  u  seinen  Werth  nach  Gl.  3,  so  folgt 
6)  ri^25  +  20x  — 5x' .  dx 

_(.-8)ya5+8ta,-^_9^^      Xi+lx-x-^C 

Wie  gross  ist/V  — 25  +  20x  -  5x«  dx. 

§.41. 
üebimgs  -  Angaben. 

■      l)/y~  =  Ä(32-8x  +  3x')r4-T^  +  C. 

Zur  AnflSsniig  setse  man  V^  -\-2x=:n,  also  dz  as  n  da  und  Torftüire 
weiter  nach  §.  12  Seite  23. 

2)  r       dx        ^      3        ^5—^-^5- 
^x'K5-2x      501^    Vr^ITzi^yY 


-iöbh«+H^'-'"+^- 


Zur  Auflösung  setze  man   Ks  —  2x  =  u,  also  dx  =  —  u  du  und  ver- 
fahre weiter  nach  Capitel  II. 
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2 

Zur  AnflÖBDUg  «etze  man  V6x-f3""'>i  »l«o  dx  =  -=-udtt  und  ver- 
fahre veiter  nach  Formel  6  Seite  5, 

U  ^T'  14x»  28x 

Man  setze  /3x  —  7  «  u  etc. 

3Kx  +  2      ^ 

• 

Man  setze   1^z-|-2  =  a  etc. 

6)  r-^^==^==  =  Zlt+2x  +  2n~T^+r'| +C. 
'^  V  l+x+x* 

Vergl.  g.  39  Seite  86. 

7)  f     ^'^       =l^1+x+x'  -  1 Z  1  H-2x+2»^lTi+r'  !+C. 
^v/  V  l+x+x'  2     I  ^  \ 

idx xdx  ■ (x  +  '/,)dx 

Man  .etze  y^^^^-  /(jqn7;).+-i^ "  K(x +  ./.)'  +  % 

etc. 


*    V(x+V,)«+»/4 


«/r 


dx  .    X  —  r 


=  arc  sin h  C. 


V2rx  — x'  r 

Man  setze   /2rx  — x«=  /r*  —  (x  —  r)«  etc. 


9)  r  ..-fJL— =  ~y2rx~ x'+r, aresin ^ — ^ 


Man  setze 


V2rx  -  X»        Kr«  -  (x  -  r)> 

etc. 


X  —  r 


/r«~(x-r»)"^/r«-(x-r) 
-^x|^2rx-.x»  rx         ^ 
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Man  setze    r2rz  —  z'=sxz.     Löse   diese  Gleichung  für  x  auf,   so 

erhält  man  x=5— 5 — 5;     dx=s--— — 5^  dz,  hieraus  folgt 
1 -f- z'  (l-f-z*)' 

Setze   Kl  +x'  =  u  +  X  etc. 
Vergl.  Formel  6  Seite  5. 


13)  f     /^        =Z  ^ ^C. 

»rgL  §.  31  und  32  Seite  74  fiP. 

14)  f  ~  =  Arn  ain  y  -j-  CI. 

^  r  1  —  X* 


Vergl.  Formel  14  Seite  6. 


,,,  r    dx     _    ,1  +  Ki 

Yergl.  §.  32  Seite  74. 

dx  >^r^ 


"'/j- 


x' 


xM^l-x*  X 

Man  setze  x  as  cos  u,  also  dx  =  —  sin  u  du,  so  wird 

dx  du  f*        dx 

T— ,    also    /      ,^  :  =  —  tg  u  +  C.  etc. 


X«/l— X« 

Zu  welchem  Resultate  wären  wir  gelangt,  wenn  wir  nach  §.  34  S..74 
gesetzt    hätten    Kl  —  x*  =  xz  -f-  ^  »     ^uid     hieraus     geschlossen     hätten 
—  2z      ^  1— zi 

Man  setze  1  —  x'  =  u  und   verfahre  nach  Formel  6  Seite  5.     Wäre 
man  auch  zum  Ziele  gelangt,  wenn  man  gesetzt  hätte  x  =  sinu  etc. 
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.  _  _         ,         x*dx  sin*  ü  cos  u  du 

Man  setze  z  s=  sin  n ,   dx  =  cos  n  du,    also 


Hierin  setze  man  ferner  sin'  a  = 


{ x'  <^0B  n 

1  —  cos  2n 


2 

Welches  Resultat  hätte   sich  ergeben}   wenn   man  nach  §.  32  gesetzt 
hätte   Kl  —  x'=xz+l  etc.? 

19)  f ^£__  =  __La«5tgl/LEZ 

V  (i_|.x').Vl-x»  VT        ^'^     2x« 

Man  setze   Vi  —  x*=  xu,  also 

^        n«+l'      ^*  u'  +  l' 


dz         adn 


2lx  =  —  l(vi*  +  i),   alBO  — =-j 


+  1 


etc« 


Wenn  man  arc  tg  1/  —5 in   arc  sin    verwandelt ,   so    erhält   man 

/ ^  = r=  arc  sin  |/  ! ±_  j_  n 

J(l+x»).Kl-x«  /2  r  1+x«^^^' 

LSsBt  sicli  die  vorstehende  Anfgabe  nicht  dadurch  lösen,  dass  man  setzt 
Man  setze    r  14-x'  =  x,uj  x»  =    , . 


Digitized  byVjOOQlC 


96 


IV.  CapiteL 

Bestimmte  Integprale. 

§.  42. 

Ist  F(x)  =  /  f(x)  ox,   so  kann  das  Integral  F(x)  als   die 

Summe  einer  unendlich  grossen  Anzahl  von  Werthen   seines 
Differentiab  f(x)  dx  angesehen  werden. 

Man  denke  sich  nämlich  unter  x  irgend  einen  Werth  der 
Veränderlichen  und  unter  Xo  irgend  einen  vorangehenden  der- 
selben und  gebe  jetzt  der  Veränderlichen  x  die  auf  einander 
folgenden  Werthe  Xp,  Xq  +  Ax,  Xo  +  2Ax,  Xq  +  SAx,  .... 
Xo  +  nAx,  so  dass  Xo  +  nAx  =  x  ist  Daraus  folgen  für  F(x) 
die  zugehörigen  Werthe  F(xo),  F(xo  +  Ax),  F(xo  +  2Ax)  .... 
F(xo  4-  iiAx).  Die  auf  einander  folgenden  Zuwächse  von  F(xo) 
sind  nun  F(xo  +  Ax)  —  F(xo) ,  F(xo -f  2Ax)  —  F(xo  +  Ax), 
F(xo+3Ax)— F(xo+2Ax) • . . .  F(xo+nAx)  -  F(Xo+(n  -  l)Ax) 
und  es  lässt  sich  in  Folge  dessen  die  Gleichung  ansetzen 
F(x)=F(xo+nAx)=F(xo)+[F(xo+Ax)-.F(xo)]+[F(xo+2Ax) 
-F(xo  +  Ax)]  +  . . . .  [F(xo+nAx)  —  F(xp-f  (n—  1)  Ax)],  oder 
wenn  wir  die  rechte  Seite  vom  2.  Gliede  an  mit  Ax  dividiren 
und  multipliciren 
F(K)=F(^)  I  rF(^+Ax)-F(xo)  _^  F(x,+2Ax)-F(xo+Ax) 

_,_ F(Xo+nAx)  -  F(xo+(n  -  1)  üx)l  ^^ 

Lässt  man  nun  Ax  unendlich  klein,  abo  zu  dx  werden,  so 
wird  n  unendlich  gross  imd  die  Brüche  in  der  Klammer  werden 
mit  dx  muitiplicirt  zu  denjenigen  DifFerentialien,  die  man  erhält, 
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wenn  man  in  dem  Differential  von  F(x),  abo  in  f(x)  dx  nach 
einander  x©,  Xo  +  dx,  Xo  +  2dx. ...  Xp -{-(»— l)dx  statt  x 
einfuhrt  mid  es  ist  daher 

F(x)  =  F(xo)-f  f(xo)dx  +  f(xo+  dx)dx  -f  f(xo  +  2dx)dx  + . . . . 
f(xo  +  (n-l)dx)dx. 

Bezeichnet   man   nun   die   Summe   der   Differentialwerthe 

einfach  durch   /   f(x)dXy  so  kann  man  jetzt  auch  schreiben 
F(x)  =  F(xo)+rf(x)dx 

oder  allgemeiner  F(x) -f- C  =  F(xo)  -f-  /  f(x)dx.    Nimmt  man 

jetzt  für  X  einen  zweiten  bestimmten  Werth  Xq  der  über  Xo 
hinausgeht  und  bezeichnet  die  Summe  der  unendlich  vielen 
Differentialwerthe  f(xo)dXy  f(xo  -|-  dx)dxy  f(xo  -|*  2dx)dx  .... 
f(xo  +  (n  —  1)  dx)  dx  zwischen  Xq  und  Xn  nach  Fourier  durch 

r\x)dxy  so  ist  offenbar  F(Xn)  =  F(xp)+  r\x)dx 

und   r"f(x)dx====F(x„)  — F(xo)===f(xo)dx  +  f(xo+dx)dx+,.,. 

f(xo+(n— l)dx)dx  =  [f(xo)-ff(xo  +  dx)+f(xo+2dx)  +  .... 
f(xo  +  (n-l)dx)]dx. 

Ein  solcher  Ausdruck  heisst  nun  ein  bestimmtes  Integral 
und  bedeutet  immer  die  Summe  von  unendlich  vielen  Differential- 
werthen  zwischen  gewissen  Grenzen  der  Veränderlichen,  wie 
hier  zwischen  den  Grenzen  x«  und  Xq.  Der  Werth  Xo,  mit 
welchem  man  die  Summirung  der  Differentialwerthe  beginnt, 
heisst  die  untere  Grenze  und  wird  unter  das  Integralzeichen 
gesetzt.  Der  Werth  x«,  mit  welchem  die  Summirung  aufhört, 
heisst  die  obere  Grenze  und  wird  oben  an  das  Integralzeichen 
gesetzt 

Da  nach  dem  Obigen  ^  f(x)dx=F(x„)  —  F(xo)  und  F(x„), 

Stegenuuin.    Integral-Rechn.  7 
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F(x«)  sich  aus  F(x)  di^liurch  ergebeiii  dass  man  in  dem  letzteren 
nach  einander  x.  und  x«  statt  x  einfuhrt,  so  eriiält  man  also 
das  bestimmte  Integral  zwischen  beliebigen  Ghrenzen  aus  einem 
g^^benen  unbestinmiten  Integral  dadurch,  dass  mau  in  diesem 
nach  einander  den  oberen  und  unteren  Grenzwerth  für  x  ein- 
fuhrt und  das  letzte  Resultat  vom  ersteren  abzieht  Die  Con- 
staute  fiült  hierdurch  weg. 

Folgendes   Beispiel   möge   das    bestimmte   Integral    näher 
erläutern. 


Wie  gross  ist 
die  Ausfluss- 
menge aus  einer 
rectangulären 
Seitenöffiiung 
deren  Breite 
AB  =  CD  =  b 
und  deren  untere 
Kante    AB    um 
die  Höhe  h,,  de- 
ren obere  dage- 
gen um  die  Höhe  h,  unter  dem  Wasserspiegel  liegt? 

Theilen  wir  die  OeflTnung  in  unendlich  kleine  horizontale 
Flächenelemente  und  nehmen  an,  ein  solches  Element  liege  um 
die  Höhe  h  unter  dem  Niveau  des  Wassers,  so  ist  die  Breite 
desselben  dh,  also  die  Ausflussmenge  aus  demselben 
dQ  =  bdhl^2^. 
Hätte  mm  die  Ausflussöfinung  die  Höhe  h,  das  heisst, 
würde  sie  von  dem  betreffenden  Elemente  bis  zur  Oberfläche  des 

Wassers  reichen,  so  wäre  die  Ausflussmenge  Q  =  / bdh  1^2gE  = 
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Da  aber  die  Höhe  derselben  hj  —  h,  ist,  so  folgt 

Q  =  r  bdh  /Igt  =  hV2^f  'dhli%  =  «/j  b  y2i(li.»/,  -  h,»4) 

§.  43. 
£Kdx=  /    £Kdx+  /    fedx. 

n  ^p  *^n 

Lehrsatz.    Wenn  m,  n  und  p  beliebige  Zahlen  sind,  so  ist 

/»m  nm  pp 

I    fxdx=   /    fadx+  /    fedx. 

Beweis. 

I.  Fall,    p  lieget  dem  Werthe  nach  zwischen  m  und  n. 

Wir   nehmen    an ,    dass    die    Curve    CPD    Figur    6    der 
Gleichung  y  =  fx  entspricht;  femer  dass 

1)  AB  =  n;  AC  =  m,  AG  =  p, 
dann  ist 

2)  Fläche  BCDE  =  /""fx  dx. 

c  '    n 


3)  Fläche  FGCD  =   T^fx  dx. 

4)  Fläche  BEFG  =  T'fkdx. 


Femer  ist 

5)  Fläche  BCDE  =  FGCD  +  BEFG. 

Setzen  wir  in   diese   Gleichung  die  Werthe  von   BCDE, 
FGCD  und  BEFG  nach  den  Gleichungen  2,  3  und  4,  so  folgt 

/^m  /^Btt  r»p 

6)  /    ft:dxs=   /    fxdx-j-  /    fedx.  w.  z.  b.  w. 

II.  Fall.    Der  Werth  von  p  lieget  nicht  zwischen  den  Wei^ 
then  von  m  und  n. 
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Die  Figur  7  ent^ridit  dkaan  FUDe.   Nach  den  Beieidi- 
nnngeii  dieser  Figur  ist  FSf .  7. 


7)  BCDE=  rißtdx 

8)  BHGE  =  r'fadx. 

9)  CHGD=  r'fitdx. 


Ferner  ist 
10)  BCDE  =  BHGE- 

Setzt  man  in  diese  Gleichung   die   Werthe  von  BCDE, 
BHGE  und  CHGD  nach  den  Gleichungen  7  bis  9,  so  folgt 

11)  r"£idx=  r*fedx-   /""fiidx. 
Nun  ist  aber 

—  /    fiLdxsss  /    fiLdxy  ako  nach  GleichoDg  11 

12)  f'^bL^=  rbiAs.^   r^LAs.. 

13)  /    &  .  dx  =   r"fe  dx  4-   /^fx  dx  w.  z.  b.  w. 

Wäre  p  kleiner  als  m  und  n  gewesen^  so  hätte  man  in 
Figur  6,  AH'  =»  p'  setzen  können.    In  diesem  Falle  setzen  wir 

14)  BCDE  =  H'CDG'-H'BEG',  aUo  . 

fkdx«  /    fedx-  /   ficdx, 
also  auch 

fitdx=  /    fedx-  /    fadx. 

D  i/    p'  «y    n 

Resultat. 
Da  ausser  den  Fällen: 
I.    dass  p  zwischen  m  und  n  liegt 
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n.    a)  dass  p  grösser  als  m  und  n  ist 
b)  dass  p  kleiner  als  m  ulid  n  ist 
kein  anderer  Fall  möglich  ist,  so  ist  es  In  dem  Vorstehenden 
bewiesen,  dass  flir  jeden  Werth  won  p 


n  ^    V  J   n 


BeBMrfcangen. 

1.  Aus  den  rorstehenden  Resultaten  ergiebt  sich 

f  tL.dn^J'  fic.dx  +  yfe.dx  +  ...  /•fe.dx+  /fa.dx. 

2.  Dem  AnfKnger  empfehlen   wir  folgende  bestimmte   Integrale    in 
berechnen : 

/(3x«  +  2x-3)dx 

8 

/(3x*  +  2x  — 3).dx 

^  6 

/•"(3x*  +  2x-.3).dx 
/(3x»  +  2x-3).dx 

-4 

und   darauf  zn  zeigen,  dass  die   Summe  dieser  Integrale  gleich  ist  dem 
bestimmten  Integral 

/(3x«+2x-3).dx, 
-4 


§.44. 

£c.dz,  wenn  £c  für 

n 

einen  Werth  von  z,  welcher  lEwischen  n  und  m  lieg^ 
discontinuirlieh  (unendlich  gross)  wird. 

Liegt  p  dem  Werthe  nach  zwischen  n  und  m,  und  wird 
fx  für  x  =  p  discontinuirlieh;   so   lässt  sich   der   Werth  von 

f  fic.dx' dadurch   ermittehi;  dass   man  zunächst  den  Werth 
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&dx  bestimmt.     Lässt   man   hierin  a   immer   kleiner 
und  zuletzt  gleich  Null  werden^  so  erhält  man  hierdurch  den 
Werth  von   /   fedx. 
Es  ist  demnach 

/P  y^P— o 

fic.dxslim   /    tx.dx. 

In  ähnlicher  Weise  ergiebt  sich 

2)    /  °fx.dx  =  lim   T^fxdx. 
J  V  J  p+ß 

Aus  den  Gleichungen  1  und  2  folgt  jetzt 

/m  .m  .  P  — « 

fx  .  dx  =  lim   /    fx  dx  +  lim   I    ix  .  dx. 
n  J    p  +  p  J    n 

BenerfcoDg.    Es  versteht  sich  wohl  yon  selbst,  dass  a  und  ß  poslUfe 
Zahlen  bedenten.  —  ^ 

Wie  verfährt  maD,   weoD  mehrere  Werth e  zwischen  m  and  n  liegen, 
für  welche  fx  discontinnirlich  wird? 

m 

Aufgabe  t.     Wie  gross  ist  /    -^  wenn  m  und  p  positive 

— p 
Grössen  sind? 

Auflösung:.    Weil  die  Function  -^  für  x  =  0  discontinuir- 

lich  (unendlich  gross)  wird,  so  setzen  wir 

dx 


-p  p  -p 

Nun  ist  aber 
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dx       1        1 


4)  f  ^-1- 

'  J     -xr       a 


also 


— p 


—  P 

Aus  den  Gleichungen  1,  3  und  5  folgt  jetzt 
6)  /^«lim/^  +  Hm/  |  =  00  +  CX) 

-p  ß  -P 

Aufgabe    2.     Man    soll    den    Werth   von    /    yi^^ZT^) 

ermitteln,  für  den  Fall,  dass  m  >  a  >  n. 

Auflösung.     Weil  a  zwischen  m  und  n  liegt,   und  weil 

,  fiLr  x  =  a  discontinuirlich   (unendlich  gross)  wird, 

>^(x-ar 
80  setzen  wir 

m       dx  ^       dx  /-"    fe 

Nun  ist 


/°»        ox  • «  

T ==.3t^m  — a  — 3l^a  +  B-a 

n 

3)  Km   r 


dx  »^ v_ 

-  =  31^m  — a-31^0 


^     /(x-a)' 

=  3.V  m  — a. 

a— «    tlx  », *. 

4^    r.  =3.y  a  — g  — a— 3.yn  — a 

»-«    dx  s 
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Aus  den  Gleichungen  1 ,  3  und  5  ergiebt  sich  jetzt 


Wir  empfehlen   dem   Anfanger  die   Cnrre   sn   zeichnen,  welche   der 
1 

Oleichnng  j  =  «  entspricht;  and  die  Curve  sn  discoatiren  nach 

/(x-a)« 
D.  R.  Seite  179  ff. 

Welcher  Unterschied  findet  Statt  zwischen  den  AnflÖsongen  von  Auf- 
gabe 1  und  2  dieses  Paragraphen? 

§.  45. 
Anwendungen. 

I.    Aufstellung  der  Trägheitsmomente  fttr  einige  Flftchen. 

Bekanntlich  versteht  man  unter  dem  Trägheitsmoment  die 
Summe  der  Producte  aus  den  einzelnen  Flächentheilchen  mit 
dem  Quadrat  des  Abstandes  von  der  Drehachse  und  es  ist  des- 
halb leicht  einzusehen,  dass  dasselbe  für  jeden  Querschnitt  be- 
sonders zu  bezeichnen  ist 

Der  Querschnitt  sei    1)  ein  Rechteck.     Die  Achse  gehe 
Fig.  8.  durch  eine  Seite.    Wir  den- 

ken uns  das  Rechteck  parallel 
zur  Achse  in  eine  unendlich 
grosse  Anzahl  Streifen  von 
der  Dicke  dx  zerlegt,  als- 
dann ist :  Trägheitsmoment 
eines  solchen  Streifens  bdx.x' 
also  das  Trägheitsmoment  der 
ganzen  Fläche  J  a=  /  b  dx .  x', 
aber  die  Summe  genommen  zwischen  den  Grenzen  o  und  h,  also 

bdx,x'  =  b   /    x*dx  =  bl-ö-)  woraus  J=^   q 
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2)  Rechieck.   Die  Achse  gehe  durch  den  Schwerpunkt  pa- 
rallel einer  Seite* 


Fig.  9. 


Denken  wir  uns  das 
Rechteck  in  unendlich 
dünne  zur  Achse  parallele 
Streifen  zerlegt,  so  ist  das 
Trägheitsmoment  eines 
solchen  Streifens = b  dxx", 
also;  das  Trägheitsmoment 


I 


-/ 


bdx 


zwischen 


h  h 

den  Grenzen  -(-—  und  —  -^ 


somit 

+4- 


bx»dx=  b  1 


dx 


*T 


-Ht): 


rh«      h-i     bh« 


Daraus  lassen  sich  leicht  die  Trägheitsmomente  für  das 
Quadrat  und  för  aus  Rechtecken  zusammengesetzte  Querschnitte 
herleiten. 

3)  Dreieck.    Die  Achse  geht  durch  eine  Seite. 
Fig.  10. 

Denkt  man  sich  wieder 

das  Dreieck  zerlegt  in  unend- 
lich viele  Streifen  von  der 
Dicke  äxy  so  ist: 

Die  Fläche  eines 
Streifen  ndx 

Trägheitsmoment  eines 
Streifen  n.dx.x' 
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Aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  ei^ebt  sich  aber 
b  :  n  =  h  :  h  —  X,  also  n  =     >    ^,  folglich  ist  das  Trägheits- 
moment des  ganzen  Dreiecks 
I  =  /  nx'dx  mid  zwar  zwischen  den  Grenzen  o  und  h. 

h  h  h     • 

Demnach  I=r  nx«dx= /'  ^(^^llx'dK=^f(ti^iL)x'd3i 

0  0  o 

b  rhx'  _  x^"]»^ 
TL  3  4Jo 

,__b  rh^_h^"]_  b^  ^_^ 

h  La         4j~  h  -12"  12 
Fig.  11. 

4)  Dreieck.  Die  Achse 
geht  durch  eine  Ecke  pa- 
rallel der  gegenüberliegen- 
den Seite.  Trägheitsmoment 
eines  Streifens  =  n .  x*  dx, 
also   Trägheitsmoment    des 

Dreiecks  1=  /    nx*dx 
Da  aber  b  :  n  =  h  :  x,  also 

b 

n  ==  -7-  ist,  so  folgt  I  =  /    -r-  x'  dx 
5)  Dreieck.   Die  Achse  ist  parallel  einer  Seite  ausserhalb  der- 
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selbe».     Der*  Aehnlichkeit   der   Dreiecke   wegen  ist  m  :  b  = 

Fig.  12.  (h  —  x)  :  (h— a),  also 

b  (h  -  x) 
h  — a 

Demnach  beträgt 

das  Trägheitsmoment 

eines  Streifens 

=  m  dx  .  X*  = 

lieh    das    Trägheits- 
moment des  Dreiecks 

h 

l  =  J^  /(h-~x)x'dx  = 
h  —  a,J  a 

b      r/hx'v"      /x^X"!      _b      rV       ha'       /h*       a^V] 

6)  Dreieck.     Die  Achse  ausserhalb  eines   Eckes  parallel 
dessen  gegenüberliegender  Seite. 

Nach  der  Aehnlichkeit 
der  Dreiecke  ist 
m  :b  =  (x  — a)  :  (h-a) 

woraus 

b(x-a) 

°» — h^:rr 

Es  ist  das  Trägheits- 
moment    eines     Streifens 

=  mx'dx  =  ^^x'dx 
h  —  a 
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mithin  das  Trägheitsmoment  des  ganzen  Dreiecks 

'-i^[/:--/:--]=.r^.[(T):-(x)'j 

.        b    rh«     a*      /ah'     a«\-]        b    fSh*— 3a«-4ah''-|-4a*-] 
h— aL4       4      \3       3JJ~h-aL  12  J 

b_  /3h«  +  a«  — 4ah»\ 

"~h-a\  12  ) 

IL    Berechnung  einiger  Ausflussmengen. 

^'      '  1)  Aus  einer  triangulären  Seiten- 

öffhung,  deren  Spitze  sich  im  Wasser- 
spiegel befindet  Die  Ausflussmenge 
aus  einem  Flächenelement  des  Dreiecks 
dQ  =  y  dx  1^2gx.  Nach  der  Aehnlich- 
keit  der  Dreiecke  ist  nun 
y  :  X  =  b  :  h 

bx     , 
y  =  Y^  also 

dQ  =  ^  VY^  dx  und  folglich 

Q  =  1  ^ .  V2i  hV.  = -|  b  h'/i  K2i  == -|- b  h  V2ih 

2)  Aus  einer  triangulären  Seitenöffiiung ,  deren  Spitze  um 
die  Höhe  h,,  deren  Basis  dagegen  um  die  Höhe  h,  imter  dem 
Wasserspiegel  liegt 
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Fig.  15. 

Bezeichnet  x   die    Tiefe    eines 

horizontalen  Streifens  der  Ausfluss- 

öfihung  unter  dem  Wasserspiegel  dx 

die  Breite  und  4  die  Länge  dieses 

Streifens,  so  ist 

dQ  ^=  y  .  dx  .  1^2gx.    Nun  ist  aber 

wegen  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke 

y  :  b  =  X  —  h,  :  hl  —  h,,  also 

y  =  Mx  -  h«)  ^d  deshalb 
^  h,  — h, 

dQ  =  ^       .  (x  —  h,)  dx .  xV,  /2g.    Daraus  folgt  aber 
h|  —  hj 

r\x'.'t  dx  -  h,  xv,  dx)  =  £-:jy,  ^^  \f  ''*'•  ^  ~ 

/\xv.dx]=j^,rrg.[|(xv.);;-./3h..(.v,);;] 
_^  r^  r|  (h.v.  -  h.s  - 1  (h.  h.'/.  -  h,v.)  = 

^  ^I^  (3h.'/.  _  5h,  h.»/.  +  2h.V.) 

3)  Aus  einer  kreisförmi- 
gen Seitenöfinung  vom  Ra- 
dius r,  dessen  Mittelpunkt 
um  h  unter  dem  Wasser  liegt 

Bezeichnet  q  den  Radius 
irgend  eines  Ringes  von  der 
Breite  dg,  so  fliesst  durch 
ein  Element  K  desselben, 
welches  von  dem  Scheitel  A 
um  den  Winkel  a  absteht, 
die  Wassermenge 
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dQ|  =  (j.dQ.daV2g(h  — Qcosa)  =  Q.dQ.|/2gh|l  — ^cosaVda 
=1 Q .  d(} .  1^2g&  ( 1  —  S-  cos  a  J  *da. 

Nun  ist  aber  nach  dem  Binominalsatz 
(l-|-co8«y''=[l_l|co8a-l(-«yco8«a-...] 

und  nach  einem  Satz  der  Goegometrie 

,       14-cos2a    r  1  1-  u 
cos  a*  =      '     ,  folglich 

dQ,  =  (j  dQ  r2gh  n  -.  i.  |.  cos  a  -  ^(jX  (1 +co82a)...."j  da 

Betrachtet  man  zunächst  9  als  constant,  so  ergiebt  sich  die 
Ausflussmenge  aus  der  ringförmigen  Fläche 

Q,  =  QdQ  Vi^.f^i  _1  (-J-)co8a-l (-J-)(l+co82o)...]do 

o 

=  QdQl/"2iE[2n-o-l(-J-)(8m2a-8mo)-j^(|-)'(2«-o 

+  i- Bin  4«  -  Bin  0)]  =  Q  dQ  y^2ih  .  2n  [t  -  1  (1-)' ] 

Integrirt  man  nun  noch  zwischen  den  Grenzen  q  =  r  und 
Q  =  o,  so  erhalten  Mrir  das  Ausflussquantum  für  die  kreisför- 
mige Oefl&iung 

0 

=  «r.r2l&.[l-l(j)'-...]=F.^2ih[l-^(j)-:..} 

§.46. 
üebungsbeispiele 

1)  b  J  "cos  (•  +  bx)  dx  =  sin  (a  +  bm)  -  sin  (a  -|-bn)  g  [^|»\  5 

=  2co8(a  +  b^).8in(b.I^) 
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2)  y*  cos  (0,2  +  ^ö  x)  d»  =  2^547 


Setsen  wir  in  Nr.  1  m  s=  5,  n  =  2,  a  ss  0,2  und  b  =  Vio»  ^  ^o^ 
*)  Tif/co8(0,2  +  ^x)  dx  =  8in(0,2  +  A.5)-8in(0,2  +  ^.2) 

2 
6 

^)/coB(0,2  +  yV3t)dx=^10   t sin 0,7 --Bin 0,4 1 

Um  die  Werthe  von  sin  0,7  und  0,4  zn  finden,  müssen  wir  berück- 
sichtigen, dass  0,7  und  0,4  Bogenlängen  sind.  Setzen  wir  demnach  die 
Winkel,  welche  diesen  Bogenlängen  entsprechen,  resp.  gleich  a  und  ß,  so 
finden  wir 

3)  a  =  ?l?. 1800=^1^. 180o  =  40«6' 

n  3,i41o 

4)  ß  =  ^.180o  =  -M^.180«  =  22o55' 
Nach  dem  Vorstehenden  ist  also 

6)  Ör7  =  arc400  6' 

6)  0;4  =  arc22«55' 
Hieraus  folgt 

7)  sin  d/r  =  sin  40«  6'  =  0,6441 . . 

8)  sin  M  =  sin  220  55'  =r  0,3894 . . 

Setzen  wir  diese  Werthe  von  sin  0.7  und  sin  0.4  in  Gleichung  2  ein, 
so  folgt 

9)  /cos  (0,2  4-  JL  x)  =  10  j  0,644i . .  -  0,3894 .  j 

8 

10)  /cos  (0,2  +  J^  x)  dx  =  10  .  0,2547 . . 

2 


e       .dx  =  -r-e       —r-ö  (8«»te  17,  Gl.  4.) 

m   .     ft+br        *+ba 
8+0,4.x 

e         dx  =  788.025 


3)  fm. 

♦>/>• 

Setsen  wir  in  Mr.  3  m  =  3,  a  =>  2,  b  =  0,4,  r  =■  7  and  a  b  3,  ao  folgt 

T     »+0,4. X  3    ,     J+0,4.7       S  +  0,4.» 

l)y;3.e  ax-p|e  -e  | 

=  T,5|r_e'«'| 
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Nun  ist 

4.8  4.S 

2)  le    »4,8  also  e    -»  121,51.. 

a.S  8.8 

3)  le    «2,8  alBO  e    »16,44.. 

4.8  S.8 

Betsen  wir  die  Werthe  yon  e     und  e    nach  den  Gleichungen  2  u.  3 
in  Gleichung  i  ein,  so  folgt 
1      «+0,4.  X 

4)  /3 .  e  dx  =  7,5.  1 121,51  — 16,44  I 

=  788,025 

(Seite  18,  Gleichung  10.) 
Wir  empfehlen   dem  Leser  nach   diesem   Beispiel  ein  Zahlenbeispiel 
SU  bilden. 

m 


Seite  18,  Seite  11. 
♦•^      ^=0,2624 


+  (3  +  4x)' 

0,1 

SetMn  wir  in  Nr.  S  m  =  7,  n  »  0,1,  a  =:  3,  b  ^  4,  so  folgt 

=  arc  tg  3  1  —  arc  tg  3,4 
Sehlagen  wir  nun  in  trigonometrischen  Tafeln  die  Winkel  auf,   deren 
Tangenten  resp.  gleich  3  1  und  3,4  sind,  so  finden  wir 

3)  tg88«9'=3,l 

4)  tg73«T=:3,4 
Hiemach  ist 

5)  arc  tg  3,1  »arc  SS«»' 

6)  arc  tg  3,4  «arc  730  7' 

Aus  den  Gleichungen  5  und  6  folgt  femer 

7)  arctg3,l  —  arctg3,4=Barc8S0  9'  — arc73«7=sarcl50  2' 

8)  arc  tg  3,1  -  arc  tg 3,4 «lig?^^.««  0,2624. 

Setzen  wir  nach  Gleichung  8  in  Gleichung  1  für  arc  tg  3  1  —  arc  tg  3,4 
seinen  Werth  ein,  so  folgt 
4   dx 


0,1» 


-j-^g-j_^  ^  0.2634.  w.z.  b.w. 
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(vergl.  Seite  18,  Gleichung  12.) 

1  —  a 
Die  Grenzen  von  m  nnd  n  müssen  dem  Werthe  nach  zwischen  — r^ — 

b 
1  +  a 
qucI 1 —    liegen,    wenn    das   vorliegende    bestimmte   Integral    einen 

reellen  Werth  haben  soll.    Warum? 

-0,4 


9)    /'-^ ^       _^  0,568 


-0,1 

Setzen  wir  in  Nr.  8  a  =  2,   b  ■»  3,   m  =  —  0,4,  n  sms  —  0,9,  so  folgt 

-0,4 

l)/^^^==:^==r-|jarcsin(2-l,2)~arcsin(2.2,7j 

-0,0 
-0,4 

2)  /   ,  ^ =  i  I  arc  sin  (0,8)  -  arc  sin  (—  0,7) 

-0,9 

Durch  Anwendung  trigonometrischer  Tafeln  findet  man  femer 

3)  0,8=*:  sin  530  8' 

4)  0,7==  sin  44«  26' 
Hieraus  folgt 

5)  arc  sin  0,8  s  arc  53«  S' 

6)  arc  sin  (—  0,7)  =  —  arc  44o  26' 

7)  arc  sin  0,8 — arc  sin  (—  0,7)  «  arc  (53«  8' + 44©  26')  =  arc  »7o  34 
Femer  ist 

8)  arc  970 34, «  ^2j^±^^^  1,703 

Setzen  wir  hiernach  den  Werth  von  arc  97034'  in  Gleichung  7  ein,  so  folgt 

9)  arc  sin  0,8  —  arc  sin  (—  0,7)  ==  1,703. 

Setzen  wir  nach  Gl.  9  den  Werth  voi^  arc  sin  0,8  —  arc  sin  (—  0,7)  in 
Gleichung  2  ein,  so  ergiebt  sich 

-0,9 

10)  f  ^=^%f--  ^^Y  ^''  ^'  ®'''**'  *^  ""^  ^- 

n 
Sind    die  Werthe    von    m  und  n  willkürlich,    wenn   die  yorliegende 
Function  zwischen  den  Grenzen  m  und  n  contiDairlieh  bleiben  soll? 
Stegemsnn.    Integral^Reelm.  g 
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11)  /    aresiiii.dx  =  (m.arc8iniii-|- ^1 — m') 

—  (n  arc  sin  n  -|-  V^(i  —  n*) 
(Vergl.  Seite  36,  Nr.  10.) 
Ist  der  Werth  des  Torliegeoden  bestimmteii  Integnüs  Tollkoaimen  be- 
ftimmt?    (Man  bemchte,  daas  mnx  es  nnfx  —  x)  =  sm(2]s-|'z)  o^) 

Die  Werthe  von  m  und  n  müssen  swischen  den  Orenzen  -}'  ^  ^^"^^ 
—  1  liegen,  wenn  das  Torrtehende  bestimmte  Integral  einen  reellen  Sinn 
baben  soll,  —  Warum? 

/^™  cos  n 

12)  /     tff .  I  dx  =  Z (Seite  36,  Nr.  tl.) 

J    n  COS  m 

^^^\   r°      a      _  1  um  — a      .n-a/ 
'3)J    ]F:=n?~2arSHHi~    n  +  a« 

n 
Ist  der  Fall  von  besonderem  Interesse,  dass  eine  der  Qrössen  m  und  n 
xwiscben  -{-  a  nnd  —  a  liegt,   wShrend   die  anderen   entweder  grosser  als 
-|-a  oder  kleiner  als  —  a  ist? 


ydx 


10 

0,1916. 

4 
m 


15)7  x-^+t=t!*'-'=*st-*'**&t( 

n 

1  ^    a(m  — n) 

=  —  .arctg— 7-; - 

a  ^  a'  +  ™  *! 

BenerkuDg.     Wenn  es  nicht  einleachtend  sein  sollte,  dass 

^m  ^n         1  ^a(m  — n) 

arc  tg arc  tg  —  =  —  .  arc  tg    ;-j - 

a  a         a  ^a«  +  mn 

so  setze  man 

1)  a  =  arc  tg  7  oder  7  ==  tg  a 

2)  Y  =  arc  tg  z  oder  z  =  tg  r 
'   Hieraus  folgt 

3)  arc  tg  y  —  arc  tg  z  «a  u  —  y 
Nun  ist  femer 

^^  ^       1+tgu.tgv 

Setzen  wir  in  Gleichung  4  für  tgu   und  tgy  ihre  Werthe   nach  den 
Gleichungen  1  und  2,  so  folgt 

5)  tg(u-v)  =  ^'^'     also 

1  rf-y.z 
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6)  (u  —  v)  =  arc  ig  .— oder  nach  Gl.  3. 

1  -f-y.« 

7)  arc  tg  y  —  arc  t^  z  =  arc  t^  -r-^p 

SeUt  man  in  Gleichung  7  yss — ,   ssss — ,  bo  folgt 

m        n 
m  ^     n  a        a 


8)  arc  tg arc  tg  —  =  arc  tg  


a  a  1  _i-  °^    J?. 

"*"  a  '  a 


m  D  a  im  —  ni 

9)  arc  tg arc  tg  ~  =  aro  tg   ,  , w.  z.  b.  w. 

a  a  a'  -f-  m  .  n 


a  (m  —  n) 

16)  r^3x»dx  =  335 

17)  r*'^3.1^,dx  =  234 


18)  —  /    y  a'  — i'.dx  =  — arcsin  — =  5- F 
^    a  J  m  2  a       2a 


a'  — n' 


ab         .    m       bm-/— -r = 


'«)  i/lK?^.-.*— V'-%'^^-gK.-^ 


,  ab        .    I^a'— m»     bm,/— = — 
+  _arctg— ^ 2^^"-' 


Benerkang.    Der  Augenschein  lehrt,  dass  die  Ausdrücke,   welche  in 

b     y.^     

Nr.  18  u.  19  für  — /    /,^«  —  x*  .  dx  gefunden  sind,  in  der  Pom  sehr  von 
m 

einander  abweichen.  —  Trotzdem  aber  müssen  sie  nach  dem  Werthe  nach 

gleich  sein. 

um  den  Leser  hiervon  zu  überzeugen,  wollen  wir  zeigen,  dass  sich 

die  rechte  Seite  der  Gleichung  18  ohne  Integration  in   einen  Ausdruck 

amf^men  ISsst,  welcher  mit  der  rechten  Seite  von  Gleichung  19  identisch 

ist.  —  Zu  dem  Ende  setzen  wir  nach  Bemerkung  2,  Seite  7 

1)  arc  sin  —  =  ■;; arc  cos  — 

^  a        2  a 

2)  arc  sin  — ■»  s «urc  cos  — 

'^  a  2  a 
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Kenn*  Mgt 

•b         .     B    ,   bn  i^-r j  \       /      ab  »    ,   bn  ^-= = 

•b  .    m       bmi/-T— xl       J  .   «b  m       bBii/-i x 

8€tun  wir  mm 

5)  are  cot  —  ^  n  fo  ut  —  =  cot  n 

^  ,            «on       rl— CM^    ,  ,    ^-  .  ,  e        <• 

o)  tg  a  ^ = alto  nach  Gleichiiiig  5  n.  6 


„       V'-'r.    K?=P 

T)  tgii  = 


n  n 

a 
Hieraut  folgt  

b)  n  =  arc  tr 

n 

Setzen  wir  hierin  für  n  teinen  Werth  nach  Oleichong  5,  to  folgt 


9)  arc  cot  —  =  arc  tg  - 


a  ^  n 

In  Shnlicher  Weite  eigiebt  tich 

10)  arc  cot  —  =  arc  tg 

a  m 

n  m 

Setaen  wir  die  Werthe  Ton  arc  cot  —  nnd  arc  cot  —  nach  den  Glei- 

a  a 


ehnngen  9  and  10  in  Gleichnng  4  ein,  to  folgt 
ab         .     n    ,   bn  1/-= 5 1     /      *^ 


ab         .    n    ,  bn  ^r-i 1 J     /      *b       ^     V>t*  —  n*      bn  ^-j 


_-5.«rc«n--^y.  -m   )     ^^^„^^__ ^V^'-w 

Hiermit  itt  alto  gezeigt,   datt   die  Antdrüeke,  welche  wir  in  Nr.  18 

b     *n    

and  Nr.  19  frir  —  f  /««  — x>.dx  gefanden  haben,  einander  gleich  tind; 


20)  J/rae-x*. dl  =13,578. 
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BemerfcongeB« 

1)  Wir  empfehlen  dem  AnfSoger,  das  vorliegende  bestimmte  Integral, 
•owohl  nach  Nr.  18,  als  auch  nach  Nr.  19  lu  lösen,  und  sieh  an  übenengen, 
dass  beide  Wege  dasselbe  Besnltat  eigeben. 

7  6     

2)  Wie  gross  ist/  f  50  —  x'.dx  und/  /lOO  — x»dx 

3)  Veranlasst  das  bestimmte  Integral 

/  Vi6  -  X«  .  dx 

—6 

ZU  einer  besondem  Bemerkung? 


§.  47. 
EinflUimiig  einer  neuen  Variabein  in  das  bestimmte 

Integral 

/    f(x  +  c).dx=  /    fr.dx;    /    f(x-c).di=.  /    fk.dx, 

nm 

Setzen  wir  in  dem  bestimmten  Integral    /    f(x4-c)dx 

1)  x-f-casru  also  dx  =  du 
so  erhalten  wir 

2)  r"'f(x  +  c)dx=   Pfii.du. 

wo  die  Grenzen  Uq  und  u'  noch  näher  bestimmt  werden  müssen. 

Man  erkennt  aber  ohne  Weiteres,  dass  Oo  und  u'  resp. 
diejenigen  Werthe  von  u  sein  müssen,  welche  aus  Gleichung  1 
hervorgehen,  wenn  man  x  resp.  gleich  n  oder  m  setzt. 

Aus  Gleichung  1  folgt 

3)  u  =  m -|- c  wenn  x s=  m;  d.  h.  u'  =» m  +  c 

4)  u  =  n-|-c  wenn  x-[-Uj  d.  h.  Uo==n-[-c 
Setzen  wir  nach  Nr.  3  und  4   die  Werthe  Yon  u«  und  u^ 

in  Gleichung  2  ein,  so  folgt 

/m  /-»m+c 

f(x  +  c)dx=:  /    fii.du. 

Digitized  byVjOOQlC 


118 

Offenbar  wird  aber  der  Werih  des  bestfamten  htegrak 
In  «du  nicht  geindert.  wenn  wir  in  denuMlben  i  statt  n 
setsen,  deshalb  folgt  ans  Gleichmig  5 

6)  r"f(x  +  c)dx=  r"fe.dx. 

J    n  J    B+c 

Setzen  wir  in  dem  bestimmten  Integral    /    f(x  —  c)dz 

7)  X  —  c  =  u  also  dx  =  du 
so  folgt  daraus 


8)   r"f(x-c)dx=  /*"fti.( 


.du 

»0 

WO  die  Werthe  von  u«  und  u'  noch  näher  zu  bestimmen  sind. 
—  Es  leuchtet  aber  ein,  dass  Uo  und  u'  diejenigen  Werthe 
von  u  sein  müssen,  welche  wir  erhalten,  wenn  in  Gleichung  7 
X  resp.  gleich  n  oder  m  gesetzt  wird.  Aus  Gleichung  7 
folgt  aber 

9)  u  =  m  —  c  wenn  x  =  n  d.  h.  u'  =  n  —  c 
10)  u  =  m  —  c  X  =s  m  d.  h.  Uo  =  m  —  c. 

Setzen  wir  hiemach  die  Werthe  Uo  und  u'  in  GL  8  ein, 
so  ergiebt  sich 

f(x  — c)dx=  /    fu.du. 

n  J    n —  c 

fu .  du  =   1    fx  •  dx  also  ist  nach  Gleichung  1 1 

n  — c  J    n— 0 

/m  /^m  —  e 

f(x_c)dx=  /    fe.dx. 
B  c/    n  —  c 

BemerkuDgeD. 

1.    Man  kann  die  Gleichungen  6  und  12  noch  anf  folgendem  Wege 
nachweiien : 

Wir  entwickeln  sunScliBt  das  allgemeine  Integral  yon  £x .  dx.    Ist  nnn 
13)/fx.dx  =  Fx  +  C, 
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dann  ist 

U)/fxdx  =  P(m  +  c)  — F(n  +  c) 
n+c 

1 5)  /"f  (x  +  c)  dx  =  F  (m  +  c)  —  F  (n  +  c). 
n 

Ans  den  Gleichungen  14  nnd  15  folgt 

m  /.»  +  « 

16)y  f(x4-c)dx=y  fic.dx,  (vergl.  Gleichung  6). 
n  n  +  e 

Ferner  folgt  aus  Gleichung  13 

17)/f(x  -  c)dx=:F(m  — c)-F(n-c) 
n 

18)  /  fx .  dx  =  F  (m  —  c)  —  F  (n  —  c). 

n  —  o 

Aus  den  Gleichungen  17  und  18  ergiebt  sich 

19)  /  f  (x  —  c) .  dx  =/  £x  .  dx  (vergl.  Gl.  12). 

n  n  — c 

2)  Unser  Satz  lässt  sich  auf  graphischem  Wege  folgend ermassen  ver- 
anschaulichen. Yig,  17. 

Wir  legen  Fig.  17  das  Coordinaten- 
System  zu  Grunde,  dessen  Anfangspunkt 
in  A  liegt  und  construiren  die  Curve 
VW,  welche  der  Gleichung 
aO)y  =  f(xH-c) 
entspricht,  dann  ergiebt  sich  nach  den 
Bezeichnungen  unserer  Figur  und  femer 

^  (  Es  ist  au  beachten,  dass  y  =  f  (x  -f-  c)  die 

«|\  mf/p/piLr /*  f /'-r  -L  n»    ilT-  )  Glo*«l»»nj  unserer  Curve  Ist,  für  den  Fall,  dass 

^i)  m.r  rm—j    ly^-^cj.ax  \  der  Anfangspunkt  des  CoordinatenSystems  der 

°  f  Punkt  A  Ist. 

Verlegen  wir  nan  den  Anfangspankt  des  Coordinaten  -  Systens  von  A 
nach  den  Punkte  A'  —  welcher  von  A  um  die  L&nge  c  entfernt  ist  ^, 
80  verwandelt  sich  nach  Gleichung  20  die  Gleichung  der  Curve  VW  in 
die  Gleichung 

22)y  =  £x. 

Wir  erhalten  dann 


jj^iQ  i         Dieser  Gleichung  liegt  die  Yoraussetsung 

00\  mx'ixDltr /*  fJ  A^      )   ^^   Grunde,   dass  y  =  fx   die  Gleichung   der 

M)  Bir  rja  —  y    ix  .  ax      \   q^^^  y^  j^^^  ^^^  ^^^  ^^^  Anfangspunkt  des 

n  +  «  !    Coordinaten -Systems  in  A'  liegt. 

LU8  den  Gleichungen  21  und  23  folgt  jetzt 

24)    r  f  (x  —  c)  dx  =    r  fe  .  dx.      Vergl.  Gl.  6  und  16. 
c/    n  *y    n+o 

Digitized  byVjOOQlC 


120 

In  ähnlicher  Weise  lässt  sieh  mit  Hülfe  graphischer  Dar- 
stellung zeigen,  dass 

25)    f  f  (x  —  c)  dx  =   f  fe  .  dx.    VergL  Gl.  12  il  19. 

§.  48. 
Fortsetzung. 

m 

/   r(cx).dx==  /   fk.di  and  /   f— .dx=  /   fx.di. 

c 

Wenn  1)   rfe.dx  =  Fx-}-C  so  ist 
2)    rf(cx).dx  =  F(cx)  +  C 

3)  rfiLdx  =  F-+C. 

Je  c    ' 

Ans  Gleichung  2  folgt  nun 

4)  r'°f(cx).dx  =  F(cm)-F(cn) 
Aus  Gleichung  1  folgt 

5)  r"fe.dx==F(cm)  — F(nc). 

^J    nc 

Die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  4  und  5  sind  gleich, 
also  sind  auch  ihre  linken  Seiten,  oder  es  ist 

/m  r*ta  c 

f(cx).dx=  /    fic.dx  w.  z.  b.  w. 

Aus  Gleichung  3  folgt 

7)   Tf^.dx^F  ?L_F^ 

c/    n      C  C  C 

Aus  Gleichung  t  folgt 

m 

8)  r'fx.dx=PH_pj?. 

J    n  C  C 


Digitized  byVjOOQlC 


121 

Weil  nun  die  rechten  Seiten  von  Gleichung  7  und  8 
gleich  sind;  so  müssen  auch  ihre  linken  Seiten  gleich  sein,  oder 
es  ist 


9)    r"fiL.dx=  r  fe.dx. 

^    n     C  Ja 


§.49. 
Fortsetzung*  —  In  das  bestimmte  Integral  /    fk   dz 

wird  für  z  eine  neue  Variable  u  eingeführt  nach 
der  Oleichnng  i(>z  =  u. 

Wenn  1)    Tfx.dxssFx  +  C  ist,  so  ist 

2)    r'fe.dxc=Fm  — Fn 

Wird  es  nun  wünschenswerth  für  x  eine   neue  Variable 
einzufuhren,  etwa  nach  der  G-leichung 

3)  il>x  — u 

und  erhalten  wir,  dadurch  dass  wir  Gleichung  3  für  x  auflösen 

4)  xs=(pu. 

5)  dx  =  (p'udu,  so  ist  nach  Gleichung  1 

6)  Tfec .  dx  =  Tf  (<pu) .  (p'u  du  =  F  (q)u)  +  C. 
Aus  Gleichung  6  folgt 

7)  r  f((pu)q)'udu  =  F|(p(iI>m)(  — Fj(p(il>n)| 

J    ^n 

Setzen  wir  nun  den  Werth  Ton  u  nach  Gleichung  3  in 
Gleichung  4,  so  folgt 

8)x  =  (p(i|ix) 
Hieraus  folgt  (p  (i}).  m)  s=s  m  und  (p  (t}>  n)  =  n« 
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Setzen    wir    diese    Werthe    von    <f  (i|>  m)    und    ((p  n)  in 
Gleichung  7  ein,  so  folgt 

9)    r  f(cpu)(p'udu  =  Fm-Pn. 

Da  nun  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  9  und  2  über- 
einstimmen, so  folgt  aus  diesen  Gleichungen 

Man  beachte,  da»  nach  Glei- 
chung S  und  1  auB  der  Qlelchiing 


10)    r°fx.dx=  f  f(((.u)(p'udu. 


1f)X  =  u 

.  die  Gleichung 
entstanden  iit. 


Benerkno^en. 

1)  Der  vorstehenden  Entwickelnng  liegt  die  Voraussetzung  ku  Grunde, 
dass  Gleichung  3,  nämlich 

11)  t}»x  =  u 

nach  welcher  wir  u  für  x  substituirt  haben,  für  x  nur  eine  reelle  Wanel» 
nämlich  x  =  «pu,  giebt. 

2)  Wenn  die  Gleichung  „t|>x  =  u''  für  x  nehrere  reelle  Wnneln  giebt» 
80  erfordert  die  Umformung  des  bestimmten  Integrals  grosse  Aufmerksam- 
keit, wenn  man  vor  Fehlem  sicher  sein  will. 

Um  dies  an  einem  speciellen  Beispiele  zu  zeigen,  wollen  wir  das  be- 
7 
stimmte  Integral  f  (x*  —  6x  -|-  13) .  dx  behandeln. 
1 

Setzen  wir  zu  dem  Ende 

12)  X«  —  6x  +  13  =  u  (vergl.  Gl.  3) 
80  folgt    13)  X  =  3  +  /u"^^ 

—  ±7=i 

Weil  man  nach  Gleichung  14,  f  Ar  Jeden  Wertb  von  a,  di  sowohl  gleich 

du  du 

als  auch  gleleh ly. -^  sein  kann,  so  sollte  man  glau- 


ben  (?),  dass  man  nach  Gleichung  12  und  14  nach  Belieben  setzen  könne : 

7S-6.7-I-1S  20 

e.t*eder  l5)/(x'-6x+I3)dx=/u.(+^^^)=/^-j^ 

1«-6.14-13  8 

7«  — 6.7-fl3  80 

1«— 6.1-f-lS  8 
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Ans  Ol.  6,  Seite  5 

n)/V-6x  +  13) 

dx-.48. 

Ferner  erhftlt  man 

20 

'"/J7=b 

=  26V, 

10 

191  r      '•^° 

e=s          2fi 

8    *^''-* 

Ans  den  Gleichung^en  17  bis  19  folget  also, 

so 
..7  ^      u  da 

dass  J  (x«  -  6x  +  13)  dx  weder  gleich  /  ^  yZTl 

*  8 

so 

noch  gleich  f  —     ^^  sein  kann. 

8 
Vergleichen  wir  dieses  Resultat  mit  den  Gleich.  15  n.  16,  so  ergiebt 
sich,  dass  die  Gleichoogen  15  n.  16  falsch  sind,  so  dass  in  der  Entwlche- 
inng  derselben   ein  Fehler  gemaeht  sein  iiass.  —  Aas  dem  folgenden 
Paragraphen  wird  erhellen,  welcher  Art  dieser  Fehler  ist. 


§.  50. 

Fortsetzung  von  §.  48.    Die  SubstitationB-Oleichimg 

i|)z  =  a  giebt  fOr  z  mehr  als  eine  reelle  Wurzel. 

fx  dx  eine  neue  Variable 

eingeführt  werden  soll,  nach  der  Gleichung 

1)  il>x  =  u 
und  wenn  diese  Gleichung  (1)  fllr  x  mehrere  reelle  Waneln 
giebt,  80  sind  mit  der  Umformung  des  bestimmten  Integrals 
eigenthümliche  Schwierigkeiten  verbunden.  Wir  wollen  deshalb 
versuchen  diesen  Fall  an  einem  einfachen  speciellen  Beispiele 
zu  erörtern.  —  Zu  dem  Ende  nehmen  wir  das  Beispiel  wieder 
auf,  welches  in  Bemerkung  2,  Seite  122  besprochen  ist 
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Dort  aetzen  wir  in  dem  betimmten  Int^nt 

2)  x*-6x4-I3  =  tt 
Hietans  folgt 

3)x  =  3±Kir^ 

4)dx-±.      ^° 


/: 


Wollen  wir  nach   Gleidiiiiig  2   imd   4   die   Weithe   von 
x'  —  6x  -f- 13  und  dx  in  das  bestimmte  Integral 

T 

(x*  —  6x  -|-  13) .  dx  einsetzen,  so  entsteht  die  Frage,  welche 

Bedeittong  das  Vorzeichen  ^t  ^  Gleichung  4  hat 

Wir  wissen  nun  schon  ans  Bemerkang  2,  Seite  122,  dass 

wir  trotz   Oleichong  4  dorehweg  weder  dx  «=  -| ^ 

nodidx  = ^r.  setzen  dürfen.  —  Welehe  Bedevtang 

2Ku  — 4 

hat  dann  aber  daa  Zeiehen  ^t  '»  Gleichung  4?  —  Um  diese 
Frage  zu  entscheiden  beachte  man,  dass  nach  Gleichung  3  zu 
jedem  Werthe  von  u  zwei  Werthe  von  x  gehören,  von  denen 
der  eine  gleich  3 -f  Vu  — 4,  also  grösser  als  3  ist,  während 
der  andre  gleich  3  ^  Vvl  —  4,  also  kleiner  als  3  ist.  Diesen 
beiden  verschiedenen  Werthen  von  x,  welche  zu  demselben 
Werthe  von  u  gehören,  entsprechen  verschiedene  Werthe  von  dx, 
und  man  sieht  aus  dem  Zusammenhange  zwischen  den  Gleichun- 
gen 3  und  4y  dass  ftir  den  kleineren  Werth  von  x,  d.  L  fiir  x  <[  3 

,  du 

dxasr ,- 

2>^u-4 

während  für  den  grösseren  Werth  von  x,  d.  i.  ftlr  x]>3 

^2»^u~4 
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Berücksichtigen  wir  dieses  bei  Umformung  miseres  Inte- 
grals /    (x*  —  6x  -f- 13)  .  dx,  imd  beachten  wir,  dass  die  mitere 

Grenze  desselben  kleiner,  die  obere  Orenze  aber  grösser  als 
3  ist,  so  liegt  auf  der  Hand,  dass  wir  in  unserm  bestimmten 

Integral  dx  durchweg  weder  gleich ^/  noch   gleich 

2  r  u  — u 

H — _r  setzen  dürfen.    Hierdurch  werden  wir  darauf  ere- 

fuhrt,  unser  bestimmtes  Integral 

/    (x'  —  bx  -f-  13)  dx,    in    die   beiden  Integrale 

f  (x*  —  bx  +  13)  dx  und   C  (x'  —  bx  -f  13)  dx   zu   zerlegen, 

d.  i.  in  zwei  solche  Integrale,  von  denen  das  eine  3  zur  oberen, 
das  andere  3  zur  unteren  Grenze  hat  Dann  ergiebt  sich  aus 
den  Gleichungen  2  und  4  mit  Hülfe  der  vorstehenden  Erörte- 
rungen 

5)    r\x»-.6x+13)dx 

8«— 6.8-flS  4 

du      \         /"  —  udu 


//  du      \ p  —  udu 

is.  6.1 -1-18  8 

6)  r\x'-6x  +  13)dx 

71—6.7  +  18  20 

//  .         du      \ r     udu 

8»_6.8-f-18  4 

Durch  Addition  der  Gleichungen  5  und  6  folgt 

7)  r\x«  -  6x  + 13)  dx  +  r  (x*  -  6x  +  13)  dx 


/—udu     .     r     udu 
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4  SO 

—  udu    .     r     udu 


/T  /*  —  u  du    .     /•     u  du 


BenerkHi^CB. 

1)  Um  die  Toratehende  Unterrachang  auf  graphischem  Wege  zu  ver- 
anschaulicheni  zeichnen  wir  Fig.  18  die  Cnrve,  welche  der  Snbstitntions* 
Gleichung  (2) 

9)  u=:2«-6x  +  13  *^^-  *°- 

genügt 

Discutiren  wir  diese  Curve,  so  ergiebt 

sieh,  dass  dieselbe  für  alle  Werthe  von  x, 

welche    kleiner    als    3    sind,    fortwährend 

fällt,  während  sie  über  x  =  3  hinaus  fort- 

du 
während   steigt;   dass   also  —  negativ  ist, 
dx 

du 
so  lange  x  kleiner  als  3  ist,    während  j- 

positiv  ist,  wenn  x  grösser  ist  als  3. 

Hierdurch  bestätigt  sich  was  wir  schon 

im  Haupt -Texte  gefunden  haben,  dass  wir 

nämlich  zwischen   den  Grenzen  x  =  1  und  AP'  =  t .  AP"  =  7 

«   .      .  j       ^  .  du         Ap'  =  5.  Ap"  =  —  1 

x  =  7  durchweg  weder  dÄ  =  H ^  ^/^  ^  w!t>.      ..  .,    oa 

~ %  V^^  4  MF  ==m'p'  =8.  M 'P"==m"p"=20 

du 
noch  dx  = ,. setieo  dArfeo. 

2  Ku  — 4 

2)  Es  lässt  sich  mit  Hülfe  der  Figur  16  auch  leicht  nachweisen, 
warum  Gleichung  15  u.  16,  Seite  122  falsch  sind.    Das  bestimmte  Integral 

f  (x«  —  6x  +  13)  dx  ist  nämlich   gleich    der    Fläche    M'P'P'M",    dessen 
1 

Grenzen  durch   die  Abscissen  x  =  1  und  x  =s  7   bestimmt   sind.     Das  be- 

20 

stimmte  Integral  /*u.  —  .  ist  dagegen  ein  Stück  der  Fläche  unserer 

8 
Cunre,  von  welchem   die  Anfangs  •  Ordinate  =8   und    die  £nd- Ordinate 
gleich  =20  ist. 

Da  nun  sowohl  M'P'    als  auch  m'p'  gleich  8  ist,  und  femer 
sowohl  M"P"  als  auch  m"p"  gleich  20  ist, 
so  ist  durch  die  Länge  der  begrenzenden  Ordinaten  allein  unser  Flächen- 
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•    »•       du 


il  aber  in  f  u.    ^r  dx  Ewischen 


den  Grenzen  u  =  8  und  a  =  20  irleich  plas  — _r  sein  soll,  so  müssen 

2Ku  — 4 

die  £nd  -  Ordinalen  der  entsprechenden  Fläche  rechts  vom  Pancte  M 
liegten.  Hierdurch  sind  also  die  Ordinalen  M'  P'  und  m"  p''  ansgreschlossen ; 
also  ist 

SO 

/du 
u .      ,. =  m'  p'  P"  M". 

8      2/u  — 4 
SO 

Biithin   kann  / —    "         nicht  gleich  M'P'P"M"  d.i.  es  kann  nicht 
8  2  Vu  -  4 

gleich  f  (x«  —  6x  +  13)  dx  sein. 

3)  Da  m'p'  der  Abscisse  x  =  5  entsprichti  so  ist 

20  ^  7 

/g.     ,.  :«/  (x«  -  6x  +  13)  dx. 

7 

4)  Welchen  Ausdruck  erhalten  wir  für  y  f  (x*  —  6x  -j-  13)  dx,  wenn  in 
demselben  x'  —  6x-f-13  gleich  u  gesetzt  wird? 


§.  51. 

Fortoetzung  von  §.  50. 

Um   den  allgemeinen  Fall  zu  behandeln  nehmen  wir  an, 

dass  in  dem  Integral   /    f  ((fx)  .  dx  statt  x  die  Variable  u  nach 

der  Gleichunff 

-X  Fig.  19. 

1)   U  =  (pX  ^ 

substituirt  werden  soll.  —  Ist  mm 
Fig.  18  die  Cmre,  welche  der 
Gleichung  1  entspricht,  so  hat  u 
zwischen  den  Grenzen  x  =  m  und 
x  =  n  für  x  =  g,  x^h,  x  =  k 
resp.  Maxima  oder  Minima.  Es 
werden  also  zwischen  den  Grenzen      AS  =  k ;  AT  =  n 
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x  =  g  und  xsh  diejenigen  Werthe  von  n  zum  Theil  oder 
alle  wiederkehren^  welche  schon  zwischen  den  Grenzen  x  s=  m 
und  X  s=  k  vorkonunen;  ebenso  werden  zwischen  den  Grenzen 
X  SS  h  und  X  =  k  diejenigen  Werthe  von  n  zum  Theil  oder  alle 
wiederkehren,  welche  zwischen  den  Grenzen  x  =  g  und  x  =  h 
▼orkommen;  so  z.  B.  kehrt  in  dem  Punkte  d  dieselbe  Ordinate 
wieder,  welcher  schon  im  Punkte  D  vorkam,  d.  h.  den  Punkten 
D  und  d  entsprechen  gleiche  Werthe  von  u,  obgleich  die  ent- 
sprechenden Werthe  von  x  terseUeden  sind.  Zwischen  den 
Grenzen  x=h  und  x  =  k  wird  also  x  m  andrer  Weise  von  u 
abhängen  wie  zwischen  den  Grenzen  x:=g  und  x  =  h.  Es 
leuchtet  femer  ein,  dass  zwischen  den  Grenzen  x=m  und  x=g, 
und  dass  zwischen  x  =  k  undx  =  n,.x  in  noch  anderer  Weise 
von  u  abhängt 

Aus  dem  Vorstehenden  folgt,  dass  wenn  die  Gleichung  1 
fiir  X  aufgelöst  wird,   dieselbe  fiir  Werthe  von  u  —  welche 
zwischen  den  Gh-enzen  x  =  m  und  x  =  n  vorkommen  —  4  ver- 
schiedene reelle  Wturzeln  geben  kann.    Diese  Wurzeln  seien 
2)  xasgu  zwischen  den  Grenzen  x  =  mund  x  =  g 
3)x  =  xu        «  n  n        x  =  gundx  =  h 

4)x  =  \I)U       „  „  „        x  =  h  und  x  =  k 

5)x  =  wu        „  „  „        x  =  k  und  x  =  n 

Zerlegen  wir  nun  /    f((px)dx  wie  folgt 

6)    r°f(<px)dx=  r'f((px)dx+  f  f((px)clx 

und  setzen  wir 

/g  /^(pg 

f  (cpx)  dx  =   /      f  u .  g'  U  du  nach  Gleichun gp  2 
n  %y    <jpin 

/b  /^4^^ 

f((px)dx=   /      fu.x'udu  nach  Gleichung:  3 
g  *J  <pg 
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9)    /     f(<|>x)dx=  /      fu.i|)'udu  nach  Gleichung  4 

f((px)dx=   /      fu.co'udu  nach  Gleichnng  5 
Schalten  wir  die  Werthe  von 
I    f((px)dx,   /    f(<px)dx,   /    f((px)dxiind   /   f(<px)dx 
nach  den  Gleichungen  7  bis  10  in  Gleichung  6  ein^  so  folgt 
11)    Pf((px).dx=  r*'fu.g'udu+   r^^fu.xudu 

+  /     fu.t|)'udu4-  /     fu.w'udu. 

Benerkans.  ."^    ' 

Den  Fall  haben  wir  hier  besonders  deshalb  so  aosführlich  behandelt, 
um  dem  Leser  zu  zeigen,  wie  vorsichtig  man  unter  Umstanden  zu  Werke 
gehen  muss,  um  sich  vor  Fehlem  zu  schützen. 

§.  52. 
üebungs  -  Aufgaben. 

(3x«4-x  +  6).dx=  /     (3x*-17x  +  30).dx 

Wir  erhalten  nun 

/  (3x«  +  6).dx=  /  3(x-3«)  +  (x  — 3)  +  6|.dxdies  giebt 

/^(3x«  +  x  +  6).dx=/(3x»  — 17x  +  30).dx. 

—8  0        * 

Dem  Anftnger  empfehlen  wir,  die  Zahlenwerthe  der  beiden  bestimmten 
7  10 

Integrale  y   (3x"  +  x  +  6)  dx  und  y  (3x*  —  17x  +  30)  dx  zu  berechnen, 

—8  0 

um  sich  hierdurch  zu  überzeugen,  dass  dieselben  gleich  sind. 
Stegemmnn.   Integral-Beebn.  9 
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(3x'-4x  +  3)dx=  J     (3x»  +  20x+35).dx 
'-   r\3x«  +  44x  +  163).dx 


oder 

/*(3x«-4x  +  3)dx=  /(3(x  +  4)«-4(x  +  4)  +  3).dx 

•^8  8—4 

=  /(37x  +  8)«-4(x  +  8)  +  3).dx 

•^   8-8 

/  (3x»-4x  +  3).dx=/  (3x»+20x+35).dx=/  (3x«444x+163)dx. 

8  4.0 

COS  (a  +  bx) .  bdx  =  /    cos  x  dx 

n  «-/  m+bn 

vergl.  Aufgabe  2  Seite  16. 

m  mm 

.,     r       d»       /V  da       ^T  dx 

n  n 


n 
n  — 


vergl.  Seite  20,  Nr.  20,  III. 

m  a'— m>  a'— n* 

^U   l^a»^:^!^""       2j   /u~2  J   Kx 

n  E*—- n*  a'— m* 

vergleiche  Seite  20,  Nr.  20,  IV. 

m  sinm  sinm 

.    r  cos  X .  dx r  du r  dx 

^  J       sinx     ~u/     u  ~  J    X 


Bin  n  sin  n 


,    m  .    m 

arc  sin  —  arc  ain — 


7)    /  V^a*  — x*.dx=a'   /  co8'udu=a'  /  cos'x.dx. 
(vergl.  Seite  84,  Gl.  18.) 


arosin —  arc  sin — 

a  a 


§.53. 

Doppel  •  Integrale. 

Eine  Differential- Function  von  der  Form 
I)f(x,y)dx.dy 
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kann  aufgefasst  werden  als  ein  DiflTerentlal  iweiter  Ordnung^, 

welches  dadurch  entstanden  ist,  dass  eine  Function  von  x  und 
y,  [Z  =;  F  (x ,  y)],  erst  nach  x  und  darauf  nach  y,  oder  umge- 
kehrt erst  nach  y  und  dann  nach  x  differentiirt  wird  (vergl. 
D.  R.  §.  116,  Seite  229). 

Es  muss  demnach  auch  möglich  sein,  durch  iweimallge 
Integration  aus  der  vorliegenden  Differential-Function  f(x,y)  dx ,  dy 
die  ursprüngliche  Function  [Z  =  F  (x ,  y)]  wieder  herzustellen. 
Diese  doppelte  Integration  von  f  (x ,  y)  .  dx .  dy  bezeichnet  man 
durch  das  Symbol 

2)yyf(x,y).dx.dy 

Den  Ausdruck,  der  auf  diese  Weise  bezeichnet  ist,  nennt 
man  ein  Doppel -Integral. 

Ist  die  Differential -Function  f(x,y)dx.dy  erst  in  Beiug 
auf  y  zwischen  den  Grenzen  yo  imd  yi,  und  dann  in  Besag 
'  auf  X  zwischen  den  Grenzen  Xo  und  Xi  integrirt,  so  bezeichnet 
man  das  entsprechende  Doppel -Integral  durch  das  Symbol 


3)  r  r{(yi,7)dx.d7. 


Wenn  dagegen  die  genannte  Differential  -  Function  erst 
nach  \  zwischen  den  Grenzen  Xo  und  X|^  und  dann  nach  y 
zwischen  den  Grenzen  yo  und  yi  integrirt  wird,  so  bezeichnet 
man  das  entsprechende  Doppel -Integral  durch  das  Symbol 


4)  r"  n{(x,j)dx.dj. 


§.54. 

Fortsetzung. 

Integrirt  man  die  Function  f(Xyy)dx.dy  zwischen  den 
Grenzen  yo  und  yi   nach  y,  so  muss  man  das  entsprechende 

Integral  durch  das  Symbol 

9* 
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1)  pf(x,y).dx.dy 
besEeichneii.  —  EBeraus  folgt  nach  §•  3  Seite  3 

2)  Pf(x,y)dx.dy  =  dx  Pf(x,x).dy. 
EBerans  folgt  wieder 

3)  r  rHx,j)dxdj^  rax,  r*f(x,y)dy. 

In  ähnlicher  WeiBe  ergiebt  sich  die  Oleichnng 

4)  Pr'f(x,y)dx.dy=   Tdy  r'f(x,y)dx. 

§.  55. 

Das  Doppel -Integral  der  Function  dz  •  dy  fikr  den 

Fall,  dass  z  und  y  in  ihren  Grenzen  unabhängig  von 

einander  sind. 

Offenbar  kann  man  dx.dy  als  Differential')  einer  ebenen 
Figur  betrachten;  und  da  x  und  y  in  ihren  Grenzen  unabhän- 
gig von  einander  sind^  so  muss  diese  Figur  ein  RechteelL  sein. 

Diesen  Gedanken  wollen  wir  benutzen,  um  die  Integration 
von  dx .  dy  auf  graphischem  Wege  zu  veranschaulichen.  Zu 
dem  Ende  nehmen  wir  an^  dass  das  Rechteck  MB  CD,  Fig.  20, 

diejenige  Fläche  sei,  von  welcher  dx .  dy  Fig.  20. 

ein  Differential*)  sein  soll. 

Denken  wir  nun  unser  Rechteck  in 
unendlich  viele  verticale  Schichten  (VW) 
von  der  Breite  dx  getheilt,  und  theilen 
wir  darauf  jede  dieser  verticalen  Schich- 
ten (VW)  wieder  in  Rechtecke  von  der  Höhe  dy,  so  ist  ndx.dy« 
der  Ausdruck  für  den  Werth  jeder   dieser   Elementarflächen. 


*)  Dies  Differential  iat  ein  Differential  zvreiter  Ordnung. 
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Demnach  erhalten  wir  den  Inhalt  des  Rechteckes  MBCD,  wenn 
wir  lunächst  die  Elementarliäeiien  Jeder  einielnen  terficalen 
Schiclit  (VW),  and  darauf  sämmtliche  veriicalen  Scliichten 
summiren,  d.  h.  nach  den  Bezeichnungen  unserer  Figur,  und 
wir  integriren  die  Differential  -  Function  dx.dy  erst  nacli  y 
zwischen  den  Grenzen  p  und  q  und  darauf  nacli  x  swischen  den 
Grenzen  n  und  m.    Hieraus  ergiebt  sich 

dx  /     dy=  /    dx.(q-p) 

==  (m  —  ii) .  q  —  p)  oder 
2)    pdx   Pdy  =(m-n).(q-p> 

§.  56. 

Fortsetzung. 

Hätten  wir  unser  Rechteck  ABCD  erst  in  unendlich  viele 
horizontale  Schichten  (OP)  getheilt,  wie  dies  Fig.  21  angedeutet 
ist,  und  hätten  wir  darauf  jede  dieser  Figr.  21. 

horizontalen  Schichten  wieder  in  Ele- 
mentarflächen (dx  •  dy)  zerlegt ,  so 
würde  dir  Werth  des  Rechteckes 
MB  CD  sich  dadurch  ergeben,  dass 
man  zunächst  die  Elementarfläehen 

(dx  .  dy)  einer  Jeden  horizontalen  Schicht  (OP) ,  and  darauf 
sämmtliche  horizontale  Schichten  summirf.  Diese  doppelte 
Suinmirung  lässt  sich  dadurch  ausfuhren,  dass  wir  die  Function 
dx  .  dy  erst  nach  x  zwischen  den  Grenzen  n  und  m  und  darauf 
nach  y  zwischen  den  Grenzen  p  und  q  integriren. 

Hiemach  ergiebt  sich 

1)Z=  /"dy  /'dx=  rdy.(q-p) 
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2)  Z=fyj (q - p)  ==  (m  -  n) .  (q  -  p). 

3)  r°dy   rdx  =  (m-n).(q-p). 
«y   n        *^    p 


V 

Verbinden  wir  diese  Gleichung  mit  Gl.  2,  §.  49,  so  folgt 


dy   /      dx=   /      dx.    I      dx.l  widy  in  ihren  Oren»en 
n        J   V  J    V  J   ^         (  abhÄngigvonelwmdersi 


§.  57. 

Das  Doppel- Integral  der  Function  f(z,7)dz.d7  für 

den  Falli  dass  z  und  y  in  ihren  Grenzen  unabhängig 

von  einander  sind. 

Wir  wollen  annehmen,  dass  die  Gleichung 
l)Z  =  f(x,y) 
die   Gleichung  der  krummen  Fläche  Fig.  22  sei,  imd  femer 
dass      die     Seiten     des  pj^^  22. 

Rechteckes  AB  CD  in 
der  XY-Ebene  resp.  der 
X-Achse  und  der  Y-Achse 
parallel  laufen.  Stellen 
wir  ims  dann  die  Auf- 
gabe: Das  Volumen  (V) 
des  prismatischen  Kör- 
pers zubeyechnen,  dessen 
Basis      das      Rechteck 

ABCD  ist,  und  welcher  oben  von  der  Fläche  GHIK  [Z =f  (x ,y)] 
begrenzt  wird,  so  zerlegen  wir  unsem  Körper  AB  CD  GH  IK 
durch  Ebenen,  —  welche  resp.  parallel  der  XZ- Ebene  und 
der  YZ-Ebene  sind,  -;-  in  verticale  Streifen,  deren  Basis  gleich 
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dx.dy  ist.     Die  Grösse  eines  jeden  dieser  Streifen  lässt  sich 
demnach  ausdrücken  durch  die  Differential-Function  f(x,y)dx.dy. 

Hiemach  erhält  man  das  Volumen  (V)  von  AB  CD  GH  IK 
dadurch,  dass  man  in  allen  Schichten,  welche  ~i=  der  YZ-Ebene 
sind,  die  Elementar -Volumina  |f(x,7).dx.d7J  addirt,  und 
darauf  die  gfenannten  Schichten  summirt.    Hieraus  folgt 

1)  V=   Pdx   rf(x,y)dy. 

Man  kann  indessen  auch  dadiu*ch  das  Volumen  von 
AB  CD  GH  IK  ermittehi;  dass  man  in  allen  Schichten,  welche 
parallel  der  XY- Ebene  sind,  sämmtliche  Elementar -Volumina 
|f(x;y) dx.dy]  addirt,  und  darauf  diese  Schichten  selbst 
summirt.    Hiemach  ist 

2)  V=  Hij  pf(x.y)dx 
Aus  den  Gleichungen  1  und  2  folgt 

SEs  Ut  wohl  KU 
achten,  dus  z  ai 
in  Ihren  Grensen 
einander  nnabhKi 


Es  Ut  wohl   KU  be- 

nnd  7 

Ton 

nnabhKngIg 

sind. 


Das  Resultat^  welches  in  Gleichung  3  vorliegt,  lässt  sich 
in  Worten  folgendermassen  aussprechen:  Wenn  in  dem  be- 
stimmten Doppel -Integral  irgend  einer  Differential  -  Function 
|f(x,y)dx.dy|  die  Variabein  x  und  y  in  Bezug  auf  ihre 
Grenzen  von  einander  unabhängig  sind,  so  wird  im  Werthe 
des  Doppel -Integrals  nichts  geändert,  wenn  man  rücksichtlich 
der  beiden  Variabein  x.  und  y  die  Ordnung  der  Integration 
umkehrt,  und  die  Grenzen  unverändert  beibehält. 
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§.  58. 

In  einem  beBtinunten  Doppel -Integral  wird  die 

Ordnung  der  Integration  nach  x  -und  y  verändert» 

wahrend  x  und  y  in  ihren  Grenzen  abhangig  von 

einander  sind. 

Wir  wollen  diesen  Gegenstand  an  einem  speciellen  sehr 
einfachen  Falle   zu    erläutern    suchen,  Fig.  23 

.und  zu  dem  Ende  annehmen,  dass 

l)/  =  ax 
die  Gleichung  der  Parabel  Fig.  23  sei, 
von  welcher  die  Fläche  AMT'  berechnet 
werden  soll. 

Denken  wir  nun  die  Parabel  in  verticale  Schichten  von 
der  Breite  dx  getheilt,  und  jede  dieser  Schichten  wieder  in 
Elementaräächen  dx .  dy  zerlegt,  so  lässt  sieht  der  Inhalt  der 
Fläche  AM'P'  dadurch  ermitteln,  dass  wir  zunächst  die  Ele- 
mentarflächen  Jeder  verticalen  Schicht  und  darauf  sftmmtUche 
verticale  Schichten  summiren.    Hiemach  ist  also 

2)  AÄrF=    Pdx   f\\^oJlleOrenzen.,,.^^^^^ 
^  /   _  /    „     •'    I  näher  bestimmt  werden  mflssen. 

Um   die  Werthe  von  yo  und  y^  zu   bestimmen,   beachte 

/yi 
dy    den    Werth    einer    beliebigfen    verticalen 
yo 
Schicht  (VW)  darstellt,  dass  also  die  Grenzen  (y©  und  y,)  dieses 

bestimmten  Integrals  resp.  gleich  o  und  y  (der  Ordinate  des 

Punktes  V*)  sind.     Nach  Gleichung  1   ist   aber  y=:aVaxV2. 

Demnach  muss   man  ftir  jede   beliebige  Lage   der  verticalen 

Schicht  VW  die  Grenzen  yo  und  yi  resp.  gleich  o  und  aV^xVs 

setzen«    Weil  nun  die  Fläche  AM'P'  gleich  der  Summe  aller 


*)  Es  ist  zu  beachten,  dass  die  Breite  der  Schicht  VW  gleich  dx,  also 
unendlich  klein  ist 
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verticalen  Schichten  (VW)  zwischen  den  Grenzen  o  und  in  ist, 
so  müssen  in  Gleichung  2  die  Grenzen  Xo  und  Xi,  resp.  g^leich 
0  und  m  g;esetst  werden. 

Setzen  wir  nach  dem  Vorstehenden  in  Gl.  2  fiir  die  Grenzen 
des  bestimmten  Doppel -Integrals  ihre  Werthe  ein,  so  folgt 

dx   /     dy  =  /  aV,  xVg  dx  =  «/t  aV,  mV,. 

Hätten  wir  Fig.  24   unsere   Parabelfläche  in  horizontale 
Schichten  (UT)  getheilt,  und  darauf  jede  Fig.  24. 

horizontale  Schicht  wieder  in  Elemen- 
tarflächen (dx.dy)  zerlegt,  so  würde 
sich  der  Werth  der  Fläche  AMT'  da- 
durch ei^eben,  dass  man  zunftehst  die 
Elementarfläehen  dx .  dy  Jeder  horizontalen  Schicht,  und  darauf 
sämmtUche  horizontalen  Schichten  summirt.    Hiemach  wäre 

A\    AH/T/r»/  r^*J       r^'j      \  ^^^  mÜÄsen  die  Werthe  von  yo, 

4)  AM'r'  =    j      aj  I       dx  ^  yj,  Xo  und  Xj  noch  nfther  bestimmt 

In    dieser    Gleichung    bedeutet    /     dx   den   Werth   einer 

beliebigen  horizontalen  Schicht  (UT).  Nach  den  Bezeichnungen 
von  Fig.  22  sind  also  die  Grenzen  Xo  und  Xj  resp.  gleich  SU 
und  ST  oder  gleich  AB  und  m.  Weil  aber  AB  die  Abscisse 
des  Punktes  U  ist,  so  folgt  aus  Gleichung  1,  dass  fiir  Jede  Lage 
der  horizontalen  Schicht  TU'') 

5)  Xossr"^  und  Xi  =  m  ist. 

Femer  ist  die  Fläche  AM'P'  gleich  der  Summe  sämmt- 
licher  horizontalen  Schichten  (TU)  zwischen  den  Grenzen  y  =  o 


*)  Es  ist  zu  beachten,  dass  die  Breite  der  Schicht  TU  gleich  dy,  also 
unendlich  klein  ist. 
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und  y  =  M'F.    Da  aber  nach  GL  1  M'F«a»^mVi  ist,  so  er- 
sieht sich,  dass  in  Ql.  4 

6)  yo  =  0,  y  1  =  aVj  xV«. 

Setzen  wir  nach  den  Gleichungen  5  und  6  die  Werthe  von 
Xo;  Xo,  yo  und  yi  in  Gleichung  4  ein,  so  folgt 

7)  AM'P'=  rYxY;dx=/;j;:'_7i=.v.../.-4!!^ 

= a»Ä  mVg  —  1/,  aV,  m»/.  =  V,  a%  in»4. 
Aus  den  Gleichungen  3  und  7  folgt  jetzt 

QN     r"j       /"•'4*Vi       /-»VimVt    yr>m  r  ^^^  ^,^^  ^  ^^^^  ^  ,^  „^^  Ownien 

ö)     I      OX   I      ay=   I       ay       I    yidX  j  ^on    einander    abhÄnglg    naeh    der 

J    o       J    o  i/o  v/^  (  Gleichung  y^ssax,  vergl.  OL  ^ 

§.  59. 
Fortsetzung. 

dx  /     dy 

o         «y    o 

einen    ganz    bestimmten    Werth    hat;    femer    leuchtet    ein, 
dy     /    dx=  /    mdy  =  maVixVi;  dass  also 

0  */     0  c/     0 

1     dy     1     dx„  wegen  des  Factors  xVi  eine  variable  Grösse 
ist,  so  dass  schon  aus  diesem  Grunde 

dx  /    dy  nicht  notliwendlg  gleicli  /    dy    /    dx  sein  muss 
(vergl.  Gl.  8). 

Wir  düi'fen  demnach  aus  §.  57,  Gleichung  8,  den  Schluss 
ziehen,  dass  wir  in  dem  dort  behandelten  speciellen  Falle  die 
Reifienfoige  der  Integration  nach  x  und  y  nicht  umkehren 
durften,  ohne  die  Grenzen  entsprechend  zu  ändern.  Hiemach 
ist  leicht  einzusehen,  dass  wh*  zu  analogen  Schlüssen  gelangen 
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müssen,  wenn  in  dem  bestimmten  Doppel -Integral  von  der 
allgemeinen  Form 

fax   r'f(x,y)dy 

X  und  y  in  ihren  Grenzen  von  einander  abhängig  sind,  etwa 
nach  der  Gleichung  y  =  (px.  Wir  dürfen  deshalb  ganz  allge- 
mein folgenden  Satz  aufstellen: 

dx  I    f  (x ,  y)  dy  y  und 

%  in  iliren  Grenzen  von  einander  abliängig  sind,  so  mttssen 
nacli  Massgabe  dieser  Abliängiglieit-  jy=s<pxj  die  Grenzen  flir 
\  und  y  geändert  werden,  wenn  die  Reihenfolge  der  Integra- 
tion in  Bezug  aufx  und  y  geändert  wird. 
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V.  CapiteL 

Quadratur  ebener  Gurwen. 

§.  60. 

Das  Differential  der  Fläche  einer  Curve,  welche  auf 
rechtwinklige  Goordinaten  bezogen  ist. 

Wenn  man  auf  einer  beliebigen  Curve,  VW  zwei  beliebige 
Punkte  M  und  M'  annimmt;  und  deren  Ordinaten  M'P'  und 
MP  zeichnet,  so  ist  durch  die  Curve,  die  Abscissenachse  und 
die  beiden  Ordinaten  (MP  und  M'P)  eine  Fläche  (M'FPM) 
begrenzt 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  die  Ordinate  M'  P'  fest,  und  die 
Ordinate  M  P  beweglich  sei ,  so  wird  die  Fläche  M'  P'  P  M 
wachsen  oder  abnehmen,  je  nachdem  sich  MP  vor-  oder  zurtick- 
bewegt 

Wenn  z.  B.  die  Ordinate  MP  sich  nach  mp  bewegt,  so 
wird  in  Folge  dessen  die  Fläche  M'  P'  P  M  um  die  Fläche 
MPpm  =  Az  wachsen. 

Fig.  25.  Flg.  26. 


A  y  =  —  m  R. 
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Der  Flächeninhalt  von  MPpmsssAz  liegt  zwischen  dem 
Flächeninhalte  von  M  P  p  R  und  m  p  P  Q. 
Nun  ist  aber 

1)  MPpR  =  y.Ax 

2)  mpPQ  =  (y  +  Ay).Ax*). 

Es  muss  also  Az  dem  Werthe  nach  zwischen  j .  Ax  und 
(y  +  ^y)  •  ^  liegen,  oder  es  ist 

3)  Az  =  (y  +  e.Ay).Ax**) 

wo  6  eine  absolute  Zahl  ist,  dcnren  Werth  zwischen  0  und  -|- 1 
liegt.    Aus  Gleichung  3  ergiebt  sich  weiter 

4)  ^  =  y  +  8Ay 

und  weil  Ay  und  Az  zu  Null  werden,  wenn  Ax  zu  Null  wird 
dz 

5)  di=y'  ^^^'' 

6)  dz=y.dx. 

§.  61. 

Quadratur  ebener  Curven,  welche  auf  rechtwinklige 
Goordinaten  bezogen  Bind. 

Nach  den  Erörterungen  des   vorigen  Paragraphen   ist  es 


*)  Man  beachte,  daas  Ay  in  Fig.  26  negativ  ist. 
**)  Streng   genommen    gilt    die  Fig.  27. 

Gleichung  3  nnr  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  Ax  hinreichend  klein 
angenommen  ist.  Man  erkennt  dies 
ohne  Weiteres  aus  dem  Anblick  der 
Fig.  27.  Da  wir  indessen  Gleichung  3 
benutzen,  um  einen  Ausdruck  für 
dz  (in  Gl.  6)  abzuleiten,  so  schadet 
obige  Einschränkung  der  Allgemein- 
heit der  Betrachtung  nicht. 
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leicht,  eine  allgemeine  Regel  ^ig.  28. 

zur  Berechnung  der  Fläche  ~ 

einer  beliebigen  Curve 
y=£x  anzugeben.  Soll  z.  B. 
die  Fläche  M'P'PM  berechnet 
werden,  so  nehmen  wir  die 
Ordinate  M'P'  als  fest  und 
die  Ordinate  MP  als  ver- 
schiebbar an,  und  erhalten 
dann  nach  dem  vorigen  Para- 
graphen 

1)  dz  =  y .  dx. 

Setzen  wir  hierin  y  =  fx,  so  folgt 

2)  dz  =  fx  .  dx. 

Hieraus  folgt  durch  Integration 

3)  z=/fx.dx. 
Nehmen  wir  nun  an,  dass 

4)  /fx .  dx  =  Fx  +  C  sei,  so  folgt 

5)  z  =  Fx  +  C. 

Hierdurch  ist  der  Werth  von  Z  ganz  allgemein  bestimmt. 
Da  aber  C,  in  sofern  sie  eine  Infegrations-Constante  ist,  jeden 
beliebigen  Werth  haben  kann,  so  liegt  in  dem  Ausdruck  für  Z 
nach  Gleichung  5  vorläufig  noch  etwas  Unbestimmtes.  Wir 
haben  jedoch  schon  Seite  2  bemerkt,  dass  der  Werth  der  Inte- 
grations -Constanten  in  allen  Fällen  der  Anwendung  durch  die 
Natur  der  Aufgabe  näher  bestimmt  wird;  und  in  der  That  ist 
es  auch  in  unserm  Falle  nicht  schwer,  den  Werth  von  C  aus 
den  Bedingungen  unserer  Aufgabe  zu  ermitteln. 

Unsere  Gleichung  5  gilt  nämlich  für  jeden  Werth  von  x, 
d.  h.  für  jede  Lage  der  End- Ordinate  MP;  sie  gilt  also  auch 
dann  noch,  wenn  die  Entfemungp  zwischen  MP  und  M'P'  gleich 
Null  wird;  d.  h.  wenn  AP  mit  AP'  zusammenfiUlt,  oder  x  =  a 
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wird.    In  diesem  Falle  wird  die  Fläche  Z  =  ÄI P  P'  M'  zu  Null 
und  wir  erhalten  demnach  aus  Gleichung  5 

6)  0=:Fa4-C. 

7)  C  =  — Fa. 

Setzen  wir  diesen  Werth  von  C  in  Gl.  5  ein,  so  folgt 

8)  Z  =  Fx  — Fa. 

Durch  diese  Gleichung:  ist  der  Werth  von  Z  vollkommen  bestimmt. 

BemerkoDgeD. 

1.  Zum  besseren  Verständuiss  des  Vorstehenden  bemerken  wir  noch 
Folgendes : 

Wenn  wir  uns  (Fig.  28)  M'P'  als  fest  und  MP  als  beweglich  vorstellen, 
so  wird  die  Zunahme,  welche  Z  in  Folge  der  Bewegung  von  MP  erleidet 
—  ausser  von  der  Natur  der  Curve  —  allein  yod  der  Lage  der  Ordinate 
MP,  d.  h.  allein  yod  x  abh&ngen.  Es  ist  demnach  fQr  den  Werth  von  dZ  gans 
gleichgflitig,  welche  Lage  die  feste  Ordinate  hat ;  ob  sie  in  M'P'  liegt  oder  ob 
sie  irgend  eine   andere  Lage  hat,   z.  B.  ob  sie  in  m'  p',  m''  p''  etc.  liegt. 

Da  nun  dZ  von  der  Lage  der  (festen)  Anfangs-Ordinate  (MT')  unab- 
hängig ist,  so  muss  der  Werth  von  Z,  welchen  wir  in  Gleichung  5  durch 
Integration  von  dZ  gefunden  haben,  ebenfalls  noch  unabh&ngig  von  der 
Lage  der  (festen)  Anfangs-Ordinate  sein,  d.  h.  die  Gleichung  5,  in  so  fem 
sie  dnrch  Integration  der  Gleichung  3  entstanden  ist,  kann  den  Werth 
von  Z  nicht  volllLommen  bestimmen.  Hierzu  ist  nothwendig,  dass  wir  die 
Lage  der  Anfangs  -  Ordinate  berücksichtigen,  und  aus  ihr  mit  Hülfe  von 
Gleichung  6  den  Werth  von  C  bestimmen,  wie  dies  in  den  Gleichungen  6 
und  7  geschehen  ist. 

2.  Wäre  nicht  MT'  die  (feste)  Anfangs-Ordinate,  sondern  fiele  diese 
mit  m'p'  oder  m"p"  zusammen,  so  würde  der  Werth  der  Integrations-Con- 
stanten    resp.    um     die     Fläche  Yig.  29. 

M'P'p'm'  kleiner  oder  um  die 
Fläche  M'P'p"m"  grosser  sein  als 
der  Werth  von  C  in  Gl.  8. 

3.  Ist    die    Abscisse    A' P' 

gleich   a  und    die   Abscisse   AP 

gleich  b,   so  bezeichnet  man  die 

b 
FlKehe  MPP'M'  durch  Z  . 

Die    Indioes    b    und    a    am 
b 
Kopfe    und    Fusse    von    Z     be- 

a 

stimmen   demnach   die  Lage  der 
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Ordinaten,  welche  die  Fl&cbe  MPP^'  —  deren  Werth  Z   ist  —  begrenzen« 

Durch  Z  bezeichnet  man  eine  Fläche,  deren  Anfzngs-Ordinate  durch  x  «■  « 

bestimmt  ist,  deren  End- Ordinate  dagegen  noch  unbestimmt  ist. 

b 
4.     Ist  allgemein  ZsFz-fC,  so  istZ  »Fb  —  Fa;Z  =Fz  —  Fa. 


§.  62. 

Fortsetzung*    Üebungs-Aii^ben. 

Fig.  30.  Aufgabe  1.  Es  ist  Fig.  30 

eine  Curve  durch  die  Glei- 
chung 

1)  y  =  3x» 
gegeben.  Man  soll  die 
Fläche  (MT'PM)  berechnen, 
deren  Grenz  -  Ordinalen 
durch  die  Abscissen  x  =  2 
und  X  =  7  bestimmt  sind. 

Auflösung.  Nach  Seite  142 
Gl.  6  ist 

2)  dZ  =  y.dx. 

In  unserem  Falle  ist  nach  Gleichung  1,  y  =  3x*,  also 

3)  dZ==3x'dx.    Hieraus  folgt  durch  Integration 
4)Z  =  x»  +  C. 

Diese  Gleichung  gilt  für  jeden  Werth  von  x ;  sie  gilt  also 
auch  dann  noch^  wenn  x  =  2  ist.  In  diesem  Falle  aber  ßdlt 
die  Ordinate  MP  mit  der  Ordinate  M'P'  zusammen,  d.  h.  Z 
wir  Null. 

Wenn  man  also  in  Gleichung  4,  x  =  2  setzt,  so  wird  Z  =  0, 
demnach  ist 

5)  0  =  2»  +  C. 

6)  C  =  —  8.    (Vergl.  Bemerkung  Seite  2.) 
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Setzen  wir  diesen  Werth  von  C  in  Gleichung  4  ein,  so  folgt 

7)  Z,  =  x»-8. 

Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  xa=7  (d.  i.  gleich  der 
Absdsse  mit  welcher  unsere  Fläche  Aufhört);  so  folgt 

8)  Z^=7»-8  =  343-8 

8 

9)Z^=335. 

8 

Aufgabe  2.  Die  Gleichung  Fig.  31. 

der  Parabel  Fig.  31  sei 

1)  y*  =  ax. 

Man  soll  die  Fläche  AMP 
berechnen. 

Auflösung,  Nach  unserer 
allgemeinen  Formel  Gleichung  6 
Seite  142  ist 

2)  dZ  =  y.dx. 

Nun  folgt  aus  Gleichung  1,  dass  7=uVtxVt;  demnach  ist 

3)  dZ  =  aV,xV»dx. 

Hieraus  folgt  durch  Integration  nach  Gleichung  6  Seite  5 

4)  Z  =  |aV»x"i  +  C. 

Diese  Gleichung  drückt  bekanntlich  ganz  allein  den  Werth 
von  Z  aus^  d.  h.  sie  gilt  für  Jede  Lage  der  Anfangs- Ordinate 
und  End- Ordinate. 

Weil  aber  unsere  Fläche  AMP  im  Scheitelpunkte  A  an- 
fangen soll,  so  muss  Z  =  0  sein,  wenn  x  =  0  ist,  demnach  folgt 
aus  Gleichung  4 

5)  0  =  0  + C,  also 

6)  0  =  0. 

Setzen  wir  diesen  Werth  von  C  in  Gleichung  4  ein,  so  folgt 
•       7)  Zo  =  |aV8x»/t. 

Stegtmann.    Integral-Rechn.  10 
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BeaerkaBf. 

Nach  Gleichnng  1  ist  y  =  aVs  xVt,  also  ist  nach  Gleichung  7 
8)Zo  =  V$xy, 
d.  h.  die  !■  Scheitel  MfangeBde  Parabel-Fliehe  APM  iat  gleich  Vs  v«"  '«>* 
Fliehe  des  Reehteekee  APMN,  deseea  Seitea  gleich  x  aad  f  siad;  und 
hierana  folgt  weiter,  dass  Fig.  31  die  Fläche  APM  =  2  FlSche  AHN. 

Angabe  3.  Die  Gleichung 
der  Parabel  Fig,  32  sei  wieder 
l)y»  =  ax. 

Man  soll  das  S^ment  ASM, 
welches  durch  eine  vom  Schei- 
telpunkte ausgehende  Sehne  ab- 
geschnitten wird,  berechnen. 

Aofiösung.    E»  ist 

2)  Segment  ASM  =  ASMP  —  A  AMP. 
Nun  ist  aber  nach  Gleichung  8  Aufgabe  2 

3)  ASMP  =  »/8xy  und  femer  ist 

4)  AAMP  =  V»xy,  also  ist 

5)  Segment  ASM  =  Ve  ^  y>  ^^^^ 

6)  Segment  ASM  =  %  aVi  xVs. 
Aufgabe  4.    Die  Gleichung  einer  Parabel,  Fig.  33,  sei 

1)  y«  =  9x. 

8  5 

Man  soll  die  Fläche  M'P'PM  (=  Z    )  berechnen,  wenn 

2)  AF=4,  AP  =  25  ist. 
Auflösung.  Nach  unserer  allge- 
meinen Formel  Gleichung  6  Seite 
142  erhalten  wir  zimächst  wieder 

3)  dZ  =  ydx. 
Setzen  wir  hierin  den  Werth 

von  y  nach  Gleichung  1,  so  folgt  ap=.  4,  AP=f5. 

4)  dZ  =  3xVgdx 

5)  Z  =  |.3xVg  +  C 

6)  Z  =  2Ki^+C. 
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Da  fiir  die  Ordinate  AP'  —  bei  welcher  unsere  Fläche 
anfangen  soll  —  x  s=  4  ist,  so  ist  in  Grleichung  5  Z  =s  O9  wenn 
Xss4,  demnach  ist 

7)  0  =  2/4^+C 

8)  0  =  16  +  C 

9)  C=-16. 

Berücksichtigen  wir  nun,  dass  der  gefundene  Werth  von 
C  der  Anfangs -Ordinate  entspricht,  fiir  welche  x=4  ist,  so  folgt 
aus  Gleichung  9  und  5 

10)  Z^  =  2y?'— 16. 

Setzen  wir  hierin  x  =  25,  so  folgt 

11)  Z'^*  =  2.V15»  — 16 

=  250—16  =  234. 

Aufgabe  5.  In  Fig.  34  ist  ein  Parabal  -  Segment  EAB 
gegeben. 

Man  soll  dessen  Flächen -Inhalt  berechnen,  wenn  der  Para- 
meter der  Parabel  =9  und  AG  =  4,  AD  =  16  ist. 

Auflösung.    Man  erkennt  leicht,  dass 
1)  Fläche  EAB  =  AGB  -f  ADB  +  AEGC  —  ABCD  ist 
Nun  ist  nach  Aufgabe  3 

2)  AGE  =  Z*  =16 

3)  ADB  =  Z"=128. 

Um  die  Dreiecke  CEG  und 
CDB  zu  berechnen,  könmit  es 
zunächst  darauf  an,  die  Längen 
von  CG  und  CD  zu  bestinunen. 
Berücksichtigen  wir  nun ,  dass 
diese  AA  ähnlich  sind,  so  folgt 

AG  =  4;  ADs=16. 
10* 
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4)  CG:CD  =  EG:DB  oder 

5)  CÖ:Ca  +  CD  =  EG:Ea  +  BD 

6)  CG:DG  =  EG:EG  +  BD. 
Hieraus  folgt 

Non  ist 

8)  DG«=AD-AG  =  16-4=12. 

9)  EG==  I^ÖTÄG^«  /5T4  =  6  |M"  '»•*«''*•'  ^««  ^*' 
'  { Parameter  gleich  9  Ut, 

10)  BD  =  V9.AD  =  F 9. 16=  Wd»aa  «lao  y»  —  9x. 

11)  EG  +  DB  =  18. 

Setzen  wir  nach  den  Gleichmigen  8,  9  iind  11  die  Werthe 
von  DG,  EG  and  EG  +  BD  in  Gleichung  7  ein,  so  folgt 

Femer  ist 

13)  CD=DG-CG  =  12  — 4  =  8. 
Jetzt  ergiebt  sieh  sehr  einfach 

14)  ACEG  =  ^^^^  =  i^  =12  (Gl.  12  und  9) 

15)  ABBD  =  ^"  '^^  =  ^  =  48  (Gl.  13  und  10) 

Verbinden  wir  die  Gleichungen  2,  3,  14  und  15  mit  Glei- 
chung 1,  so  folgt 

16)  Fläche  EAB  =  16  + 128  +  12  -  48  —  108. 

Au%abe  6.    Die  Gleichung  der  Parabel  Fig.  35  sei 

l)y«  =  ax. 
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Durch  die  beiden  Seh- 
nen BE  und  CD  ist  aus 
derselben  die  Fläche  BCDE 
herausgeschnitten.  Man  soll 
den  Inhalt  dieser  Fläche 
berechnen. 

Auflösung:.  Man  be- 
rechne die  Flächen  BCIH 
und  EFLD,  hierzu  addire 
man  die  A  A  BGH  und 
CIK  und  subtrahire  von 
dieser  Summe  die  A  AEFG 
und  DLK. 

Die  weiteren  Ausführungen  dürfen  wir  dem  Leser  überlassen. 

BemerkoDf. 

Dem  AnfKnger  empfehlen  wir  für  den  Parameter  a,  so  wie  für  die 
Abflcissen  der  Punkte  B,  C,  D,  E  bestimmte  Zahlen  zu  nehmen,  und  das 
Zahlen  -  Beispiel  dann  durchzuführen. 

Au%abe  7.    In  umstehender  Ellipse  Fig.  36  sei  die  halbe 

grosse  Achse  =a  und  die  halbe  kleine  Achse  =b^  ferner  sei 

AP'  =  m 

AP  =n. 

Man  soll  die  Fläche  M'FPM  berechnen. 

Auflösung.    Die  Mittelpimktsgleichung  der  Ellipse  ist 

1)  a»y«  +  b'x«  =  a«b' 


2)      y 


a 


Setzen  wir  in  die  allge- 
meine Gleichung  6  Seite  142 
für  Y  seinen  Werth  nach  Glei- 
chung 2;  so  folgt 


3)  dZ  =  -K'a«-x\dx 

^  a 
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Kon  iat  nach  Sdte  84  Oleichang  18 

Setzen  wir  diesen  Werth  von  fVa.*  — x* .  dx  in  CHachmig  4 
ein,  so  folgt 

®)  ^-^Tj T"^''"T+ 2 i  +  ^ 

7)  Z  =  !^.arc8in^»gv-ifIIi-»  +  C. 

Da  unsere  Fläche  anfängt  bei  der  Ordinate  M'  P',  für 
welche  x  ==  m  ist,  so  ist  z  =  0,  wenn  x  =  m,  also  ist  nach 
Oleichtmg  7 


oder 


8)   0  =  yarcsin~  +  — Fa*-m*  +  C. 


^v  ^  ab         .    m      bm  ^/ — sr y 

9)  C  =  —  —  arcsm -— Va^— m' 

2  a       2a 


Setzen  wir  diesen  Werth  von  C  in  Gleichung  7  ein,  und 
beraehslehtigen  wir,  dass  C  fUr  den  Fall  besttinmt  ist,  dass 
Z  =^0  wird  wenn  x  =  ni,  so  folgt 

10)  Z„.  =  $arc8in  — +  J?t^?^=? 
^2  a    *  2a 

ab  X       bm. 


an         .     X       bm^/-- r ? 

Setzen  wir  in  diese  Gleichung  xssn,  so  erhalten  wir  för 
den  Werth  unserer  Flache  M'PPN. 

ab         .    n    ,  bn. 


11)  Z    =-^arcsm L      Va'— n* 

^     m        2  a     '    2a 


2  a  ^2a 

ab         .    m      bm-/--, ^ 

— 5-  arc  sm — -  F  a'— m* 

2  a       2a 
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Beaerkan^. 

n 
Wir  hXtten  die  Berechnung  yon  Z     auch  mit  Hülfe  der  Integration 

m 

aosf&hren  können,  welche  sich  Seite  83  Gleichung  9  findet,  und  w&ren 
dann  an  demselben  Resultate  gelangt. 

Aufgrabe  8.   Man  soll  die  ganze  Fläche  einer  Ellipse  Fig.  37 
berechnen,  wenn  die  hal-  Fig.  37. 

ben  Achsen  resp.  a  und  b 
sind. 

Auflffsiing.  Wir  be- 
rechnen zunächst  den  Qua- 
dranten M'AM,  und  finden 
dessen  Werth  dadurch;  dass 
wir  in  Gleichung  11  Seite 

150  m  und  n  resp.  gleich  

0  und  a  setzen.    Hiemach  ist 

1)  M'AM  =  Z'  =  ~arcsin-  +  ^K^?^=^ 

^  0        2  a    '  2a 

ab         .    0       b.O./— 5 r^ 

—  -jr-  arc  sm y  a*  —  0' 

2  a        2a 

2)  M' AM  =  Z   =  "s-  arc  siii  1  —  "ö"  arc  sin  0. 

Nun  ist  arc  sin  1  der  Bogen,  dessen  Sinus  s=s  1  ist,  also  ist 

3)  arc  sin  1  =  "ö"* 

Femer  ist  arc  sin  0  der  Bogen,  dessen  Sinus  =  0  ist,  also 

4)  arc  sin  0  =  0. 

Setzen  wir  die  Werthe  von  arc  sin  i  und  arc  sin  0  nach 
den  Gleichungen  3  und  4  in  Gleichung  2  ein,  so  folgt 

5)M.AM=z:-»^.|-«-^. 

Weil  aber  die  Fläche  der  ganzen  Ellipse  4  Mal  so  gross 
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ist,  als  M'AM,  so  folgt  aus  Gleichung  5,  dass  die  Fläche  der 
Ellipse 

6)  Fl  =  4.^  =  ab:t  ist. 

Etmerkungevu 

1.  Wir  hätten  auch  damit  beginnen  können,  die  Fläche  der  halben 
Ellipse  BM'M  zu  berechnen.  Zu  dem  Ende  hätten  wir  in  Gleichung  11 
Seite  150  m  und  n,  resp.  gleich  —  a  und  -{-  a  setzen  müssen.  Danach 
Uttte  sich  ergeben 

7)  BM'M  =  z"*''  =  ^arcsin  — +  ^  KiT^T^ 

—»2  a    '   2a 

ab  .    —  a       b(~  a)  -r-j r^ 

-^arcsin-jj 22~  »"*'-(-»)• 

8)  BM'M  =  Z'^*  =  — aresin  1  -  ^arcsin(- 1). 

— »        a  -0 

Ax  »««.««       «+•       2ab  .    -         ,     »        ab« 

9)  BM'M  -B  Z       =  -—  arc  sin  1  =  ab .  75-  =  -:t-- 

Nun  ist  F1  =  2BM'M,  also 
10)Fl  =  22^-=abÄ. 

2.  Bekanntlich  wird  die  Ellipse  zu  einem  Kreise,  wenn  a-=  b  wird. 
Wir  erhalten  demnach  ans  den  Gleichungen  6  oder  10  für  den  Inhalt 
eiaes  Ereises,  dessea  Radios  gleich  a  Ist, 

11)  Fl  =  a««. 
Ein  Resultat,  welches  mit  dem  betreffenden  Satze  ans  der  Planimetrie 
ToUkommen  übereinstimmt. 

Aufgabe  9.    In  der  Ellipse  I^g.  38  sei 
l)a  =  6 

3)  AF  =  m  =  l 

4)  AP  =n  =5. 
Man  soll  die  Fläche  M'P'PM 

berechnen. 

Auflffsungf.  Wir  setzen  in 
Gleichung  11  Seite  150  für  a, 
b,  m  und  n  ihre  Werthe  nach 
den  Gleichungen  1  bis  4.  Da- 
durch ergiebt  sich 
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6.4         .     1       4.1 


arcsin^^-l^rse-l 

'c  6       2.0 

2)  Z*=12arcsm0,833..  +  l,66..riT 

—  12  arc  sin  0,166 . .  —  0,33 . .  Kl  1. 
Berechnen  wir  die  Zahlenwerthe,  welche  sich  auf  der  rech- 
ten Seite  von  Gleichung  2  finden,  so  ergiebt  sich 

( 12  .  arc  sin  0,833 . .  =  12,024 


(1,66..  Kll  =   5,526 


4)    12.arcsin0,833..  +  l,66..    Vll  =  17,550. 

(12.  arc  sin  0,166..  =   2,000. 

^^   |0,33...V35  =   1,992. 


6)  -  12  arc  sin  0,166..  — 0,33..  ^35  =-3,972.. 
Setzen  wir  die  Werthe  von 

12  arc  sin  0,833 . .  +  1,66 . .  V\\  und 
—  12  arc  sin  0,166  ..  — 0,33  ..  V35" 
nach  den  Gleichungen  4  und  6  in  Gleichung  2  ein,  so  folgt 


.5 


7)  Z^  =17,550.-3,972, 


8)  Z^  =  13,578. 

Bemerknn^. 

Für  den  AnflUiger  wollen  wir  noch  zeigen,  wie  man  den  Werth  yon 
arc  sin  8,833 . .  berechnet.  Zu  dem  Ende  nehmen  wir  an,  dass  in  Fig.  39 
der  Badios  AC  =  AD   gleich  der  Fig,  39. 

Einheit  sei.     Setzen  wir  femer 
X  =  0,833 . . . 
also  7  sa  arc  sin  0,833  .  • . 
so  ist 

sin  4  CAD  =  0,833  . . . 
hiernach  findet  man  ans  den  Si- 
nostafeln  CAD  =  56027'. 

Nach  einem  bekannten  Satze 
aus  der  Planimetrie  sind  aber  die 
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"Winkel  am  Blittelptuikte  eines  Kreises  proportional  dem  logehSri^en  Bogen, 
denmach  ist: 

4  CAD  :  1800  »  j :  Halbkreis  CDB. 
Nan  ist  der  Halbkreis  CDB  «:  n  »  3,14159. 

4  CAD  =  56027'  =»  56o,45. 
Setzen  wir  diese  Werthe  yon   ^  C AD  nnd  Halbkreis  CDB  in  die 
obige  Proportion  ein,  so  folgt 

560,45: 1800  =  y:  3,14159. 

oder 

y  =B  are  sie  0,833 . . « 1 ,002. 

Dem  geübten  Leser  wird  bekannt  sein,  dass  es  Tabellen  giebt,  mit 
deren  Hülfe  man  die  Länge  eines  Bogens  (y)  berecbnen  kann,  wenn 
die  Grösse  des  entsprechenden  Centriwinkels  in  Graden  nnd  Minuten  ge- 
geben ist. 

Aufgrabe  10.    In  der  Ellipse  Fig.  40  sei  a  =  6;  b  =  4 
Fiir.  40,  AF  =  —  1;  AP  =  5. 

Man  soll  den  Flächen -In- 
halt des  Segments  M'NMM'  be- 
rechnen. 

AuflAsung.    Offenbar  ist 
1)  Segment  M'M'NM 
=  P'M'NMP  — P'M'MP. 
Nun  ist 

2)  P'M'NMP  =  Zi;  =  21,522 . . 

feiner  ist 

M'P'  und  MP  sind  Oi-dinaten,  welche  resp.  den  Abscissen 
X  =  —  1  und  X  ^  -|-  5  entsprechen.    Denmach  ist 

4)  M'P' -.-l^iTir?«  ±1/1«— [  =  1.5,916. 
'  a  6  o 

5)  M'P' =  3,944. 

6)  M  P  =^V"i;^IIF  =  i.K"36^l25  =  lV"rT 

a  o  o 
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7)  MP  =2,210. 
Endlich  ist  noch 

8)  FP=6. 

Aus  den  Gleichungen  8,  7,  5  und  3  folgt  weiter 

9)  P'M'MP  =  3  944  +  2,210  g  _  ^g  ^^ 

Schalten  wir  die  Werthe  von  FM'MP  und  P'M'NMP  nach 
den  Gleichungen  9  und  2  in  Gleichung  1  ein,  so  folgt 

10)  Segment  M'MNM'  =  21,522 . .  —  18,62  . . 

=   3,060.. 

Aufgabe  11.    In  den  Figuren  41  und  42  sind  zwei  Ellipsen 
Fi^.  41.  Fig.  42. 


gegeben.    Man  soll  in  Fig.  41  die  Fläche  CBD  und  in  Fig.  42 
die  Fläche  BCDE  berechnen. 

AunOsung.    Offenbar  ist  in  Figur  41 

DBG  =  DEB  +  BOG  -f  A  CFG  —  A  DEF. 

Femer  ist  in  Figur  42 
BCDE=BCHG+IDEF+ABGK+ACHL-AEFK-ADIL. 

Die  weitere  Ausfuhrung  können  wir  dem  Leser  überlassen; 
indessen  bemerken  wir  noch  für  den  Anfänger,  dass  er  wohl 
thuty  die  Rechnung  an  einem  Zahlenbeispiele  durchzufilhren. 

Aufgabe  12.    Die  Gleichung  einer  Hyperbel  Figur  43  sei 

1)   y  =  VF=i^ 


Digitized  byVjOOQlC 


156 
Fig.  43. 


AP'  =  n;  AP  =  m. 

Man  80II  die  Fläche  M'P'PM  berechnen,  deren  Grenzordi- 
naten  durch  die  Abscissen  AP'asn,  AP  =  m  bestimmt  sind. 

Auflffsungf.  Setzen  wir  in  die  allgemeine  Formel  dZ  =  y  dx 
(Seite  142  Gleichung  6)  für  y  seinen  Werth  nach  Gleichimg  1, 
so  folgt 

2)  dZ  =  — Vx>-a».dx 
^  a 

3)  Z  =  ^fV^^^=T\dx. 

Nach  den  Entwickelungen  auf  Seite  82—84  finden  wir 

4) /f^iTZi?  dx = l  VFz:^  -  ^  z  (i±i|i^)  +  c. 

Setzen  wir  den  Werth  von  /  V  x'  —  a* .  dx  in  Gleichung  3 
ein,  so  folgt 

Den  Bedingungen  unserer  Aufgabe  gemäss  wird  Z  ==  O9 
wenn  x  =  n.    Es  folgt  demnach  aus  Gleichung  5 
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6)  o=.|-;v?^-^zj°+^f=^{+c. 

Hieraus  folgt 

Setzen  wir  diesen  Wertb  von  C  in  Gleichung  5  ein,  und 
bertteksichflgeo  wir,  dass  C  unter  der  Vorau^^etiun;  bestimmt 
ist,  dass  flir  die  Anfangs -Ordinale  xa=n  sei,  so  folgt 

Setzen  wir  hierin  x=m,  so  erhalten  wir  die  Fläche  M'P'CM, 
nämlich 

ii  ^  a 

^"l/';;* Ii   ,  ab,n+rn'  — a* 

_-rn  -a  +-i 

Aufgabe  13.  Man  soll  dasjenige  Stück  (BMP)  der  Hjper- 
beifläche  Fig.  43  ermitteln,  welches  im  Scheitelpunkte  B  anfangt, 
und  durch  die  Ordinate  MP  abgeschlossen  wird. 

Auflffsung.  Die  Fläche  BMP  ergiebt  sich  ohne  Weiteres, 
wenn  wir  in  Gleichung  9  der  letzten  Aufgabe  n  s=  a  setzen. 

Demnach  ist 

-,in      bm  -/~i j      ab  .  m  +  Yvd?  —  a* 

Benerkong. 

Man  kann  in  ähnlicher  Weise,  wie  dies  Seite  147,  148  and  155  in 
Bezng^  auf  Parabeln  und  Ellipsen  g^eschehen  ist,  die  Aufgabe  stellen,  beUe- 
bige  Segmente  etc.  der  Hyperbel  zu  berechnen. 
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Aufgabe.    Die  Gleichung  einer  Eettenlinie  Fig.  44  sei 

1)  y  =  a.  -^ .    (Vergl.  D.  K.  8eite  131.) 

Fig.  44. 


Man  soll  Figur  44  die  Fläche  M'P'PM  berechnen,  wenn 
AF  +  n,  AP  =  mi8t 

Auriffsung.  Setzen  wir  in  die  allgemeine  Gleichung 
dZ  =  y  dx  für  y  seinen  Werth  nach  der  Gleichung  unserer 
KettenliniC;  so  folgt 

2)dZ  =  a*-^-^=l*dx 

3)  Z  =  a«^!^^r!^  +  C. 

Weil  unsere  Fläche  bei  AP'  (x  =  m)  anfangen  soll,  so  wird 
Z  =  0,  wenn  x  =  in,  also 

pm/a  _  A— m/a 

4)  0=  -a»  2  +Q>  o^er 

5)  C=-a»      ^ 

Setzen  wir  diesen  Werth  von  C  in  Gleichung  3  ein,  so^folgt 

6)  Zn  =  a« 2 ^  • 2 • 

Setzen  wir  hierin  x=sm,  so  folgt 

7)  Z.  =  aV 2 * 2 • 

Aufgabe  15.    Man  soll  die  Cycloide  I^gur  45  quadriren. 
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AuflAsung.    In  D.  R  Seite  135  haben  wir  die  Cycloide 
durch  folgende  beiden  Gleichungen  bestimmt 
t)  x  =  r(t  — sint) 

2)  yr=r(l  —  C08t). 

Hieraus  ergiebt  sich 

3)  dx  =  r(l— cost)dt 

Werden  die  Werthe  von  y  und  dx  nach  den  Gleichungen  2 
und  3  in  die  allgemeine  Gleichung  ^^dz  =3  y  dx<<  eingesetzt, 
80  folgt 

4)  dZ  =  r(l  — cost).r(l  — C08t)dt 

5)  dZ  =  r'(l— 2cost  +  cos't)dt 

6)  Z  =  r'jt-.2sint  +  5i^V|j  +  C 

7)  Z  =  r'||t-2sint  +  5^*j  +  C. 

Fig.  45. 


Da  wir  die  Fläche  der  ganzen  Cycloide  berechnen  wollen, 
so  muss  unsere  Fläche  (Z)  im  Punkte  A  beginnen. 

Für  den  Punkt  A  ist  aber  t  =  0.  Es  ist  also  in  Glei- 
chung 7  Z  =  09  wenn  t  =  0,  hieraus  folgt 

8)  0  =  0  +  C,  oder 

9)  C  =  0. 

Setzen  wir  diesen  Werth  von  C  in  Gl.  7  ein,  so  folgt 
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Setzen  wir  in  diese  Gleichung  t  es  2  st,  so  erhalten  wir  för 
die  ganze  Cycloidenfläche  folgende  Gleichung 

Bekanntlich  ist  aber  sowohl  sin  2  n  als  auch  sin  4  n  gleich 
Null  demnach  ist 

12)  z'"=3r"jt. 

0 

Beaerkong. 

Die  Fläche  eines  Kreiaes,  dessen  Radios  gleich  r  ist,  ist  bekanntlich 
gleich  r*n;  also  ist  nach  Gleichnng  12  die  Fliehe  einer  Cyelelde  drei 
Mal  se  gress,  als  die  Fliehe  des  eneagendeB  Ereises. 

Aurgabe  16.    Eine  Gurve  ist  durch  die  Gleichung 

1)  y  =  x»-.9x«  +  23x-15 

bestimmt.    Man  soll  die  Fläche  Z     dieser  Gurve  ermitteln. 


Setzen    wir   in   die   allgemeine    Gleichnng 
„da=sydx"  für  y  seinen  Werth  nach  Gleichung  1,  so  folgt 

2)  dZ  =  (x»  — 9x"  +  23x  — 15)dx. 
Hieraus  folgt  durch  Integration 

3)  Z-^-3x«  +  |x'-l5x  +  C, 

weil  nun  unsere  Fläche  \Z^)  hei  der  Ordinate  anfangen  soll, 

für  welche  x  =>  n  ist,  so  ist  in  Gleichung  4 
Zs=0,  wenn  x=s=:n. 

Setzen  wir   diese  beiden  zusammengehörigen  Werthe   Z 
und  X  in  Gleichung  3  ein,  so  folgt 

4)  o  =  ^-3n»  +  yn»-15n  +  C,  also 

5)C  =  -^  +  3n'-|ii'  +  15n. 
Hieraus  folgt  mit  Hülfe  von  Gleichung  3 
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6)Z.  =  ^-3x'  +  ^x'-15x-^  +  3n'-Mn«  +  15n. 
Setzen  wir  in  Oleichung  6,  x=sm,  so  ergiebt  sich 

7)Z-  =  ^*-3m'+^m«-15m-^4-3n'-^n»  +  15n. 

BeBerkoB^n. 

t.     Ans  Gleichung  7  folgt 

8)  z;  =  ^-81  +  y. 9-  15.3-1  +  3-^  +  15 

9)  z;-4. 

2.  Ana  Oleichung  7  folgt  ferner 

10)  Z*  =  ?|5  —  375  +287V,  -.75  —  ^  +  81-1 03i/,  +  45 

11)  z;^ 4. 

3.  Endlich  folgt  aus  Oleichung  7 

12)  zj=^  — 37ö  +  287V,-75--J.  +  3-H4.i5 

13)Z*=»0.  _      ^^ 

^     1  Fig.  46. 

4.    Nach  Gleichung  13 

itt  der  Werth  der  Flfiche 

deren     Orensen 


«)• 


durch  die  Absoissen  x=s  1 

Ohd  xsbS  bestimmt  sind, 

gleich  Null.     Dies  liesse 

sich  nach  den  Resultaten 

iD   Gleichung    9    und    11 

rorher  sagen,   weil  unter 

Umständen 

5         s         5 
Z  aaZ  4-Z    sein  muss. 
1         1   '     s 

5.  Man  kann  diese  Er- 
scheinung leicht  erklären, 
wenn  man  die  gegebene 
Gl.  (I)  discutirt,  und  die 
entsprechende  Gurre  con- 
•truirt,  dies  ist  schon  D.  R. 

Seite  181  ff.  geschehen.  Wir  fanden  dort,  dass  unsere  Gurre  die  Abscissen- 
aehse  zwei  Mal  schneidet,  und  swar  in  Punkten,  für  welche  x  resp.  gleich 
1,  3  und  5  ist. 

Stegemann.    Integral-Raehn.  1 1 
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6.  Aus  der  DiscoMion  von  Gleichung  1  erkennt  man  auch  sehr  leicht, 

8  5 

daes  die   entgegengesetsten  Yorseichen   yon  Z    nnd  Z     der    entgegenge- 

1  8 

aetsten  Lage  dieser  Flächen  gegen  die  AbsciMenachse  entsprechen. 

7.  Aus  dem  Vorstehenden  folgt  also :  Wean  mtLn  des  abs^lotea  Werth 
desjenigen  Theiles  der  Fliehe  einer  Carte  bestiniBen  will,  welches 
swlschen  swei  beliebigen  Ordinalen  liegt,  so  nnss  man  anf  die  etwaigen 
Dnrehschnittspnnkte  der  Cnrve  mit  der  Abseissenachse  RAeksieht  nehmen. 

§.  63. 

Das  Differential  der  Fläche  ebener  Curyen,  welche 
auf  Polar -Coordinaten  bezogen  sind* 

Bezeichnen  wir  in  Figur  47  diejenige  Fläche,  welche  durch 
zwei  beliebige  radii  vectores  (AM,  p.     ^^ 

AM')  und  den  zugehörigen  Bogen 

(MM')  begrenzt  wird,  durch  Z; 
nehmen  wir  femer  an,  dass  der 
eine  radiua  vector  AM'  fest  und 
der  andere  AM  beweglich  sei,  und 
lassen  wir  den  Bogen  bce  d.  i. 
u  um  A  u  wachsen,  so  wird  Z  um 
AZ  zunehmen. 

Nach   den  Bezeichnungen   in 

unserer  Figur  istAZ  =  AMQ,  und 

man  erkennt  leicht,  dass  der  Werth 

von  A  Z  zwischen  den  Werthen  der        Bogen  bce  =  u ;  cf «  A  u 

Kreis -Ausschnitte  AMR  und  APQ  liegen  muss.    Es  ist  aber 

.,    .„^      AM*.  Au      r\ 
1)  AMR  = =  2^^ 

Also  liegt  A  Z  dem  Werthe  nach  zwischen  -s-  A  u  und 
—^ — ^Au,  so  dass  wir  schreiben  können 
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3)  A Z  a=  (r  +  ^-^O*  ^  y  (^Q^i  Bemerk. **  Seite  141) 

WO  6  eine  absolute  Zahl  bedeutet,  deren  Werth  zwischen  0 
und  1  liegt. 

Aus  Gleichung  3  folgt 

,.   AZ_(r  +  e.Ar)' 
^  ^n  2  ' 

Setzen  wir  in  diese  Gleichung  Au  gleich  Null,  so  wird 
auch  AZ  und  Ar  zu  Null.    Wir  erhalten  demnach  aus  Gl.  4 
^,  dZ      r« 

6)  dZ  =  ^du. 

§.  64. 
duadratur  ebener  Polar -Curven. 

Nach  den  Entwickelungen  des  vorigen  §.  ist  es  jetzt  sehr 
ein&ch,  eine  allgemeine  Methode  zur  Quadratur  einer  Polar- 
Curve  anzugeben.    Haben  wir  nämlich  die  Gleichung 

1)  r  =  f(u) 
als  Polargleichung  .einer  Curve,  so  folgt  aus  der  Gl.  6  §.  63 

2)dZ  =  (i|)!du 


3)    Z  =  /(Mdu  +  C. 


§.  65. 
Fortsetzung.    Angaben. 
Aufgabe  I .    Die  Polargleichung  einer  Parabel  (Fig.  48)  ist 

1  +  cos  u 

m 

Man  soll  die  Fläche  M'AM(=Z  )   bestimmen,,  wenn  für 

die  radii  vulores  M'A  und  MA,  u  resp.  gleich  n  und  m  ist. 

AuflOsuDg*.    Wir  finden  nach  Gleichung  6  Seite  163 

11* 
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Setzen  mr  in  diese  Qleichmig 
für  r  seinen  Werth  nach  Gleichung  1 , 
so  folgt 

3)  dz  =  4-7r^^^^«la 

^  2  (1  4"  cos  u)' 

4)  dZ  =  4- du. 

^     |l+(2cos«|-l)j 

\^2c08'yj 
COS    —- 

2 

Hiernach  ist 


ef  =  n ;  efg  =  m. 


C08*y 

Um    /  »n  berechnen,  setsen  wir  —  =  t,  dann  ist 

r    2    _  r  dt 

®M        ^  u  /  cos*  t 

•^     COß*Tr-         -^ 


COß*^ 


Nun  ist 


/»    dt  Xcoa'  ^  +  sin'  t)dt 

^  «^  cos*  t  ""•'  cos*  t 

^^QOB^iJconU^J     coß*t   • 
Ferner  ist  nach  Gleichung  12  Seite  6 

11)/J!*    =tgt  +  C. 
'  ^  cos*  t       ^      ' 

Wenden  wir  anf  den  Aosdrack  f^ — r —  die  theilweise  Integration 

^     cos*  t  * 

an  nach  Seite  25  ff.,  so  folgt 
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,_-     /.sin*  t  dt  /.  .    ^    dcost 

'  *^      CO«*  t  «^  C08*  t 


T  T  .         du 

SID  t  1       y»      dt 

*^  3  CO«'  t ""  T-/  cos't 

3  CO«'  t       3  ^      • 
Schalten   wir  die  Werthe  von  f j—-  und  / — r-  nach   den  Qlei- 

^     CO«*  t  ^  CO«' t 

choDgen  12  und  11  in  Gleichung  10  ein,  so  folgt 

^  •/  CO«*  t      3  CO«'  t       3  • 

n  ,     1    «int 

Setzen  wir  hierin  t  =  -^,  «o  folgt  nach  Gleichung  7 

!.      U 

HiersQS  totgt 


1  ^tI 


Bemerkangen. 

1.      Setzen   wir  Figur   49   m  = -^    und 
us=0,  «o  erhalten  wir  au«  Gleichung  15 

3t 

I  «in 


..' 

^'^te" 

1    *""* 

16 

'3       ,« 
1    sinOI 

•»  =  T' 
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Nim  ist  tg^-1,  sin  5-=  V^,.  «>»-J-=  »^ 

Ig  0  —  0,  sin  0  s-  0,        cos  0  =  I. 
HienMch  «rgiebt  sieh  «tu  Oleiehnn;  16 

2«    Offenbar  muss  der  Werth  von  Zo     gleich   dem  Werth  von  Z^  in 

Gleichung  7  Seite  145  sein,   wenn  wir  in  diese  Qleichnng  x  =  ---  setsen. 

Der  Vergleich  nneerer  Gleichung  18  mit  Gleichung  7  Seite  145  giebt 
uns  eine  ControUe  für  die  Richtigkeit  der  RechnuDg. 

Aufgrabe  2.    Die  Gleichung  einer  Polar -Curve  ist  Fig.  50 
1)  r  =  a.8in2u.  j,.^  5^ 

Man  soll  dieselbe  quadriren. 

ADflösang.  Ehe  wir  zur  eigent- 
lichen Lösung  unserer  Aufgabe  über- 
gehen, wollen  wir  uns  eine  Vor- 
stellung von  dem  Laufe  der  Curve 
zu  machen  suchen;  und  zu  dem 
Ende  fiir  einige  Werthe  von  u  die 
zugehörigen  Werthe  von  r  berech- 
nen. Diese  Rechnung  ergiebt 
ftir  u=  0,     r  =  0 

12 


u  =  7ö^7  r  =  V»« 


3 

im 
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für  u  =  T^B,  r»=  —  a 

"  '^^Tä*'  '^  /»•*  ***'• 

Weon  wir  hiemach  die  Curre  constroiren,  so  ergiebt  sich 
dieselbe,  wie  sie  in  Figur  50  dai^^estellt  ist  Die  Berechmuig 
ist  jetzt  sehr  einfach.  Setzten  wir  nämlich  nach  Oleichnng  6 
Seite  163 

2)  dZ  =  -Jdu 

und  setzen  wir  hierin  für  r  seinen  Werth  nach  Gleichung  1, 
so  folgt 

«N  jrr      a' .  sin'  2  u .  du 

3)  aZ=i ^ . 

Hieraus  folgt  durch  Integration  nach  Gleichung  7  Seite  31 

^.     r,      u  —  sin  2  u  .  cos  2  u     ,  ,   />, 

4)  z  = ^ .a«  +  C. 

Wollen  wir  hieraus  die  ganze  Fläche  berechnen,  so  bestim- 
men wir  den  Werth  von  C  durch  die  Bemerkung,  dass  Z  =  0 
wird,  wenn  u  =  0  wird.    Hieraus  ergiebt  sich 

^.   -Sä      2n  —  8in2jr.cos2Ä    ,      0  — sinO.cosO    , 

5)  Z    = a« j a* 

^0  .4  4 

.     «'c     2jta'      a'u' 

6)z^^ — ir=-2- 

Die  ganze  Fläche  unserer  Curve  ist  demnach  halb  so  gross 
wie  der  umbeschriebene  Ej^eis. 
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VI.  CapiteL 

Ang^enäherte  Berechnung  eines  Inte^als  and 

Entwickelung'  der  Fanctionen  in  Reihen  durch 

Integration. 

§.  66. 
Integration  dnrch  Beihen. 

In  vielen  Fällen,  in  denen  die  Integrationsmethoden,  welche 
bis  jetsEt  gelehrt  sind,  zur  Integration  einer  Differential-Fnnction 
bi .  dx  nicht  ausreichen,  ist  es  zweckmässig,  die  vorliegende 
Differential -Function  in  eine  Reihe  zu  entwickeln,  und  darauf 
jedes  Glied  dieser  Reihe  zu  integriren. 

Setzen  wir  z.  B.  nach  D.  R.  Seite  73,  Gl.  11 

1)  ix«fO  +  f  O  +  ^f  0  +  ^f"0  +  ... 
80  ergiebt  sich  hieraus 

2)y£xdx:=y'(f0  +  x.f0+p2f'0  +  jjf"0  +  ...)dx. 

Hieraus  folgt  xutch  §.  4,  Seite  3 

3)    rfe.dx  =  xfO+i^fO  +  |5f"04-...C. 

Aus  dem  Vorstehenden  ergiebt  sich  folgendes  Resultat: 
Wenn  eine  Function,  fk,  sich  nach  Mac  Laurins  Satz  in  eine 

conirergente  Reihe  entwiclieln  lässt,  so  l&ann  man  /  fk.di  stets 

durch  eine  conirergente  Reihe  ausdrücl&ens 

BeHerküBg.  Wenn  eine  gegebene  Function  (fx .  dz)  sieh  nicht  an- 
mittelbar nach  Mac  Laorins  Satz  in  eine  conyergente  Reihe  entwickeln 
ISssti  so  moBfl  man  suchen  diese  Function  anf  andere  Weise  in  eine  con- 
yergente Reihe  nmsuwandelni  wobei  indessen  sn  beachten  ist,  dass  die 
einselnen  Glieder  dieser  Reihe  lategrirbar  sein  müssen,  wenn  die  entwickelte 
Reihe  Eor  Integration  von  £z .  dx  dienen  soll. 
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"/ 


§.67. 
Forteet>iiiig   -  -fy—  imd/p7=p 
Aufgrabe  1.    Man  soll  die  Function  ^  int^riren. 

ADfldsaiig  1.    Der  absolute  Werth  von  x  ist  kleiner  als  1» 

Nach  dem  binomischen  Lehrsatze  ist 

Hieraus  folgt 
•  .     r      dx  /*..        1     ,  ,  1.3    e      1-3.5    ,  ,       v  , 

*^  JF!T^"i  ^*-T* +274^^-274:6^  +-)^ 

dx  1    X*      I_^  x^      l.a.Sx'*  ,  „ 

Vl-j-x»*"*      T*T  +  2.4*7-274T6TÖ"'"""*'^* 

Btaerkniig.    Um  die  Richtigkeit  yon  Gl.  1  nachsnweiien,  aetee  man 
nach  D.  R.  Seite  79,  GL  lY. 

4)  (a+b)«=ra»+mam-ib  +  °'^°^^^a«->b« 

+"-^"-;>,-<--^>*»-.b»+... 

Setst  man  hierin  a  ^  1,  m  ss  —  Vti  *<>  folgt 

5)(.+,r'^=i-4,+(-v»).(-'/»),, 

Setst  man  hierin  b  ^  x',  so  folgt 

^   /r+r»  ^     +274*       2,4.6*  ^     •  • 

Aariösangr  II.    Der  Werth  von  x  ist  grosser  als  -f  !• 

Wenn  der  Werth   von   x   grösser   als    1    ist,   so   ist   die 
Oleichung    3    nicht    mehr    brauchbar ,     um   den    Werth    yon 

dx 

/■  auszudrücken,  weil  die  rechte  Seite  dieser  Oleichung: 

/1  +  x* 
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dann  eine  divei^ente  Reihe  ist     In  diesem  Falle  setzt  man 

Tielmehr 

1  1  1 


Nach  dem  binomisdien  Lehrsätze  ist  dann  wieder 

1  .        11,1^    1       1.3.8    i 

2.4'x»      2.4.6'x 

Hieraus  folgt  na<^  Gleichung  9 

dz  i    1  11,1-31 


5T**  • 


Vi+T*      jKi*       2     1/^^2.4    KjF 


1.3.5      1  ,,j,. 


11) 


2.4.Ö    V^x*^ 

Integriren  wir  beide  Seiten  dieser  Gleichung,  so  folgt  nach 
§.  4,  Seite  3  und  4 

iV)  r  ^ 2  (    1   1   ,  i_^    1 

J  VTT^'~      V~£\         2'7.x«"f'2.4l3.x* 
1-3.5       1  i.Q 

4 

/dx 
_r.  zu  ermitteln? 

4  4 

/dx  /*       dx 

r  y  y  und 

Fl — x'        Fl— x' 

—  2  — l  -8 

_/*    ■-  einen  re«11eD  Werth? 

Fl  —  x» 

dx 
Aufgabe  2.    Man  soll  die  Function  ^  integriren. 

Attfidsnng  I.     Wenn   der  absolute  Werth  von  %  kleiner 
als  1  ist,  so  setze  man  nach  dem  binomischen  Lehrsatze 
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Hierans  folgt 


+2^i7^-'+-)^ 


dz 


1    X«   ,  1.3  x' 
1.3.5  x" 


+  ff?7g-iö  +  -"  +  ^- 

AofMlsunf  n.    Wenn  der  WeHh  von  x  kleiner  als  —  1  ist, 

so  setze  man  zonächst 

1  1  1 


4) 


KfTIlpr      Y-: 


■  l^.-i 


Dami  setzen  wir  nach  dem  binomischen  Lehrsätze 

5)  -^=^^  =  (1-.-)     =H__._  +  _._ 

Fi-P 

,  1.3.5  1    , 

"•" 27476  X» ■•"••• 
Ans  den  Gleichungen  4  tmd  5  folgt  dann 


6) 


dx 


rr=?    r- x'  I 


U!i+*   1  ■  1-3  » 


+ 


2  ■x'"'"2.4*x« 

1.3.5  1    ,         j 
2.4.6x»"^'*') 


i\    r      dx  /"/     1       ,1         1        ,1.3         1 

'^  J  n^I^~J  IKH^'^  2  V=?"^2.4>:II^. 

,   1.3.5         1  \, 

o.    /-      dx  2       ■    1  2         ,  1.3  3 

"^^  J  »^nri?~i^:i"^"'"2'7»^:rF'"''2.4'i3Ki:i?' 


+  2i476-i9V_x"+""^*^* 
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1.3      1 


2.41373^ 


+  2.4.6-i9TT'  +  --l+^- 
BeMerküBfeB. 

1.  SeUt  mao  in  Gleichmig  3,  Seite  169  —  x  statt  z,  so  folgt 

2.4.6*      10      i----t-^- 
HieraoB  folgt 

•^  l/^rz:^'"      *       ü*4       Ü.4'T       2.4.6*10     "     ^* 
/•      ^  ,    1  X*       1.3    x'       r3^  x",        ,^ 

•'7f!r7»'"*+2'T  +  274T+274T6'Tö+--  +  ^- 

Man  kann  also  ans  Oleichnng  3,  Seite  169,  Gleichung  8,  Seite  171 
ableiten. 

2.  Man  soll  Gleichnng  9,  Seite  172,  dadurch  entwickeln,  dass  man 
in  Gleichnng  12,  Seite  170,  —  x  statt  x  setat 

3.  Warum  sind  die  Gleichungen  3,  Seite  169  n.  171,  nicht  branchbar, 
wenn  der  absolute  Werth  von  i  grosser  als  1  ist? 

4.  Warum  sind  die  Gleichungen  12,  Seite  170,  und  Gl.  9,  Seite  172, 
nicht  brauchbar,  wenn  der  absolute  Werth  von  x  kleiner  als  I  ist? 

5.  Was  iXsst  sich  über  die  Gleichung  3,  Seite  169,  Gl.  12,  Seite  171, 
Gl.  3,  Seite  171,  and  Gl.  9,  Seite  172,  sagen,  wenn  x=s;±;l  ist?  In  welchen 
Grensen  müssen  die  Werthe  von  x  bleiben,  damit  in  den  genannten  Glei- 
chungen die  Resultate  reell  bleiben? 


§.  68. 

FortietKimg  — .    T  (1  —  e*  cos*  u)  du. 

Aafgfabe.     Man  soll  die  Function   V(\,  —  8*  cos*)  du  inte- 
griren,  wenn  z  ein  ächter  Bruch  ist. 

Attflösang.    Nach  dem  binomischen  Lehrsatze  ist 

1)   (1  —  8*  cos'  U)        s=s  1  —  —  8*  cos*  U  —  ^— 7  8*  COS*  U 

1.1.3  ,      , 

s'  cos  u  —  ... 

2.4.Ö 
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Femer  ist  nach  D.  R.  §.  45,  Seite  77, 

2)  cos* «  =  Y  (cos  2u  4- 1) 

3)  cos*  tt  =  -fl-  (cos  4u  +  4co8  2u  +  3) 

4)  cos*  tt  =  5^  (cos  6u  +  6eos  4u  +  IScos  2u  -}-  1 0) 


Substitniren  wir  nach  den  Gleichungen  2  bis  4  die  Werthe 
von  cos  'u,  cos  %  cos  ^u . . .  in  Gleichung  1,  so  folgt 
l 


5)  (l-e'co8«u)V,=^ 


1.1        1 

—  2"^  €*•  -g-  (cos  4  u  +  4  cos  2  u  4-  3) 

113       t 

—  »'   '    E^«^(cos6u+6cos4u+15cos2u+10) 


Hieraus  folgt 


6)  (l  — e»co8»u)'A=< 


,        1      1    ,      1.1    3    «      1.1.3  10  . 
/l    ,  ,  1.1    4  «  ,  1.1.3  15  ,  ,       \        „ 
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Ans  Gleichung  6  folgt 


7)  fv  1— 8'co8'udu=  Cdn. 


,       1     1    ,     l.l    3    , 


1.1.3   10  - 

•  8    •  •  • 


( 


Z     2  * 


2.4.6   32 
l.f    4    « 

2T4-T* 


1.1.3    15  « 


1.3    15  ,      \ 
^.g2e*..).coe2u 


/l.l    1  .,  1.1.3   6    ,      \        . 

in-«» +076-32' •••j*^** 

l2T4r6-32'+--)-"°''«" 


(( 


.        1      1    ,      1.1     3    « 
*       2     2  '       4.4    8  ' 


1.1.3    10  ,  ,     \ 
-2X6-32 -^  +••)•» 


1.1    4 


/l      1    ,  .   1.1 

-(2   T'+274- 

j   1.1.3  15  ,,      \  8m2tt 

"•"0:0-32*  "T"-;-"!"" 

8)  rVl-£'co8'ädu=C+<i     /l.l     1    ,  ,  1.1.3    6    , 
^  ~\2T4  •¥*■<"  27776 -32' 

,       \   sin  4  a 

+•••;•- 4- 

/1.1.3  J_  ,  ,       \   em6u 
l2.4.6'32*  "'"••7-~6~~ 
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BeMerfcnngeD. 

1.  Das  Integri^  in  Gleichung  8  werden  wir  spftter  anwenden  aar 
Berechnung  des  Bogena  einer  Ellipfle. 

2.  Das  Integral  fVx.  —  s'  ooe*  a  .  da  gehört  an  den  sogenannten 
ellxptiachen  Integralen,  and  awar  ist  dasselbe  ein  elliptisches  Integral 
Bweiter  Art 

3.  Die  Integration  der  Aosdrficke  von  der  Form  cos*  a  da,  cos^ada  etc. 
hStte  man  aach  nach  Aaflösang  von  Aufgabe  2,  Seite  30,  aasführen  kSnnen. 


§.  69. 

Entwickelung  der  Functionen  in  Beilien  dnrch 
Integration« 

Wenn  das  Differential  einer  Function,  Fx,  sich  in  eine 
convergente  Reihe  entwickeln  lässt,  deren  einzehie  Olieder  inte- 
grirbar  sind,  so  lässt  sich  die  Function  Fx  durch  Integration 
dieser  convergenten  Reihe  selbst  wieder  in  eine  Reihe  ent- 
wickeln.   Ist  z.  B.  dFxsific.dx,  und  ist  femer 

1)  fe  =  A  +  Bx  +  Cx"  +  Dx»4-...  so  ist 

2)  Tfx.dx«  r(A  +  Bx  +  Cx«  +  Dx«-f...)dx 

Setzen   wir  nun  in  G-leichung  3    /   fit .  dx  ==  Fx  -f-  C', 

so  folgt 

"Rv*       Pt'       Dy* 

3)  Fx  +  C'  =  (Ax  +  ^  +  ^  +  ^  +  ...)  +  C". 

4)Fx  =  C"-C'  +  Ax  +  ^+^  +  5L*  +  - 
Setzen  wir  C"  — C'  =  C  so  folgt 
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§.  70. 

Fortoetrang.    Bdihen  fOr  /(1  +  z)  nnd  ^j-^' 

Aafgfabe  1.    Man  soll  Z(l  -f-x)  u^  oine  Reihe  verwandeln. 
Aufldsan;.    Weil  d  Z  (1  +  x) »  ,  so  iat 

Ferner  iet  nach  dem  binomischen  Lehrsatze 
Hieraus  folgt 

^Ur+iE-''    2  +  3    4+y-+*^* 

/dx 

nach  Oleichung  1,  so  folgt 

5)i(H-x)  +  C'  =  x-^  +  ^-iJ  +  ^...  +  C" 
oder  wenn  wir  C"  —  C'  setzen 

6)  Z(l+x)  =  C  +  x-^  +  ^-^  +  ^... 

Berücksichtigen  wir  nun,  dass  2(1 -|--3l)ssO  wenn  mO, 
so  folgt 

7)  CcsO.    (VergL  Bemerkung  Seite  2.) 

Setzen   wir   den    Werth    von    C    in    Gleichung    6    ein, 
80  folgt 

8)  Z(l+x)  =  x-^+^-^+^...  J52jrl.£». 
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Aufgrabe  2.    Man  soll  l  ^  in  eine  Reihe  entwickeln. 

Aariösung:.    Es  kömmt  lunächst  darauran,  einen  Aosdrack 
für  d  l  l-t?  aufzustellen.    Nun  ist  d  l  ?-i^  =  --1—  dx, 
also  ist 

Femer  ist  nach  den  binomischen  Lehrsätzen 

2)j-|p  =  2(l-x')"=2tl+x'  +  x«+x«  +  ...| 
also 

M  ^    8  dx  einen 
Werth  nach  Gleichung  1,  so  folgt 

5)  «[±|  +  C'  =  2tx  +  |  +  ^  +  ^  +  ..t+C". 

Für  x  =  0  wird  ^i-^  =  0,  also  ist  auch  C  =  0,  mithin 
folgt  aus  Qleichung  6 

7)  z[±^=2(x+^  +  ^  +  ^  +  ...).  JÄS-,ff. 


§.71. 
Fortsetzung.  —  Beihe  ftlr  arc  tg  z  und  arc  sin  x. 
Aufgabe  1.    Man  soll  arc  tgx  in  eine  Reihe  entwickeln. 

Btegemjtnn.    IntegntURechn.  12 
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dl 


infldsDiifr«  Weil  d  arc  tgf  X  ==  rxp»  so  entwiekelo  wir  -  ,  ^i 
nmftdist  in  eine  Heiiie.    Wir  erhalten  demgemäss 

Femer  ist 

Setzen  wir  nach  Gleichung  4  den  Werth  von  /  ^   ,     > 
in  Oleichung  3  ein,  so  folgt 

X*         X*         x' 

5)  arctgx=:C  +  x  — — +  y  —  y  ... 

Für  X  =  0  ist  arc  tgf  X  =  O9  also  ist  C  =  0.    Demnach  folgt 
aus  Gleichung  5 

x'    ,    X*       x'  IvergLD.  R,  Seite  90, 

6)  arctgx=x--g-  +  y-y...  ^^^    ,j 

BenerfcoDg.     Setzt  man  in  Gleichung  6,  x.V^^  statt  x,  so  folgt 
7)arctg(x./in)  =  l^*=ri(x  +  ^  +  y  +  y...) 

8)2arctg(x./=n)  =  2.K:rT(x  +  y  +  y  +  y...) 

Vergleichen  wir  diese  Gleichung  mit  Gl.  7  Seite  177,  so  folgt 

9)  üarctg(x.  Kiri)  =  zi±^.  V^ 

Die  Richtigkeit  von  Gl.  9  IXsst  sich  auch  sofort  erkennen,  wenn  man 
bedenkt,  dass 

1+x         2dx  ,       ,,1  +  x    ^ r         2dx      Y — r 

d|-^^  =  j-3^.,         also   di^.K-l  =  j-3^,.K-l 

darctgx=  j-T^j,   also   d2arctg(x.  V— l)  =  j— ^  r  —  i 
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Aufgrabe  2.    Man  soll  eine  Reihe  fiir  axcBinx  entwickeln. 
Annösung^,    Bekanntlich  ist  d  arc  sin  \  =  ^         ^ 
Wir  setzen  denmach 

Hieraus  folgt 
„,   r      dx  ,     ,    Ix«       1.3  X»   ,  1.3.5X'      ,.  ^, 

2Ufr^li-(^  +  T-3+2-:4-T+27r6T->+^- 

Setzen  wir  auf  der  linken  Seite  dieser  Oleichung 
3)    r    _^^f,_=arcsinx  +  C"  so  folgt 

I     r\.i  /         I       1       ^        I      1*3     X         ,      1.3»5     X  V      I      y^j 

4)arc8iiix+C"=(x+-.-3+^.-^  +  ^-j-^.y...)  +  C' 

oder 

r^.^_i.l    X»   ,  1.3  X»   ,  1.3.5  x' 

Nim  ist  Dir  X  =  0,  arc  sin  x  =  0,  also  C  »  0,  mithin 

,    1  X»   ,  1 . 3  X»      1.3.5  x' 
6)  arc8mx  =  x  +  -^-g-  +  274--5-  +  270'T"- 
(VergL  D.  B.  Seite  94,  ai.  10.) 


§.  72. 

Bernonlli's  Beihe. 

Nach  §.  13,  Seite  25  £  ist 

1)  rfii.dx  =  x.fx+  Tx.fxdx 

v/       u  .  dv  V  .   n  «^^        ▼   ,    du 

2)  rx.fx.dx=yfx.xdx=y.fx-j^.f'x.dx 

n  .  dv  V    .   n  t  .  da 

12» 
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a     .    4t  ▼  .  «  T  .  da. 


tt    .     dT  ▼    .        tt 

Substituiren  wir  den  Werth  von  /  x .  f  x .  dx  nach  GL  2 
in  Gleichung  1^  so  folgt 

5)/fe.dx  =  xfe-|lfx+y^,f'x.clx. 

Setzen  wir  hierin  den  Werth  von  C%\  f '  x .  dx  nach  GL  3, 
80  folgt 
6)yix.dx  =  x.fx-^fx-|^,f"x-y|^f'x.dx. 

Fahren  wir  in  dieser  Weise  fort,  so  ergiebt  sich  schliesslich 
7)  Jfx.dx^x.fic-l^f'x  +  ^f  x  +  ... 

+  (-1).  (^+i)T-f-^+(-i)J(T:pi7r&-dx. 

Die  vorstehende  Reihe  für    1  fx.dx  rührt  von  Johann 
Bemoulli. 

Das  Glied  (—1)   J  7^-q— jjy  & .  dx  heisst  Restglied  der 
Bemoullischen  Reihe. 

Aas  Gleichung  7  folgt  im  Allgemeinen 

8)    r''fx.dx  =  x.fiL-7^fx  +  ^f' X... 
J  0  1  •  Ä  61 

+  (-1)   •(7+TT)^"^+(-*)-  /o(r+T)!^--^- 
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Hieraus  folgt 
fe.dx  =  x.fe-:f-2fx+^f x...  +  (-l)  .  (Sq-i)jfe 

Bemerkaogeo. 

1.  Man   wird  bemerken,    dass   die  Reihe  in  Gleichung  9  convergirt, 
wenn  für  einen  hinreichend  grossen  Werth  von  n  der  Werth  des  Restgliedes 

a    (ex)n+i   (»+^) 
^"^  ^^  •    /     I   iTi  f  (0x)  Meiner  ist  wie  jede  beliebige  Zahl. 

a 

2.  Welches  ist  der  Ausdruck  für  /*  £x .  dx  nach  Bemoulirs  Reihe  ? 

3.  Setzt  man  in  Taylors  Reihe,  d.  h.  in  die  Reihe 

F  (x  +  a)  =  Fx  +  a .  F'x  + -r-jr  P" X  +  5- F'"  X  . . . 

1  •  «  Ol 

a  =  —  X,  so  folgt 

x"  X» 

FO  =  Px  —  X  F'X  +  r-TT  F"x  —  ^  F'"x  H . . 

FO  —  Fx  =       —  X  F'x  +  7^P"x  —  ^  F'"x  +  -  . . 

1  •  »  öl 

X*  X» 

Fx  —  FO  =  X  .  F'3  —  T-i^F^x  -  5-:F'"x  —  +  . . . 

1  •  «  Ol 


Setzen  wir  nun  F'  x  =  fx,  so  folgt  ans  der  vorstehenden  Gleichnng 
/fxdx  =  xfe-^f'x  +  ^f.'x-  +  ... 


X'      ,.         .     X 

fxdx  =  xlx  — 
0 

fliermit  ist  also  Bemonlirs  Reihe  ans  Taylors  Reihe  abgeleitet. 


§.  73. 
Entwickelang  von  e^"  nach  Bemonlli's  Reihe. 

Well  e*  =   /  e'  •  dx,  so  setzen  wir 

1)  fe    =6» 

2)  fx  =  e* 

3)  f'x  =  e»  etc. 


Digitized  by  VjOOQIC 


182 

Setzen   wir   die  obigen  Werthe  von  fa,  fx,  f"x  etc.  in 
Gleichung  9,  Seite  181,  ein,  so  folgt 


x' 


6)  e»  =  1  +  x-e''  — 172®''"^3!*'''" 
Dividiren  wir  Gleichung  5  durch  e^,  so  folgt 

X»      .    X» 

7)l-e-x  =  x-^24-35.-. 

8)  e-  =  l-x  +  ^-|^,... 

Setzen  wir  hierin  — x  statt  x,  so  folgt 

x'        x' 

9)  e»  =  l+x  +  p-s  +  öl---    vergU D. B.  Seite 73,  GL I. 

Benerkang.  Wir  haben  in  Gleichang  4  nnd  den  folgenden  Gleichungen 
anf  das  Restglied  (Gl.  9,  Seite  181)  keine  besondere  Bäcksicht  genommen, 
weil  sich  ohne  Weiteres  erkennen  lässt,  dass  die  yorliegenden  Beihen  con- 
yergiren.  ^ 

Sollte  dem  Leser  dies  nicht  einleuchten,  so  empfehlen  wir  ihm,  die 
Convergenz  mit  Hülfe  des  Bestgliedes  zu  prüfen. 


§.74. 

n  ü 

Entwickelung  von  J    cos  z  dx  und  /    sin  z .  dx  nach 

0  0 

Bemonlli's  Beihe. 


')/: 


x'  x'  X* 

co8xdx=x.co8x  +  x-^  sinx — — ,  cosx  —  -nsinx. . 


Nach  Bemoulli's  Reihe  ergiebt  sich 

X»       .  1 

/X  X«  ^8  J.4 

sinxdx  =  x,8inx  — — -  cosx  —  ^sinx+  ttCOSX... 
0  2  Ol  4! 
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Setzen  wir  in  diese  Gleichungen  x  =  -^,  so  folgt 

3)j      C08xdx=-..C08-^  +  ^8m^-^-^C08-2- 

o 

sm  -TT-  . . . 


2.4.6.8  2 


A\        i  *  1  J»  •  Jk  Jb  JIr  Jb  ■  Jb 

4;   I     smx. ax=  — .  sin  —  —  j;— ^ cos ir  —  ^    ^   ^  sin  tt 


Jt        .      Ä  Jt'  Ä  Jt°  .      Jt 

2- 274  ""'■2-274:6«"' 2 


COS  -TT-  , 


^2.4.6.8        2 

3t  3t 

Setzen   wir  in   diese   Gleichungen  für  sin -^  und    cos  — 
ihre  Werthe,  und  berücksichtigen  wir,  dass 

n  31 

5)    /     cos  X  dx  =  -|-  1  und    /     sin  x  dx  =  -j^- 1 

o  o 

so  folgt 

ßx     .  _    Jt*      _  31* 3t^ , 


7)1  = 


2.4      2.4.6.8^2.4.6.8.10.12 


2       2.4.6^2.4.0.8.10        ' 
Subtrahirt  man  meichoog  6  von  Gleichung  7,  so  folgt 

'^^   2"~274~274:6  +  2.4.6.8+  "* 


§.75. 

fs  .dx 

n 

nach  der  Formel 
/"fe.dx  =  h|-|  +  f(n+h)+f(ii+2h)  +  ...^}. 

Wenn  man  Fig.  51,  die  Linie  BE  in  eine  beliebige  An- 
zahl gleicher  Theile  BP,  FG...KE  theilt,  deren  jeder  gleich  h 
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ist;  und  die  Ordinaten  LF,  GM... EP  zieht,  so  wird  hierdurch 
die  Fläche  BCDE  in  Schichten  von  gleicher  Breite  getheilt 
Wenn  man  dann  die  Bogen  CL,  LM  etc.  Fig.  51. 

a]8  gperade  Linien  ansieht,  und  die 

Breite  jeder  der  gennannten  Schichten 
gleich  h  setzt,  so  ergiebt  sich 

BCLF  =  h.y°  +  y* 


1) 


BF  =  FO=:...KE  =  h, 

AB  =  11,  AEssm, 
BC  =  y„,  FI,  =  7.,  OM=yb, 
HN  =  yc,  KP  =  y„  ED  =  y» 


IKPO 


—h  y«+y° 


KEDP=h 


Weil  nun  in  den  Gleichungen  1  die  Summe  aller  Glieder 
auf  der  linken  Seite  gleich  BCDE  ist,  so  folgt  aus  denselben 

_i.iy°+y»_Ly.+yb    y  +  y.  ,  y.+y» 


2)  BCDE  =  h 


3)  BCDE=h  |¥  +  >+7.-y  +  7.+f  p;;^,. 

Nehmen  wir  nun  an,  dass 

4)  y  =  fe 

die  Gleichung  der  Curve  CD  ist,  und  ausserdem 

5)  AB  =  n,  AE  =  m, 
so  ist 

6)  yn=f(n); y.=f(n-|-  h) ; yb  =  f(n+  2h) ..y^=f(m). 

Setzen  wir  diese  Werthe  für  yn,  y  . .  ym  in  Gleichung  3 
ein  so  folgt 
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7)BCDE  =  hj^  +  f(n+h)+f(n+2h)...f(m-h)  +  C^{. 

Ferner  ist  nach  61.  4  u.  5  und  §.  46,  Seite  123 

8)  BCDE=  r'fe.dx. 

Setzen  wir  nach  Gleichung  8  den  Werth  von  BCDE  in 
Gl.  7  ein,  so  folgt 

9)J°fx.dx  =  hj^  +  f(m  +  h)  +  f(m  +  2h)...^j 

BenerkiiDg. 

Man  beachte  wohl,  dass  bei  der  yorstehenden  Entwickelang  die  Bögen 
CL,  LM  etc.  als  gerade  Linien  angesehen  sind,  so  dass  unsere  Gleichungen 
3  and  9  nur  ann&hemd  richtig  sind. 

Aurg^abe.  Man  soll  die  Näherungs- Formel  Gl.  9  ohne 
Hilfe  graphischer  Darstellung  direct  ableiten. 


§.  76. 
Simpsons  Reihe. 

In  Figur  52  und  53  ist 

1)  ABGECD  =  ABCD±BGECH 

2)  ABCD  =  h(y'  +  y"0 

Nehmen  wir  nun 
an,  dass  der  Bogen 
BGEC  eine  Parabel 
sei  y  dessen  Scheitel- 
punkt (G)  auf  der  Nor- 
malen (GH)  liegt,  die 
man  in  H  auf  BC  errichtet,  so  ist  nach  Gl.  8,  Seite  146 
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3)  BGECH-=4/5BH.Gtt 

Betrachten  wir  dann  HGE  als  ein  Dreieck,  welches  bei 
O  rechtwinklig  ist,  so  ist  A  BIH  (X)  A  HGE,  also 

4)  BH:BI  =  HE:GH,  also 

5)  BH.GH»BI.H£. 
Femer  ist 

6)  BI  =  h;  HE=±(FE-FH)  =  ±}y"-(^^±^')j 

Setzen  wir  nach  Gl.  6  die  Werthe  von  BI  und  HE  in 
GL  5  ein,  so  folgt 

7)  BH .  GH = ±  h .  (j"  -  y' + ^"y 

Hieraus  folgt  nach  Gl.  3 

8)  BGECH  =  ±  ±  h  (y"  -  ^-^^). 

Setzen  wir  die  Werthe  von  ABCD  und  BGECH  nach  den 
Gleichungen  2  und  8  in  Gleichung  1  ein,. so  folgt 

9)  ABGECD  =  h  (y'  +  y'")  -f-i  h  (y"  -  ZjtZ!:') 

==t[y'  +  y"  +  i-y'"-|-y'-Ay"j 

K  Man  beachte,  du» 

10)  ABGECD  -=  -5-  |y'  +  4y"  +  y'"  | .     oi.  lo  .»r »uk.»« 

O  richtig  Bind. 

Benerknng.    Wenn  Fig,  54   der  Bogen  BEC  einer  Parabel  angehört 
deren   geometrische    Achse    QA    J|_    zn   AD    steht,  Fig.  54. 

so  ist  genaa 

BCDL  «  ~  (y'  +  47"  +  y"'). 

Wie  litsst  sich  dies  beweisen? 
Man    kann    diesen    Satz    auch    benatzen ,   nm 
Simpsons  Regel  absnleiten. 

BL^y ,  EF=y"7CD=y** 


Digitized  byVjOOQlC 


187 

§.  77. 
Fortsetzimg. 

Theilen   wir  in  Fig.  55  die  Basis  BE  in  eine  beliebige 
gerade  Anzahl  gleicher   Theile,   und  ^^^'  ^^' 

setzen  wir  jedes  dieser  Theile  gleich,  so 
ergiebt  sich  annäherungsweise  aus  §.  76 

l)BCMG=y(y-  +  4y  +  y") 

2)  MGIO  =  A(y"  +  4y"'  +  y"")  3p=bo=..=ke=. 

V  AB  ^  n,    AB  s=  m 

3)  lODE  =  -5-  (y"" + 4r + y»).         ^<'=y"'  ^='^'  «"=?" 

3    ^  HN  =  7"',  KP  =  7»,  DE=ym. 

Da  nun  BCMG  +  MGIO  +  lODE  =  BCDE ,  so  ergiebt 
sich  durch  Addition  der  Gleichungen  1  bis  3 

4)  BCDE  =  j  j  (yn+ 4y' +y")  +  (y"  +  4y"'  +  y"") 

+  (y""+4r+y»)| 

5)  BCDE  =  y  j (yn+4y'+2y"+  4y"'  +2y"" 

+4y'+y-.): 


Hätten  wir  die  Basis  BE  in  eine  beliebige  andere  gerade 
Anzahl  gleicher  Theile  getheilt,  deren  jeder  gleich  h  ist,  so 
hätten  wir  wieder  näherungsweise  erhalten 

6)BCDE  =  Ajy„4.4y  +  2y"  +  4y'"  +  2yv  + +  y„{. 

Nehmen  wir  nun  an,  dass 
7)y  =  fx 
die  Gleichung  der  Curve  CL.,PD  ist,  so  ist 

8)  BCDE=  Pfedx 

Nach  Gleichung  7  wird   aber  yn  =  f(n);   y'  =  f(n  +  h); 

y"=:f(n  +  2h) ym  =  f(m).     Es   folgt   demnach   aus   den 

Gleichungen  6  und  8 
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9)y'"fx.dx  =  ijf(n)  +  4f(n  +  Ii)  +  3f(n  +  2h) 

+  4f(ii  +  3h)  + -|-2f(m  — 2h) 

+  4(m  — h)  +  fin.j 

Die  Formeln  5,  6  oder  9  sind  bekannt  unter  dem  Namen 
Simpsons  Regel. 

BeBerkoD^en. 

1.  Die  Simpsonsche  Regel  giebt  meistens  sehr  genaue  Resaltate.  Sie 
wird  in  der  technischen  Mechanik  sehr  häafig  angewendet. 

2.  Die  Annähemngsfonnel  in  Gleichung  9  wird  in  einigen  Lehrbüchern 
ohne  Hülfe  graphischer  Methoden  folgendermassen  bewiesen: 

Wir  setzen  nach  Taylors  Lehrsatze 

10)f(x)  =  fln  +  (i-n)t  _      ^ 

=  fn  +  (x-n).fn  +  ^i^f'ii  +  ... 
Mnltipliciren  wir  diese  Oleichan;  mit  dx,  so  folgt 

11)  fit .  dx  =  (fn  4-  (x  -  n)  fn+^'~°^  f'n  +  . . .)  dx. 

12)/fxdx=(xfn  +  <^f'n  +  (i^f'n  +  ...)  +  a 

Dieser  Aasdmck  für  y   £z .  dx  hat  keine  bequeme  Form ,  wir  setsen 
n 
deshalb 

n+2h 
14)  /  fx  .  dx  =  A  fn  +  B  f  (n  +  h)  +  C  f  (n  +  2h). 

Wo  A,  B  aod  C  unbestimmte  Coefficieoten  sind,  deren  Werth  wir  mit 
Hülfe  yon  Gleichung  13  nach  D.  R.,  Seite  17,  Nr.  10,  bestimmen  wollen. 

Zu  dem  Ende  entwickeln  wir  zunächst  f(n-|-h)  und  (fn-|-2h}  nach 
Taylors  Lehrsatz,  hierdurch  erhalten  wir  für  Gl.  14 

n+2h 


( 


n+2h  l  jji 

15)/  fxdx  =  A.fn  +  B  |fn  +  hfn+ j-^fn  +  , 

+  cjfn  +  2hf'n+2^%'  +  . 

Bh»       ^ 
n+2h  ^  l  B  h  i  1.2        I 
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Verbinden  wir  Gleichang  16  mit  Gl.  13,  so  folgt 


15  Ü"  1 


^^  '  1.2     J 

Berüksichtigen   wir  in  dieser  Gleichung  anf  jeder  Seite  nnr  die  drei 
ersten  Glieder,  so  folgt  nach  D.  R.  Seite  17,  Nr.  10 

18)  A  +  B  +  C  =  2h 

19)  B  +  2C  =  2h 

20)  B  +  2C  =  y. 

Lösen  wir  Gleichung  18  bis  20  für  A,  B  und  C  auf,  so  folgt 

21)  A  — yh;  B  =  -ih  und  C==yh. 

Setzen  wir  nach  den  Gleichungen  21  die  Werthe  yon  A,  B  und  C  in 
Gleichung  14  ein,  so  folgt  ann&hernngsweise 

22)/fic.dx=ryjfn  +  4(n  +  h)  +  f(n  +  2h)j. 

Aus  Gleichung  22  folgt  weiter 

23)/fxdx  =  i.    f(n  +  2h)  +  4f(n  +  3h)  +  f(n  +  4h) 


ii+2(k— l)h«>    (    V  ^ 

+  f(n  +  2kh)j. 
Setzen  wir 

25)  n  -f-  2k .  h  =s  m,   so  iSsst  sich  Gleichung  24  folgendermassen 
schreiben : 

26)/frdx«.A  )f(m-2h)  +  4f(m-h)  +  fml 

Der  bessern  Uebersicht  wegen  wollen  wir  die  Gleichungen  22,  23 ...26 
noch  ein  mal  wieder  hinschreiben. 

22)/fedx:=i]fii  +  4f(n  +  h)  +  f(n  +  2h) 
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M)/fe.dx-.^)f(n  +  ai.)  +  4f(«  +  3h)f(n  +  4h)J 

»+211  ^    f  I 

26)  /  fe .  dx  =  A  J  f  (m  -  2h)  +  4  f  (m  -  h)  +  f  m  { 

Nun  ist  aber  die  Summe  der  linken  Seiten  von  Gl.  22,  23  nnd  25 
ja. 
gleich  J  fxäx;  demnach   ergiebt  sich  dnrch  Addition  dieser  Gleichuigen 

n 

27)/ftdx  =  l.jfn  +  4f(n  +  h)  +  f(n  +  2h)  +  f(n  +  2h) 
+  4f(n  +  3h)  +  f(n  +  4h)  +  ... 
...     +f(m-.2h)  +  4f(m-h)  +  f(m)j. 

28)/"fxdx  =  l}fn+4f(n+h)+2f(n+2h)  +  4f(n+3h+... 


3 

...    +2f(m  — 2h)  +  4f(m  — h)  +  finj. 

Ein  Resultat,  welches  alt  OleiehnDg  9,  Seite  188,  genaa  ftbereinstiamt. 

3.  Der  aofmerksame  Leser  wird  bemerkt  haben,  dass  die  Gleichun- 
gen 22  nnd  28  deshalb  oar  ann&hemd  richtig  sein  kAnnen,  weil  in  den 
aDendllehen  Reihen  anf  beiden  Selten  von  61.  17  nnr  3  Glieder  berflck-^ 
sichtigt  sind;  und  dass  nach  Gl.  25  in  Gleichung  28  (m  —  n)  ein  Multi- 
plum  von  2h  sein  muss. 

§.78. 
üebungs  -  Beispiele. 
Aurgabe  1.   Man  soU  die  Näherungsformeln  von  §.  75  bis  7T 
benutzen,  um  den  Werth  von  /    3x'  dx  zu  ermitteln. 

Auriösung;  1.    Setzen  wir  h  s»  2;  so  finden  wir  nach  §.  7& 
l)/;3x'dx  =  2Jl^'  +  3.5-  +  3-f*j 

2)    r3x*dx  =  2  113,5  +  75  +  73,51 
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3)  r  3  x'  dx  =  2  .  162  =  324     annfthenuigsweise 

7 

Benerkang^.    Bekanntlich   wird   der  Werth  yon  y  3  x*  dx  genaa  ana- 
gedrückt  darch  die  Gleichang 

4)  /'3x«dx  =  7»  — 3*  =  3I6. 
•^  a 

Hiemach  ist  also  der  N&heruogs-Werth  yon  y*  3  x'  dz  nach  Ql.  3  um 
8  Einheiten,  d.  h.  beinahe  21/3  pro  Cent  zu  gross. 

Auriösungp  2.     Setzen  wir  h=l,  so  folgt  nach  §.  75 

5)  rVMx  =  lji^  +  3.4*  +  3.5"+3.6"  +  ^* 

=  13,5  +  48  +  75  +  108  +  73,5. 

6)  Ax*dx  =  3.18. 

7 

Dieser  Nilherungs  -  Werth  yon  /*  3  x^  dx  ist  also  um  2  Einheiten,  d.  h. 

•^  8 
<^*  Vs  P^^  ^^^^  2a  gross. 

Auriösungf  3.    Setzen  wir  h  =s  2,  so  folgt  aus  Gl.  9  oder  28 
von  §.  73 

7)  r3x»dx  =  |.|3.3*  +  4.3.5'  +  3.7"j 

=  -|-|27  +  300+147 


8)y'^'3x»dx  =  |-.474  = 


316. 


Diese  N&herangs  -  Formel  giebt  also  den  Werth  yon  /  3  x'  dx  genau 

3 

an.    Worin  liegt  der  Omnd?     Vergl.  Bemerknng  zu  §.  76,  Seite  185 

AuHösungp  4.    Setzen  wir  h  =  1,  so  folgt  aus  Gl.  9  oder  28^ 
§.  77 

9)    r3x»dx  =  -g-|3.3*  +  4.3.4»  +  2.3.5»  +  4.3.6*+3.7»| 
==^J27  + 192+ 150  +  432  +  147 
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10)    r^3x«dx  =  l. 946  =  316. 


T 

DiMe   HÜiem^-ForaMl  giebC   eb«ii£üls   des   Wntk  tob    /"Sx'dx 

s 
f«u«.     rVergL  Bemerk,  so  f.  7C,  Sehe  185.) 

kfOpihe  2.     In   der   EUipse   Hg.  36   8da=:6,b  =  4, 
AP'  =  — 1,  AP=5.    HädsoU 
die  Fläcbe  FM'NMP  mit  Hülfe 
der  Näb^-ongsfonneln  von  §.  75 
bis  77  berechnen. 

AarUtoani^l.  DieGleichting 
unserer  Ellipse  ist 

4^ 

6 
Hieraus  folgt 

2 


1)  4  =  ^K36-x« 


2)  FM'NMP=  |.  r  ^36  -  x« .  dx. 


Setzen  wir  nun  in  die  Formel  von  §.  75,  h=:2  so  folgt 
aus  OL  2 

3)  FM'NMP=|..2(1V16^+K36^1  +  K36=9 

=  j  }2,958 +  5,916  + 5,196 +I,658J. 

4)  P'M'NMP  =  20,971.. 

Vergleichen  wir  diesen  Näherangswerth  mit  dem  Werthe  yon  P'M'NMP 
in  Gleichung  2,  Seite  154,  so  ergiebt  sich,  dass  derselbe  um  0,364.. 
Einheiten,  d.  h.  reichlich  1  '/i  pro  Cent  zu  klein  ist. 

Auflösung  2.  Setzen  wir  in  Näherungsformel  9,  Seite  188, 
oder  Gl.  28,  Seite  189,  h  =  3,  so  folgt  aus  Gleichung  2 

5)  P'M'NMP-|.ijr36=:T+4K36=^+K36=K 

==  j     1 5,916  + 22,63 +  3,316| 
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6)  P'M'NMP  =  21,241.. 

Dieser  Nfthenxngswerth  ist  nach  Qleichimg  2,  Seite  154,  um  0,094 .  • 
Einheiten,  d.  h.  um  fast  ^/^  pro  Cent,  xn  klein. 

Auflösung^  3.  Um  eine  grössere  Genauigkeit  im  Besultate 
zu  erlangen,  wollen  wir  in  die  Näherungsformel  9  oder  28, 
Seite  188  oder  190,  hssl  setzen,  dann  folgt 

7)  P'M'NMP  =  |..lj>^36=l+4K36+2K36^+ 

+  2/35^=^  +  41^36-16 

+ 1^36- 25  j 

=  1"  J5,916  +  24  +  1 1 ,832  +  22,628  +  10,392 
+  17,888  +  3,316. 

8)  P'M'NMP  =  |- .  95,972  =  21 ,327. 

Dieser  Nfthemngswerth  ist  nach  Gl.  2,  Seite  154,  um  0,008  zu  klein, 
der  Fehler  betrSgt  demnach  weniger  als  ^/iqo  pro  Cent 


StegemAnii.    Int6grsl-Beclm.  |3 
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Vn.  Capitel. 

Rectification  der  Curven. 

§.79. 

Rectification  von  Cnrveni  welche  auf  ein  rechtwink- 
liges Coordinaten  -  SyBtem  bezogen  sind. 

Wenn  eine  beliebige  Curve,  p.     57^ 

VW,  Figur  57,  auf  recht- 
winklige Coordinaten  bezogen 
ist,  und  die  Länge  eines  belie- 
bigen Bogenstückes  gleich  s  ge- 
setzt wird,  so  ist  nach  D.  R., 
Seite  205 

1)  d8'  =  dx'  +  dy* 

Integriren  wir  Gleichung  3,  so  folgt 

Die  Gleichung  4  giebt  uns  ganz  allgemein  einen  Ausdruck 
fiir  ein  Bogenstiick  einer  beliebigen  Curve,  welche  auf  recht- 
winklige Coordinaten  bezogen  ist.  —  Wollen  wir  diese  Glei- 
chung zur  Ermittelung  der  Bogenlänge  einer  bestimmten  Curve 

anwenden,  so  müssen  wir  Rlr  diese  Curve  den  Werth  von  -^ 

dx 

ermitteln,  und  denselben  in  Gl.  4  einsetzen.    Führen  wir  darauf 

die  Integration  aus,  welche  in  Gl.  4  nur  angedeutet  werden 

konnte,  so  ist  damit  der  Werth  von  s  bestimmt. 
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§.80. 

Fortsetzung. 

Aurgpabe  1-    Die  Gleichung  einer  Parabel,  Fig.  58,  sei 
l)y«  =  ax.  Fig.  58. 

Man  soll  die  Länge  der  Bogen 
NMA  und  NM  berechnen,  wenn 
die  Abscissen  der  Punkte  M  und 
N  resp.  gleich  m  und  n  sind. 

Auflösung^.   Nach  Gleichung  4,  AP=m,  aq— n. 


§.  79,  ist  für  Jede  Curve 


^)'=/i/'+(S)"-^- 


dy 
In  diese  allg^emeine   Gleichung  müssen  wir  ittr  ^  den 

Wertli  einscIiaKen,  welcher  der  Gleichung  unserer  Parabel  ent- 
spricht.   Nun  folgt  aus  Gleichung  1 

3)  y  =  aVjxVs 

dy_^ 
*^  dx~2xV, 

dy 
Setzen  wir  den  Werth  von  -^  nach  Gleichung  4  in  Glei- 
chung 2  ein,  so  folgt 


5)  8=y|/l  +  ^.dx  +  C,  also 
6)ÄN=/;|/Tt^.dx 

7)MN=/Yl+^.dx. 

Um  die  Werthe  der  bestimmten  Integrale  in  Gleichung  6 
und  7  zu  lösen,  müssen  wir  vor  der  Hand  das  allgemeine  Inte- 
gral in  Gleichung  5  zu  ermitteln  suchen.    Zu  dem  Ende  setzen 

wir  nun 

13* 
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8)l/l+,^  =  u,alBox  =  |.^ 


BO  ist 


9)  fyi  +  ^ .  dx=  Tu .  dx  =  ux . /^x  du 

Entwickeln  wir  den  Werth  von  /  -r-  •  -= r-  nach  Glei- 

J    4    u*  —  1 

chung  11,  Seite  47,  so  folgt 

Setzen  wir  darauf  den  Werth  von  u  nach  GL  8  in  GL  11 
ein,  so  folgt 

'      +c. 


+^+1 


Verbinden  wir  Gleichung  13  mit  den  Gleichungen  6  und  7, 
so  folgt 

14)  AS  =  V^H^+^zö-£±i+iIi^!+^ 

^  ^        '    4    '    8  a 
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15)  ]>m  =  }/n'+f +  |-?^°.  +  *  +  ^7^°'+"^ 

_  1/   «  I  ft™      a   8in4-a  +  4K4in'  +  am 

•*  4        ö    8m+a4-4K4m'+am 

Bemerkoogeo. 

i.     Wir  empfehlen  dem  AnfKoger,   zu  der  vorstehenden  Aiif{gabe  so 
wie  zu  den  folgenden  Aufgaben  entsprechende  Zahlen-Beispiele  zu  bilden. 

2.  Ist  es  nothwendig,  bestlmnte  Integrale  anzuwenden,  mn  die  Werthe 

der  Bogen  AN  nnd  MN  zn  ermitteln?     (Yergl.  §•  63,  Seite  157  ff.  so  wie 
Bemerkung  Seite  2.) 

3.  Man  kann   /  V  ^  4~  2~  ^^^^  dadurch  lösen,  dass  man  setzt 


-^-  K^'+^.-i-  y^*+'"j  y^'+x.-j- 

Wie  ist  das  Verfahren  dann  weiter?     (Vergl.  Capitel  III.) 

Aa%abe  2.    Eine  Kettenlinie  (D.  R.  Seite  131)  ist  gegeben 
durch  die  Gleichung 

X  X 

i)y=m ^ 

Man  soll  dieselbe  rectificiren. 

Auflösang^.   Nach  Gleichung  4;  Seite  194,  ist  für  Jede  Curwe 


'^-fy^+0'-^- 


dy 
In  diese  allgemeine  Oleicliung  mOssen  wir  fttr  ^  den 

Wertli  einsetsen,  welclier  unserer  Curve  enfspridit.    Nun  folgt 
aus  GL  1 

_X  X 

.  dy      em  —  e    m 

^^E^ 2 
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Fig.  59. 


Setzen  wir  diesen 

dy 
Werth     von     ,-     in 
dx 

Gleichung  2  ein,    so 

folgt 


Wenn  OS  =  BK,     j  ^ergl. 

80  ist  AS  =  OB.     i  Bemerk.  2. 


.  dx. 


4)  s=/l/l+[em-e    mj  ., 

X  X 

_ .  dx  vergl.  Benierkang  1, 

X  X 

Hieraus   ergiebt   sich   nach    den    Bezeichnungen    unserer 
Figur  59 


7)  Ö]B  =  8^  =  m. 


b  ^m  —  e      m 


0  2 

b  b  c  c 

8)  Ö6=8''=m.e°  — e""      m   ^°~^~" 
*  2  *         2 

b  b  n  m 

e™  —  e     >n 


9)^  =  B;;  =  m.«°'-^    °'  +  m. 


Benerkoogen. 

1.    Fiir  den  weniger  geübten  Leser  wollen  wir  hier  noch  zeigen,  wie 
man  Gleichung  5  aas  Gleichung  4  ableiten  kann.    Zu  dem  Ende  setaen  wir 
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*\« 


1 

1  + 

2x               JK, 

em_2em, 

X 

+  e' 

2x 

m 

4 

z= 

:-+ 

2x 

4 

8x 
m 

= 

8x 

e'^+2  +  e 

4 

8x 

m 

= 

2x             X 

X 

.e    ^ 

+  e" 

_«x 
m 

4 

__        _iL\« 

11)  ' 


l-|-|em— e    ™)==  (em  — e     ")' 


2         ^  ^2 

Setzen  wir  nach  Gleichung   1 1    den  Werth   von  1  +  1 0"  +  ^         I 
in  Gleichung  4  ein,  so  folgt 


12)    ri/  1  +  (e^n  — e     °>j   =  dx  /  e°^  +  e     "> . dx  w.  z.  b.  w. 

2.     Aus  Gleichung  7  folgt 

eP  — e"™)  =m*.e'n--2  +  e     ^ 
2        '^  4 

\~  --  4/ 

/ 4 M 

I    2b  _2b  J 

c»m».U"  +  24-e     ^^  l[ 
/  4  ) 

=  m».(e"  +  e""  "1   —  m*. 


e 


b  ,     b 

Setzen  wir  in  Gl.  i  x  ^  b,  so  ist  (Fig.  59)  y  =  BK  =  m       m  ^^     '  m  ; 

2 
femer  ist  nach  Gl.  1  m  =  AO.    Demnach  folgt  aus  Gleichung  13 
14)  OB*  =  BK*  —  ÄO«. 

Der  Bogen  OB  ISsst  sich  also  genau  rectificiren.      Beschreibt  man 
nämlich   mit  BK  als  Badins  einen  Kreisbogen  um  O,  so  schneidet  dieser 
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KreiBbogen  Ton    der  AbBciBseiiAchBe  ein  St&ck,  AS,  ab,  welches  gleicb 

OB  iBt  — 

3.  Man  soll  die  LSnge  der  Bogen  BN  nnd  BC  auf  der  AbedsBenachse 
abtragen« 

4.  Im  Anhange  werden  noch  mehrere  Aufgaben  vorkommen,  die  sich 
anf  die  Kettenlinie  besiehen.  — 

Angabe  3.     Eine  Cjcloide  ist  gegeben  durch  die  Glei- 


1)  y  =  r(l  — cost) 

2)  x  =  r(t  — sint). 

Man  soll  sie  reetificiren  (yergl.  D.  R.  Seite  134). 

Auflösung.  Wir  gehen  wieder  aus  von  der  allgemeinen 
Gleichung  

Nun  folgt  aus  den  Gleichungen  1  und  2 
4)  dx  =  2r.sin'ydt 

Setzen  wir  diese  Werthe  von  dx  und  J-  in  Gleichung  3 
ein,  so  folgt 

6)  s=j^j/l  +  c1g»1.2r.sin»l.dt 

7)  s=y2r.sin-idt  =  — 4rcosy  +  C. 

Wollen  wir  die  Länge  der  ganien  Cycloide  bestimmen,  so 
müssen  wir  das  vorstehende  Integral  zwischen  den  Grenzen 
0  und  2it  nehmen.   Hierdurch  finden  wir  für  die  ganze  Cycloide 

*^       r^^  t  2ä 

8)  s  ==  /    2r.sin  — dt  =  —  4r  .  cos  ^  +  4r.cos0 

9)  s  =8r. 

0 
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Der  gpanse  Bogen  einer  gemeinen  Gyclolde  Ist  demnaeh 
8  mal  so  lang,  als  der  Radius  des  erzeugenden  Kreises. 

VergL  D.  R.  Seite  219. 

Aufgabe  4.    Man  soll  den  Umfang  einer  Ellipse  berechnen. 
Auflösung.   Nach  Gleichung  4,  Seite  195,  ist  für  jede  Curve 


Die  Gleichung  der  Ellipse  ist  nun 
b 


2)  y  =  _  V"ft«  _  x'.    Hieraus  folgt 
a 

o'v  ^ b^ 

dy .  . 

Setzen  wir  diesen  Werth  von  ^  in  Gleichung  1  ein,  so  folgt 


4)s=/|/i+^-^;^dx. 


(a'-x')- 

Um  den  Ausdruck  unter  dem  Integralzeichen  etwas  zu  ver- 
einfachen, setzen  wir 

5)  V^a*  —  b*  =  e  (lineare  Excentricität) 

e 

6)  =e  (numerische  Excentricität). 
a 

Hieraus  folgt 


7^  1/77Z5ZZ  _  l/a«-a'x'+b'x' 
';  Ki-1-a«(a'-x')~'^       a'(a'-x') 


V- 


t«_l/a^-8V 


a'  — X* 
Setzen  wir  nach  Gleichung  7  den  Werth  von 


1  /  b  x" 

r  i  +   8  /  8 8  iö  Gleichung  4  ein,  so  folgt 

a  ( a  "-^  X 
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«)'=/V^P'-^- 


Das  Integral  auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung  8  lässt 
sich  in  geschlossener  Form  nicht  ausfuhren.  Wir  wollen  deshalb 
das  Integral  in  eine  unendliche  Reihe  zu  entwickeln  suchen. 
Zu  dem  Ende  setzen  wir 

9)  X  =  a .  cos  u,  also  dx  =  —  a  sin  u .  du. 

Aus  der  Gleichung  8  folgt  dann 

V^a'  — e\a*.cos'u 


11)  s=  — a  r>^l  — e'cos*udu 


a.  smu 


.  a  sin  u  du 


Setzen  wir  hierin   den  Werth   von   /  V\  —  e'  .  cos*  u .  du 
nach  Gl.  8,  Seite  174,  ein,  so  folgt 
1    1 


12)  s=C— a. 


2.4*8 


1.1.3    10  e 


/l    1   ,  ,  1.1    4  ,  ,  1.1.3   15  ,    \ 
~V2'2*"^'2:4b*  "•"2.4.6*32*  '7       2 
/  1.1    1  ^  ,  1.1.3    6    .    \    8in4tt 


2.4.6   32-    •)•" 
1.1    4  ,,  1.1.3   15  ,    \    8m2tt 


1.1    1   « 
274*»' 


1.1.3  J8 

"2.4.6'32'  V      4 
1.1.3    1    .    \    sinöu 


•••)■ 

.1.3  J^   ,    \ 


6 


Wollen  wir  nach  dieser  Formel  den  Quadranten  der  Ellipse 
berechnen,  so  haben  nach  den  Gleichungen  10  oder  11s  zwischen 
den  Grenzen 

x  =  0  und  x  =  a 
d.  h.  nach  Gl.  9,  wir  haben  s  zwischen  den  Grenzen 

uss--  und  u  =  0  zu  nehmen. 
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Nun  ist  aber  sin  2u,  sin  4u,  sin  6a  eta  gleich  sowohl  wenn 

u  =  -^  als  auch  wenn  u  =  0.   Demnach  folgt  nach  Gleichung  12 

für  den  Quadranten  der  Ellipse 

,,^  an»,        11.       1.1    3    ,      1.1.310  ,   / 

13)«=2-|l-2-2^  -2-74-^^-2:4:6  36^  ••!• 


Benerkong^.     Die   Integration  von 


y     a«-x« 


dx,   welche   in  Gl.  8 


angedeutet  ist,  kann  man  auch  dadurch  einleiten,  dass  man 

14)  u  =  —  setzt. 

^  a 

Dann  ist 

ivi^    lA'—"«'^''    .  1  l/l  -  £«  U«     - 


1.1.3 


.  8'U' 


Nun  ist  nach  dem  binomischen  Lehrsatze 

16)    Knr^=l-le.u«-i^e«u«.     ^-^ . 

Setzen  wir  diesen  Werth  von  Vi  —  e'  u'  in  Gleichung  15  ein,  so  folgt 
r-/a«-E«x*  M   r      du  1         r    u»du 

-2.4*  j  frr^   •  r 

Ueber  die   weitere  Ausführung  der  Integration  sehe  man  Capitel  III. 

Aafgfabe  5.    In  nebenstehender  Ellipse  ist  die  halbe  grosse 
Achse  a=:5  und  die  halbe  kleine  Achse  b  =  3. 

Man  soll  den  Bogen  MN  nach  Simpsons  Regel  berechnen, 
wenn  AP  =  4  ist. 


Auflösung.     Weil  a  =  5    und 
b  =  3,  so  ergiebt  sich  nach  den  Glei- 
chungen 5  und  6,  Seite  201 
1)  8  =  0,8. 

Hieraus   folgt   in  Uebereinstim- 
mung  mit  Gleichung  8,  Seite  201 


Fig.  60. 
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2)  MN=/l/5LzM^dx=/V.^=^.dx. 

0  0 

Wenden  wir  zur  Entwickelang  dieses  bestimmten  Integrals 
die  Formel  in  Gl.  9|  Seite  185,  an,  so  folgt 

4)  MN  =  |-|l  +  4 . 1,019  +  1,164  j. 

5)  MN  =  |-. 6,24  =  4,16. 

§.81. 
Bectification  von  Polar -Carven. 

Um  einen  allgemeinen  Ausdruck  für  das  Differential  des 
Bogens  von  Polar -Curven  zu  erhalten,  nehmen  wir  an,  dass 

1)  r  =  f(u) 
die  Polargleichung  der  Curve  VW,  Fig.  61,  sei. 

Ist  nun  der  Bogen  VM  =  s,  so  lassen  wir  diesen  Bogen 
zunächst  um  ein  endliches 
Stück 

MM'  =  As 
zunehmen. 

Nach    den    Bezeich- 
nungen der  Figur  ist 


2)  MM'  =  ME  +  M'E. 
Femer  ist 


AM  =  r,  AM'  =  r+Ar. 


3)  ME  =  r.  sin  (Au) 

4)  M'E  =  M'A  — AE  =  (r  +  Ar)-rcos(Au). 
Setzen  wir  nach  den  Gleichungen  3  und  4  die  Werthe  von 

ME  und  M'E  in  Gleichung  2  ein,  so  folgt 
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5)  MM'  =  r'8in'(Au)+  jr  +  Ar  — r.coBAuj* 

=  r\8m'(Au)4- jr.(l  — co8Au)  +  Art* 

=  r'.8m»(Au)-{-r'(l— C08Au)*+2r.Ar(l— C08Au)+(Au)* 

=3  r' .  sin*  Au  -f-  (r' .  cos*  Au  —  2r*  co8  Au  +  r*) 

+  2r.Ar.28m*~+(Ar)* 
=  2.r»  — 21^.008  Au +  4r.  Ar.  sin' ^  + (Ar)' 
=  2r»  (1  —  C08  Au)    +4r.Ar.8in'^+(Ar)* 

=  4r»8in       ^  +  4r .  Ar .  sin*  ^  +  (Ar)' 

.   .  ,Au  .   .  ,Au 
,           4  sin'  -5-                            4  sin'  — 

6)  MM'  =  r'.-^.(Au)'  +  r.Ar.— ^,.(Au)'  +  (Ar)' 

7^?*E.  =  r•   "^    i^4-r  Ar  '""  2"  (Au)'       (Ar)' 

Diese  Oleichang  gfilt  filr  Jeden  Werth  von  Au;  sie  gilt  also 
auch  dann  noch,  wenn  An  verschwindet.  Aus  Gleichung  7  folgt 
demnach 

2  /       •  jAu  .  ,Au  \ 

oft'*       j    ('J!\  mSi''^       t^\'  ik''    i&'\ 

Nun  ist  aber 

9)UmM!==i 
.  .Au 

sin   -g- 

10)  J™7S^-=1  (D.  R.  Seite  49,  GL  12). 
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...  ,.     (Aa)'      ,.     (An)*      du' 
12)  limr.Ar  =  0 


MM' 


MM' 

Schalten  wir  die  Werthe  von  lim etc.  nach  den  Glei- 

chungen  9  bis  13  in  Oleichmig  8  ein,  so  folgt 
14)I  =  rM.^,  +  0.I.-^^,  +  ^-. 


,.-   ,         .du'       dr' 
Aus  Gleichung  15  folgt  endlich 


1 6)  ds  =  Kr* .  du«  +  dr»  =  f  V + (|^)'  •  du 

Bemerkangen. 

1.     Nach  der  Inflnitesimal-Netbode  kann  man  den  Werth  von  ds  fol- 
gendermassen  bestimmen:  —      — 

Wenn  An  sehr  klein  ist,  so 
kann  man  niherongsweise  den 
Kreisbogen  MN  so  wie  den  Bogen 
MM'  für  gerade  Linien  ansehen, 
nnd  demgemäss  die  Figur  MM'N 
niherangsweise  als  ein  rechtwink- 
liges A  behandeln. 

Demnach  wäre 

18)  MM'*  =  MN»  +  M'N" 

19)  As*  =  r«.(Au)«  +  (Ar)» 

Die  Annäherung   wird  um  so  grösser,  je  kleiner  Au  wird,  und   Glei- 
chung 2  wird  gfnao  richtig,  wenn  Au  in  du  übergeht     Demnach  ist 

20)  ds*  =  r«  .  du*  +  dr* 

21)  d8=|/r«  +  ('^y.du  (vergl.  Gleichung  16). 
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2.  Der  Leser  mag  aas  dem  Vorstehenden  entnehmen,  dass  die  InflBi- 
tesimal- Methode  in  vielen  Pillen  sehneller  snm  Ziele  fahrt,  nnd  mehr 
Uebersicht  gewAhrt,  als  die  sog^enanote  Grenz -Methode. 


§.  82. 
Fortsetzung. 

Aurg^abe.     Eine  archimedische  Spirale  ist  gegeben  durch 
die  Gleichung 

Man  soll  dieselbe  rectificiren. 
Aaflösunf^.    Aus  Gleichung  1  folgt 

2^  --.  =  - 
^^  du        2% 

dr 
Setzen  wir  nach  Gl.  2  den  Werth  von  -5-  in  Gl.  16  oder 

du 

21,  Seite  206,  ein,  so  folgt 


3)ds  =  V'r'  +  (0.du. 
Setzt  man  hierin  den  Werth  von  r  ein  nach  Gl.  1 ,  so  folgt 

Soll  nun   die  Länge   der  Spirale   zwischen  den  Grenzen 
m  und  n  berechnet  werden,  so  folgt 

Es    bleibt    nun    noch    über,    dass    allgemeine    Integral 
/  Kl  -|-  u* .  du  zu  lösen.    Dasselbe  ergiebt  sich,  wenn  wir  in 

Gleichung  4,  Seite  85,  a  =  1  und  x  =  u  setzen.    Danach  folgt 
aus  Gl.  5 
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6)  sj^=^jnKl+n»-Z(n"T^--n)| 


Vm.  CapiteL 

Berechnungp  der  Volumina  yod  KOrpern. 

§.  83. 
Berechnung  von  Rotationskörpern. 

Bekanntlich  kann  man  jeden  Rotationskörper  dadurch  her- 
stellen; dass  man  Fig.  63  eine  ebene  Curve  VW  (die  sogenannte 
Meridianlinie)  um  eine  Achse  AX  rotiren  lässt,  welche  in  der 
Ebene  der  Curve  liegt 

Ist  nun  von  unserm  Rotationskörper  Fig.  63  dasjenige 
Stück    zu     berechnen ,  p.     ^3^ 

welches  durch  zwei  Ebe- 
nen begrenzt  wird,  die 
in  den  Punkten  P  und 
Q  normal  zu  der  Achse 
AX  stehen,  so  beziehen 
wir  die  rotirende  Curve 
VW  auf  ein  Coordina- 
ten- System,  dessen  Ab- 
scissen  -  Achse  mit  der 
Rotations -Achse  AX  zusammenföllt. 
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Die  G-leichung  der  Curve  sei  dann 

1)  y-f(x). 

Setzoi  wir  nun  die  Abscisse  des  Punktes  Rssx,  ferner 
TUssAxy  und  bezeicluien  wir  das  Volumen  im  Allgemeinen 
mit  V,  80  ist  AV  gleidi  dem  Körper,  welcher  durch  Rotation 
der  Fläche  RSUT  entsteht    Der  Werth  von  AV  liegt  also 

2)  zwischen  y* .  3i .  Ax  und  (y  +  Ay)' .  Jt .  Ax 

oder  es  ist 

[  lo  dieser  Qleichang  iat  9  eine  abso- 

Q\  ^^ /^xr_L_Q    Atr\«  «•  j  ^"*®  Zahl,  deren  Werth  kleiner  als 

^>'  ^  —  V  T-^-Ay;  ^  <J^i  ut.    Vergl.  übrigens  die  Be- 

f  merkung  **  auf  Seite  140. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt 

5)  dV  =  y«3i.dx. 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  das  Volumen  des  Körpers 
MNGH,  welches  zwischen  den  Grenzen  x  =  m  und  x  =  n  liegt 
durch  folgende  Gleichung  ausgedrückt  wird 

6)V°=rV«.dx. 

m       x/    tu 


§.84. 

Fortsetzung. 

In  dem  vorigen  §.  wurde  stillschweigend  vorausgesetzt,  dass 
die  Gleichung  der  Meridianlinie 

l)y  =  f(x) 
für  jeden  Werth  von  x  nur  einen  Werth  von  y  giebt.  —  Wenn 
statt  dessen  Mehrere  Worthe  von  y  für  denselben  Werth  von  x 
existiren,  so  bleibt  die  Sache  im  Wesentlichen  dieselbe.    Rotirt 

Stegem«im.    lDt6gr«l-Rechn.  14 
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z-  B.   die   Curve  Fig.  64  um  die Fig.  64. 

Achse  AX,  nnd  bezeichnen  wir  die 
kleinere  von  den  beiden  Ordinalen, 
welche  demselben  Werthe  von  x 
entsprechen,  durch  y,  die  grössere 
dagegen  durch  v,  so  folgt  durch 
eine  Betrachtungsweise,  welche  der 
des  vorigen  §.  analog  ist,  dass  der  Werth  von  ^  zwischen 


(y  +  Ay)'!  Uegt 


«.(y'-y')und«.!(y  +  Ay)'. 
Hieraus  folgt 

Wird  Ax  und  in  Folge  dessen  Ay  und  Ay  zu  Null,  so  geht 
Ä.l(y  +  e.Ay)»-(y  +  e.Ay)M  über  in  ji.(y«_y«). 
Demnach  ergiebt  sich  aus  Nr.  2 

1  Der  Leser  beachte,  dass  y  die  grösaere 
q\  ^Y.  —  ir  /'v'  —  11*^  )  ^^^  y  ^^®  kleine  der  beiden  Ordinaten 
^    dx  /  "^ö"*®^^*  »     welche     einem     beliebigen 

f  Werthe  von  x  entsprechen. 


4)  dV  =  :i(y'-y»)cbc 


Fig.  65, 


§.  85. 

Fortsetzung.    Aufgaben. 

Angabe  1.  Ein  normaler  Kegel  mit  Ereisbasis  ist  durch 
seine  Höhe  (h)  und  den  Radius  seiner  Basis  (r)  bestimmt  Man 
soll  das  Volumen  desselben  ermitteln. 

Auflösung.  Offenbar  kann 
man  unsem  normalen  Kegel  mit 
Kreisbasis  dadurch  entstanden 
denken;  dass  die  gerade  Linie  AB 
um  die  geometrische  Achse  (AC) 
desselben  rotirt. 

Wir    können    deshalb    das  AC  =  h. 
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Volumen  derselben  nach  den  allgemeinen  Formeln  berechnen, 
welche  in  §.  83,  Seite  208,  entwickelt  sind.  — 

Beziehen  wir  nun  die  rotirenden  Grade  AB  auf  ein  recht- 
winkliges Coordinaten  -  System,  dessen  Abscissenache  die  Linie 
AC  und  dessen  Anfangspunkt  der  Pimkt  A  ist,  so  entspricht 
die  Grade  AC  der  Gleichung 

I  Um    die    Gleichung    der    Graden   AB    abzuleiten, 
1  nehme   man   in   AB   den  beliebigen  Punkt  M  an, 

1)  y=_X.   \  und    finde    auf   AC    die    Normale    MP,    dann   ist 

h         )  r 

i  AAMPCV)ABC,  also  y:x  =  h:r,  odery  =  — -x.  — 
'  h 

Setzen  wir  nach  unserer  Gleichung  1  den  Werth  von  y  in 

Gleichung  6,  Seite  208,  ein,  so  folgt 

2)  dV=px'jt.dx. 

Integriren  wir  diese  Gleichung  zwischen  den  Grenzen  0  und  h, 
so  erhalten  wir  das  gesuchte  Volumen  unseres  normalen  Kegels 
mit  Kreisbasis 

o\  tt'*      r'        r  in       «/   ^'         L3         1     2        u    l  Vergl.    Bemerk.    1, 

Aufgabe  2.  Ein  abgestumpfter  normaler  Kegel  mit  Elreis- 
basis  ist  gegeben  dui'ch  die  Radien  seiner  Endflächen  (R  und  r), 
so  wie  durch  seine  Höhe  (h).  Man  soll  dessen  Volumen  be- 
rechnen. — 

Auflösung.  Wir  fassen  un- 
sem  abgestumpften  Kegel  als 
einen  Rotationskörper  auf,  welcher 
durch  Rotation  der  Linie  BC,  um 
die  (mit  BC  in  derselben  Ebene 
liegende)  Achse  AX  entsteht. 

Beziehen  wir  nun  die  Ldnie 
BC  auf  ein  rechiwinkliges  Coor- 
dinaten- System,  dessen  Abscissenachse  AX  und  dessen  An&ngs- 
punkt  der  Punkt  A  ist,  so  entspricht  die  Grade  BC  der  Gleichung 

14* 
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Um  die  Oleichnn;  absaleiten,  ^he  man 
ans  von  der  Proportion 

BD  :  CD  =  Bp  :  Mp 

Hieraus   folgt  Mp  ==  — - —  z«     Dem- 
h 

R  —  r 

nach  ist  y=:Pp4-Mp  =  r-| ^ —  x. 

h 

Setzen  wir  nach  dieser  Gleichung  l  den  Werth  von  y  in 
Gleichung  5,  Seite  209,  ein,  so  folgt 

2)  dV=jt.(r+^-xydx. 

Hieraus  erhalten  wir  für  das  gesuchte  Volumen  unseres 
abgestumpften  Kegels 

Um  den  Werth  des  bestimmten  Integrals  auf  der  rechten 
Seite  unserer  Gleichung  zu  ermitteln,  gehen  wir  aus  von  dem 
allgemeinen  Integral. 

Zunächst  ist 

Setzen  wir 

f-xli  —  r  ,      R  —  r,         , 

5)  — r —  X  =  u  also  — r —  dx  =  du 

so  folgt 
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Nun  ist 

Setzen  wir  nach  Gleichung  9  den  Werth  von  -^^ —  in 

JbC  —  r 

Gleichung  8  ein,  so  folgt 

^■''    ■  Rz:J:x)dx  =  -|.(R.  +  Rr  +  r»). 

yh             R r 
(r-j r — x)dx  nach  Gleichung 

10  in  Gleichung  3  eingesetzt,  so  ergiebt  sich  för  das  Volumen 
des  abgestumpften  Kegels 

m   v'*  — .  ^^  ^P«  _L  Pr  -L  ,.•^     S  ^^^^^'  Bemerkung  7, 

Aufgabe  3.  Der  Radius  einer  Kugel  ist  gleich  r.  Man 
soll  sein  Volumen  berechnen. 

Aaflösung.  Bekanntlich  entsteht  eine  Kugel,  wenn  man 
Fig.  67  einen  EUilbkrei&  um  seinen  Durchmesser  BC  rotiren 
lässt    Beziehen  wir  nun  unsem  Fig*  67. 

Halbkreis  auf  ein  rechtwinkliges 
Coordinaten- System,  dessen  Ab- 
scissen-Achse  dieser  Durchmesser 
BC  und  dessen  Anfangspunkt  der 
Mittelpunkt  A  ist,  so  ist  die  Glei- 
chung des  Kreises 

1)  y=yr^^Z^\ 

Setzen  wir  nach  dieser  Gleichung  den  Werth  von  y  in 
Gleichung  5,  Seite  208,  ein,  so  folgt 

2)  dV  =  (r*-x«).jt.dx. 

Hieraus    ergiebt    sich    das    Volumen    der    ganzen   Kugel^ 

V^''  =  jr  r'^'(r*-x»)dx 
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*^^:r<--i)~<-'--j) 


-K        4 
5)  V    =4«-r*-  - 

— r        ö 

Eemerknmgtn. 

1.  Wir  machen  dmrftof  ftofmerksam,  data  die  Körper,  welche  in  den 
Aaflösnngen  von  Aa%ftbe  1  bis  3  berechnet  sind,  mit  Httlfe  der  niedem 
Mathematik  berechnet  werden  können;  dass  also  hierdurch  ein  Mittel  ge- 
boten ist,  die  Richtigkeit  unserer  Methode  zn  prüfen.  — 

2.  Wie  gross  ist  das  Yolnmen  (y  j  des  Körpers,  welcher  durch 
Rotation  der  Flttche  MT'PM  entsteht? 

Aurgfabe  4.  Wie  gross  ist  das  Stück  des  Rotations  -  Para- 
boloids,  welches  Fig.  68  dadurch  entsteht,  dass  die  Parabel- 
fläche AMP  und  die  geometrische  Achse  AP  rotirt,  wenn  der 
Parameter  der  rotirenden  Parabel  =a  ist? 

Attfldsung.    Die  Gleichung  unserer  Parabel  ist 

1)  y«=ax.  Fig.  68. 

Setzen  wir  diesen 
Werth  von  y'  in  die  Glei- 
chung 5,  Seite  208,  ein, 
so  folgt 

2)  dV  =  Jtax.dx. 
Daraus  folgt  für  das 

gesuchte     Volumen     die 
Gleichung 


3)  V  =ata  /     xdx  =  : 

0  J    0 


Benerkaogeo. 

Seilen  wir  AP  =  m,  MP  =  r,  so  folgt  aus  Gleichung  1 
4)  am  =  r^  also  erhalten  wir  nach  Ol.  3 
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2.  Das  Yolomen  eines  Cylinden  mit  KreiBbaeifl,  dewen  Höhe  s=h 
und  dessen  Radios  gleich  r  ist,  ist  bekanntlich  gleich  m  r'  n ;  mithin  ist 
nach  Qleichung  5  elo  Cyllnder  doppelt  so  gross,  als  elo  Rotatlons-Para- 
bolold,  welehes  mit  Ihm  glelehe  Basis  aad  glelehe  H0he  hat. 

3.  Ist  eine  Engel  gegeben,  nnd  ausserdem  ein  Rotations-Paraboloid, 
ein  Kegel  und  ein  Cylinder,  deren  Durchmesser  an  der  Grundflttche  und 
deren  Höhen  gleich  dem  Durchmesser  der  Kugel  sind.    Man  soll  beweisen, 

2     1      1 

dass  sich  die  Yolamina  dieser  Körper  wie  "ö"  ' "«"  •  "ö"  •  ^  o^®'  ^*®  4:3:2:6 

▼erhalten. 

4.  Ein  Rotations  •  Paraboloid  wird  durch  Ebenen  geschnitten,  welche 

m 
normal  zur  Rotations-Achse  stehen,  wie  gross  ist  das  Yolamen  (V    ),  welches 

zwischen   diesen   beiden   Ebenen    liegt,    wenn   deren   Entfernungen    Tom 
Scheitelpunkte  resp.  n  und  m  sind.     (Yergl.  Gl.  2.) 

Aufgrabe  5.  Man  soll  das 
Volumen  (V)  eines  Ellipsoids  be- 
rechnen, welehes  dadurch  ent- 
steht, dass  sich  eine  Ellipse  um 
ihre  grosse  Achse  dreht.  — 

Aunösung'.     Die   Mittelpunkts  -  Gleichung   der   Ellipse   ist 
bekanntlich 

1)  y  =  ifa«-x^ 
^  a 

Setzen  wir  diesen  Werth  von  y  in  Gleichung  5,  Seite  208, 

ein,  so  folgt 

2)  dV  =  -Ijt.(a*-x»)dx. 

a 

Hieraus   ergiebt    sich    das    Volumen    unseres    Rotations- 
Ellipsoides 

3)  V^'  =  ^  ^/^/^' ""  ""'^  ^"^ 

=  -5-  a*  b  Jt. 
o 

Aufgabe  6.    Eine  Ellipse  rotirt  um  ihre  kleine  Achse.   Man 
soll  das  Volumen  des  entstandenen  Rotationskörpers  ermitteln. 
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Aufldsuiig«  Nach  der  Auflösung  der  vorigen  Au%abe  ist 
einleuchtend,  dass  das  gesuchte  Volumen  ausgedrückt  wird  durch 
die  Gleichung 


l)V  =  Jj«.y^^(b»-y»)dy. 


Hieraus  folgt 

2)  V=ia«b%. 


Beaerkaogei. 

1.  Setien  wir  in  den  Aufgaben  5  and  6  a  =  b=sr,  so  werden  die 
beiden  dort  befindlichen  Ellipsoide  zu  Kngeki  Tom  Eadioe  r.  Hiernach 
erhalten  wir  für  das  Volumen  einer  Kugel 

V«r-|  r«Ä.     (Vergl.  Aufgabe  3.) 

Ü.  Ein  Rotations -Ellipsoidy  welches  durch  Umdrehung  einer  Ellipse 
uiH  die  kleine  Achse  entsteht,  ist  ein  sogenanntes  abgeplattetes  Rotations- 
ElipMid. 

Aufgabe  7.  Man  soll  das  Volumen  eines  Rotations  -  Hyper- 
boloides berechnen. 

(Die  Auflösung  überlassen  wir  dem  Leser.) 

Aufgabe  8.  Eine  Cyclgide  rotirt  um  die  Grade  AB,  welche 
deren  Endpimkte  verbindet.  Man  soll  das  Volumen  des  ent- 
standenen Rotationskörpers  berechnen.  — 

Auflösung.  Beziehen  Fig.  70. 

wir  Figur  70  unsere 
Cycloide  auf  ein  recht- 
winkliges Coordinaten- 
System ,  dessen  Ab- 
sissenachse  die  Linie 
AB  und  dessen  An- 
fangspunkt der  Punkt  A  ist,  so  entspricht  nach  D.  R.,  Seite  135, 
Gleichung  5  und  6,  die  Cycloide  den  Gleichungen 
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1)  xeesr(t  — sint) 

2)  y=sr(l--C08t). 
Aus  Gleichung  1  folgt 

3)  dx  =  r(l  — co8t)dt 

Setzen  wir  nach  den  Gleichungen  2  und  3  die  Werthe  von 
y  und  dx  in  Gleichung  5,  Seite  208,  ein,  so  folgt 

4)  dV=ji;.r»(l— C08t)*.r(l-C08t)dt 

5)  dV=rjtr»(l-.C08t)'dt  =  83tr»8in«y.dt 

Hieraus  ergiebt  sich  fllr  den  Werth  des  ganien  Rotaflons* 
kArpers  die  Gleichung 

6)  V   =83tr*   /     sin^^.dt. 

Um   das   Integral    /  sin'  ^  dt  zu   lösen ,   entwickehi  wir 

sin*  j  nach  D.  R.  §.  45,  Seite  77. 
Hierdurch  ergiebt  sich 
7)8in*l=l|-cos6l  +  6cos4.1-15cos2l  +  10 


••^\—  cos3t  +  6co8  2t  —  15cost+10|. 


Setzen  wir  diesen  Werth  von  sin"  -^  in  Gleichung  6  ein, 

und  fiihren  wir  darauf  die  Integration  aus,  so  folgt 

^.  •Jn     3t rM      sinÖJt   ,    .8in4jt      -^   .    ^       ,   «^ 
8)  Y^=  —  ^ __j.6-^ 15  8in2jt  +  20Ji 

Är'i      sinO  ,  ^    sinO 


;r'|      sinU  ,  ^    smO       .^     .    ^) 
rr"3~  +  ^-"^ 15.sin0[. 


Nun  ist  sinO)  sin  2  7t,  sin4Jt,  sin  6  7t  gleich  0.    Demnach 
ergiebt  sich  aus  Gleichimg  8 

9)  v'"=^.20Ä  =  5jt'r». 
^     0        4 
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Wie  mÜBste  man  Terfahren,  wenn  man  y  (1  —  cos  t)*  dt  nach  Glei* 
chnng  7,  Seite  27,  lösen  wollte? 

Aurg^abe  9.  Man  soll  das  Volumen  des  Rotationskörpers 
berechnen,  welcher  entsteht,  wenn  Fig.  70  die  Fläche  MPQN 
um  die  Achse  AB  rotirt. 

AuriAsttDgr.    Nach  Gleichung  5,  Seite  217,  ist 

1)  dV==3tr»(l  —  cost/dt 

Sind  nun  a  und  ß  diejenigen  Werthe  von  t,  welche  den 
Werthen  x  =  m  imd  x  =  n  entsprechen,  so  ist  das  gesuchte 
Volumen 

2)  V''=  Ji  r*   r^(l  —  cos  ty  dt. 

m  Ja 

Die  weitere  Ausführung  können  wir  dem  Leser  überlassen. 

Bemerkung.  Wenn  die  Lage  der  Punkte  M  und  N  4arch  die  Ah- 
sclssen  m  und  n  gegeben  ist,  so  müssen  wir  die  Werthe  von  a  und  ß 
nach  Gleichung  1  Seite  217  berechnen.  Da  nan  aber  die  Gleichung  1 
für  t  sich  nicht  in  geschlossener  Form  auflösen  iKsst,  so  kann  man  für 
a  und  ß  nur  NäheruDgswerthe  finden.  —  Wir  empfehlen  dem  Anfänger, 
für  r  so  wie  für  m  und  n  bestimmte  Zahlenwerthe  anzunehmen,  und  die 
Rechnung  durchzuführen. 

Aufgabe  10.  Man  soll  dass  Volumen  des  Rotationskörpers 
berechnen,  welcher  dadurch  entsteht,  dass  die  Ellipse  Fig.  71 
um  die  Achse  XX  ro-  Fig.  71. 

tili;,  wenn  man  vor- 
aussetzt, dass  XX  die 
Ellipse  nicht  schneidet 
und  ihrer  grossen  Achse 
parallel  ist. 

Auflösung.  Die  Mit- 
telpunkts -  Gleichung 
der  Ellipse  ist  bekannüiuu 

i)7  =  ±^V^^^^'- 


a 
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Beziehen  wir  nun  unsere  Ellipse  auf  ein  rechtwinkliges 
Coordinaten- System,  dessen  Abscissen- Achse  die  Linie  XX 
und  dessen  Anfangspunkt  der  Punkt  A  ist,  so  ergiebt  sich  fol- 
gende Gleichung  fiir  unsere  EUipse 

2)  y=m±  —  VBr:^. 
a 

Da  nun  in  Gleichung  2  unsere  Ellipse  auf  ein  Coordinaten- 
System  bezogen  ist,  dessen  Absissen- Achse  mit  der  Rotations- 
Achse  zusammen&llt,  so  können  wir  Gleichung  4,  Seite  209, 
benutzen,  um  das  Volumen  unseres  Rotations -Körpers  zu  be- 
rechnen. 

Wir  erhalten  demnach 

3)  dV  =  3i.  j(m  +  ^|^i?"^?y-.(m.-lKaTZl-^y(dx 

4)  dV  =  jr.U— r^*^^|dx. 


a 

Hieraus  ergiebt  sich  für  das  ganze  Volumen  unseres  Kör- 
pers die  Gleichung 

5)  V  =  i^n.  J^^r^^^r^.dx. 

Nun  ist 

6)j^|^ii^^:^^dx  =  ^arc8in|.  +  ''^^^'^^^'''  +  C. 
Hieraus  ergiebt  sich  weiter  nach  §.  42,  Seite  96 

7)  f  *  Ka*  —  x' .  dx  =  y  arc  sin  (  —  )  —  y  *rc  sin  ( —\ 
Nun  ist 

8)  arc  sm  -^—  =  arc  sm  1  =  -5- 

9)  arc  sin =  arc  sin  (—  1)  =  —  — . 

Setzen  wir  die  Werthe  von  arc  sin  -i—  und  arc  sin 

a  a 

nach  den  Gleichungen  8  und  9  in  Gleichung  7  ein,  so  folgt 
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Ans  den  Gleichungen  10  und  5  folgt  weiter 
11)  V  = .— ^ —  =  2abmÄ'. 

BeHerfcaigei. 

1.  Der  Auadnick  2abmn*  Iftsst  sieb  in  die  beiden  Facterei  Tmx 
aid  ab^c  lerleg^ei.  Der  eine  von  diesen  Factoren  ist  gleich  dem  Umfange 
des  Kreises,  den  der  Mittelpunkt  unserer  Ellipse  beschreibt,  der  andere 
Factor  ist  gleich  der  Fliehe  der  Ellipse.  Da  nun  der  Mittelpunkt  der 
Ellipse  zugleich  ihr  Schwerpunkt  ist,  so  ergiebt  sich,  dass  das  Volumen 
unseres  Rotations  >  Körpers  gleich  ist  dem  Produkt  aus  der  erzeugenden 
Fläche  und  dem  Wege,  den  der  Schwerpunkt  derselben  bei  der  Drehung 
zurücklegt. 

2.  Dieser  Satz  gilt  in  allen  FttUen,  in  denen  eine  ebene  Figur  um 
eine  feste  Achse  rotirt,  die  in  ihrer  Ebene  liegt  und  die  Figur  nicht 
schneidet.    Er  ist  bekannt  unter  dem  Namen  der  Guldinschen  RegeL 

3.  Kann  man  nach  Gleichung  11  das  Volumen  eines  Rotations  -  Kör- 
pers berechnen,  der  dadurch  entsteht,  dass  ein  Kreis  um  eine  Achse  rotirt, 
die  in  dessen  Ebene  liegt,  und  den  Kreis  nicht  schneidet? 

§.  86. 

Cubatur  der  Körper  von  beliebiger  Gestalt. 

Wir  wollen  in  den   folgenden   drei  Aufgaben   drei   Fälle 

behandeln,  die  den  Leser  hoffentlich  in  den  Stand  setzen,   sich 

in  jedem  besonderen  Falle  zureeht  zu  finden. 

Fig.  72. 
AuFgabe  1.  Auf  der 

XY-Ebene  steht  Fig.  72 
ein  normaler  prisma- 
tischer Körper,  dessen 
Basis  das  Rechteck 
ABCD  ist,  und  welcher 
oben  in  GHIK  durch 
eine  krumme  Fläche 
begrenzt  wird,  welche 
bestimmt  ist  durch  die  Gleichung 
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l)z  =  f(x,y). 
Man  soll  das  Volumen  dieses  prismatischen  Körpers  be- 
rechnen. 

Auridsuiig;.    Diese  Aufgabe  ist  schon  §.  57,  Seite  134  ff.; 
gelöst;  worauf  wir  hiermit  verweisen. 

Aufgabe  2.    Die  Gleichung  einer  krummen  Fläche  sei 
l)z  =  f(x,7). 

Femer  sei  in  der  horizontalen  Coordinaten- Ebene  eine  ge- 
«chlossene  Figur  EBCD  gegeben,  deren  Peripherie  der  Gleichung 

2)  y  =  (p(x) 
entspricht. 

Man  soll  Kg.  73  das  Volumen  desjenigen  Körpers  berech- 
nen, welcher  begrenzt  wird  durch  die  krumme  Fläche  Gl.  1, 
durch     die     Figur    EBCD 
(Gl.  2)  und  durch  eine  nor- 
male Cylinderfläche,  deren 
Basis  die  Figur  EBCD  ist. 

AuflAsung,  Wir  setzen 
das  Volumen  unseres  Kör- 
pers gleich  V.  Theilen  wir 
denselben  durch  2  Systeme 
von  Ebenen,  welche  resp. 
=:|=  der  XZ  -  Ebene  und 
XY-Ebene  sind,  in  prisma- 
tische    Elementar  -  Körper, 

deren  Basis  gleich  dx .  dy  ist,    so  lässt  sich  die  Grösse  jedes 
dieser  Elemente  ausdrücken  durch  die  Differential  -  Function 
„f(x.y).dx.dy.« 


Hieraus  folgt 

8'V 

dxdy 


S'V 

3)  i     ,    .  dx  dy  =  f  (x .  y) .  dx  dy,  also 


Digitized  by  VjOOQIC 


222 


4)  V=  p  r'f(x.y)dx.dy 
5    V=  /'^'dx  pf(x.y)dx 


In  Oleichung  4  und  5  hingt  der 

Werth  der  Grensen  z^,  x^  and 

7o)  7i  ▼oi^  ^«'  Natnr  der  Olei* 

ehnng   2   ab,   nnd  es   alnd   7^ 

'**^^    /^^V/^     ■»>  yl^      I  und  7j  Functionen  Ton  X.  Ver- 

T  gleiche  Seite  I8l  ff.  nnd  Aüf- 

l  gäbe  8,  Seite  8t4. 

Aufgrabe  3.  Die  Gleichung  einer  in  sich  geschlossenen 
krummen  Fläche  Fig.  74  sei  Fig.  74. 

t)z  =  f(x.y). 

Man  soll  das  Volumen  des  Körpers  berechnen, 
der  durch  diese  krumme  Fläche  begrenzt  wird. 

AuriAsttng,     Wir  denken  uns  den  Körper  in 
drei  Systeme  von  Ebenen,  welche. resp.  den  3  Coor- 
dinaten-Ebenen  parallel  sind,  in  Mementar-Körper  zerlegt,  deren 
jeder  sich  diu*ch  das  Product  dx .  dy .  dz  ausdrücken  lässt 

Summiren  wir  nun  diese  Elementar -Körper  zunächst  in 
Gruppen,  so  dass  die  Elemente  einer  jeden  Gruppe  einen  nor- 
malen prismatischen  Körper  mit  dem  Querschnitt  dx.dy  bilden ; 

Summiren  wir  darauf  die  prismatischen  Gruppen  zu  Schich- 
ten, welche  parallel  der  ZY- Ebene  sind; 

und  addiren  wir  dann  alle  diese  Schichten,  so  ist  die  letzte 
Summe  gleich  dem  gesuchten  Volumen. 

Dieser  dreifachen  Addition  entspricht  eine  dreifeche  Inte- 
gration ,  erst  nach  z,  darauf  nach  y  und  schliesslich  nach  x. 

Es  ist  demnach 

2)  V=  p  /•''  Pdxdy.dz«  f'dx  fdy  TV 

In  dieser  Gleichung  sind  die  Grenzen  Xo  und  x„  y«  und 
y„  sowie  z©  und  Zi  abhängig  von  der  Gleichung  (!)  der  krum- 
men Fläche,  welche  das  gesuchte  Volumen  einschliesst,  und  es 
lässt  sich  leicht  erkennen,  dass  Zq  und  Z|  Functionen  von  x 
und  y,  so  wie  dass  y©  und  y,  Functionen  von  x  sind.  (Veigl 
Aufgabe  3,  Seite  225  ff.) 
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§.  87. 

Fortsetzung«  —  üebungs- Beispiele. 

Aurgabe  1.  Die  Gleichung  eines  Rotations -Paraboloides 
Fig.  75  sei 

In  der  XY- Ebene  liegt  ein  Rechteck  CEFG.  Man  soll 
den  normalen  prismatischen  Körper  berechnen,  dessen  Basis 
das  Rechteck  CEFG  ist,  Fig.  75. 

imd  welches  oben  durch 
die  Fläche  des  genann- 
ten Rotations  -  Parabo- 
loides (Gl.  1)  begrenzt 
wird,  wenn 

lBC  =  l,  BG  =  3 


^^  /CD  =  2,  DE  =  5 

Auriösung.  Nach 
§.  86,  Aufgabe  1,  oder 
nach  §.  57,  Seite  135  ff., 
erhalten  wir  für  das 
gesuchte  Volumen  die 
Gleichung 

Hieraus  folgt 


^)-=/>i(¥^+i;)-(i"+A)! 


6)V=ll|-. 
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Aufgabe  2.    Die  Gleichung  eines  Rotations -Paraboloids  sei 
Fig.  76 

Femer  liege  in  der 
XY  -  Ebene  ein  Kreis, 
dessen  Gleichung  sei 

2)  x«  +  y«  =  25. 

Man  soll  das  Volu- 
men desjenigen  normalen 
cylindriscfaen  Körpers  | 
berechnen,  dessen  Basis  < 
der  Kreis  (GL  2)  ist, 
und  welcher  oben  durch 
dieJFläche  unseres  Rota- 
tions-Paraboloides  (Gl.  1 ) 
begrenzt  ist. 

AuflAsung:.     Nach  der  Lösung  von  Aufgabe  2,  Seite  220, 
erhält  man 


=»^-/^/::('+f+^)•^^ 


Die   Grenzen  Xo,   X|,   so   wie  y©  und  y,   bestimmen  sich 
sehr  leicht  aus  Gleichung  2.    Zunächst  ist 

4)y  =  ±K25^=:¥». 
Hieraus  folgt 

5)  yo  =  -  K25-XS  y,  =  +  Vz^'^^^^ 

Da  femer  die  äussersten  Werthe  für  x  nach  Gleichung  2 
resp.  —  5  und  -(-  5  sind,  so  folgt 

6)  Xo  =  —  5,  X,  =  +  5, 

Setzen  wir  die  Werthe  von  y©,  yi  und  Xo,  x,  nach  Gl.    5 
und  6  in  Gleichimg  3  ein,  so  folgt 
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T)y=/^./(.+^+£)a, 


Hieraus  folgt  nach  §.  42;  Seite  96 


==2y;;;K25^^(i+?4^).dx. 

Setzen  wir  in  Gleichung  9 

10)  X  =  5  .  sin  u,  dx  =  5  cos  u .  du 
so  folgt  nach  §,  47,  Seite  117  ff. 

iiWT      oT   *c           /<    I    25  +  50co8*u\    ^  , 

11)  V=2/       öcosull  -| i-— j. 5 cos u du. 

T 

n 

«/-+»  ./102-50co8»u\        ,     , 

'^V  _n.^'*  ( 27 )  •  *****  ° ^"- 

s 

,   IC 

_2r   ^  2550  cos'  u  du  —  1250  cos*  u  du 


27 

8 


Nun  ergiebt  sich  weiter  aus  Gleichung  7,  S.  27 
12)  y*   *cos«udu  =  |. 


13)    /       cos*udu  =  -j-'Y3t  =  -g- jr. 

Stegemann.    IntegraMtechn.  15 
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Verbinden  wir  die  Gleichungen  11,  12  und  13,  so  folgt 

f 27  "i  ^-^^ 

.^,  „      6450         1075         -„13 

Benerknn^.  Der  Körper,  dessen  Volumen  wir  in  Gleichung  15  ge- 
funden haben,  ist  ein  Rotations  -  Körper.  —  Wie  kann  m&n  diese  Bemer- 
kung benutzen,  um  die  Richtigkeit  der  Methode  zu  prüfen,  welche  in  der 
▼orstehenden  Auflösung  angewandt  ist?     (Vergl.  Seite  208  ff.) 

Aufgrabe  3.  Man  soll  das  Volumen  des  dreiachsigen  Ellip- 
soides  berechnen,  wenn  dessen  halbe  Achsen  resp.  a,  b  und  c 
sind. 

Auflösung^.  Die  Mittelpunkts  -  Gleichung  des  genannten 
dreiachsigen  Ellipsoides  ist 

^)    o«"t-b«"rc»~''      )  Seite  229. 


a' 


2)  z 


-±«^-i;-?. 


Setzen  wir  nun  das  gesuchte  Volumen  gleich  V,  so  ergiebt 
sich  nach  Gleichung  2,  Seite  222 

dx  /     dy  /     dz. 

In  Gleichung  3  sind  die  Wertlie  der  Grenzen  Xoi  x„  y«, 
yi,  Zo  und  Zi  nocli  zu  bestimmen.  Nun  ergiebt  sich  zunächst 
aus  Gl.  2 

Um  die  Werthe  von  jo  und  y,  zu  finden,  beachte  man, 
dass  man  aus  Gleichung  1  für  jeden  Wertli  von  x,  die  äusser- 


Digitized  byVjOOQlC 


_227_ 

sten  Werthe  von  y  dann   erhält,  wenn  man  z  =  0  setzt.    Die 
Grenzen  von  y  ergeben  sich  demnach  aus  der  Gleichung 

Hieraus  folgt 

6)  yo=»  -  ^  rir=ii^  y'=+^  K^^^::"^? 

Endlich  folgt  noch  aus  Gleichung  1,  dass  man  die  ausser- 
sten  Weiihe  von  x  erhält,  wenn  man  y  und  z  gleich  Null  setzt, 
und  hieraus  folgt  dann 

7)  Xo  =  — a,  X,  =  +  a. 

Setzen  wir  nun  nach  den  Gleichungen  4,  6  und  7  die 
Grenzwerthe  in  Gleichung  3  ein,  so  folgt 

8)  V=  /    dy  /     dy  /    dz. 

-^         -^        b   , ^       tf i^~^ 


Hieraus  folgt 


9)V  =  2/dx  Je  lAi-^J-Zl.dy. 

a 
Femer  nach  §.  37,  Seite  82  ff. 

10)  V  =  2y|(a'-x')f  =  ^/(I*-x').dx. 


Dies  giebt 


,,.  „      bcjt  \4   j       4   ,  i  Ven 


^^^  )4  ^al  _  4  „k^  *      i  ^^'^firl.  Bemerk.  3, 

Seite  229. 

15' 
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BemerkangeD. 

1.  Man  kann  ein  dreiachsiges  Ellipsoid  auf  folgende  Weise  ent- 
standen denken :  Wir  construiren  Fig.  77  zwei  Ellipsen  DBGK  und  EBFK, 
welche  eine  gemeinschaftliche  pig.  77. 

Hanpt- Achse  BK  haben  und 
deren  Ebenen  sich  in  dieser 
gemeinschaftlichen  Haupt- 
Achse  rechtwinklig  schnei- 
den. Denken  wir  dann  eine 
dritte  Ellipse  degf,  deren 
Ebene  rechtwinklig  zu  der 
Linie  BK  steht,  und  deren 
Haupt  -  Achsen  eine  solche 
Lage  haben,  dass  deren  End- 
punkte e  und  f,  sowie  d  und 
g  auf  den  genannten  Ellipsen 
(EBFK  und  DBQK)  liegen, 
und  nehmen  wir  femer  an, 
dass  die  Ellipse  d  egf  sich  pa- 
rallel mit  ihrer  ursprünglichen 
Lage  in  dem  Intervall  zwi- 
schen B  und  K  fortbewegt, 
und  dass  sich  dieselbe  bei 
dieser  Bewegung  so  Ändert,  das  die  Punkte,  welche  den  Pankten  d  nnd 
e  so  wie  f  und  g  eDtsprecben,  stets  anf  den  Ellipsen  DBGIL  und  EBFIL 
bleiben,  so  beschreibt  dieselbe  bei  ihrer  Bewegung  ein  dreiachsiges 
Ellipsoid. 

2.  Um  die  Gleichung  dieses  dreiachsigen  Ellipsoides  aufzustellen, 
beziehen  wir  dasselbe  auf  ein  Coordonaten- System,  dessen  Achsen  mit 
den  Haupt -Achsen  des  Ellipsoids  zusammenfallen,  und  setzen  die  Halb- 
Achsen 

OD  =  a,  OF»=b  und  OB  =  a. 

Darauf  nehmen  wir  auf  der  OberflSche  des  Ellipsoides  einen  beliebi- 
gen Punkt  m  an,  dessen  Coordinaten  resp*  x,  j  und  z  sind.  Legen  wir 
darauf  durch  den  Punkt  m  eine  Ebene  =|=  XY  -  Ebene,  so  ist  der  Schnitt 
derselben  eine  Ellipse,  degf,  und  es  ist  zunSchst 


1)  od  .y»  +  or 
Nun  ist  weiter 

2)  ^*  .  c«  +  zV 
b> 


.  X*  ^  od   »of  j  folgt  aus  der  Gleichung  der  Ellipse  degf. 


b*  =  b»  c« 


3)of«^(c«-z«) 


folgt  aus  der  Gleichung  der  Ellipse  EGBK. 
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4)  od*.c*+B»«»  =  »*c«   J 


folgt  au  dar  OldebanK  dar  Elllpta  DBOK. 

r 


8«b«lten  wir  dl«  WMtii«  VOD  «J*  ond  od'  nach  den  Oleichongen  3  und 
B  in  Gleicbmif  1  •in,  to  folgt 

•)  fi  («*  -  «*)•/»+ 5  («•  - »')  x« = ^'  (c*  -  .»)• 

8)a*cV  +a«b*x*  «  a»  b*  c»  -  a>  b«  c» 

9)  a*  c»  X«  +  a«  c«  y«  +  ^«  b*  2»  =  a»  b»  c« 

*Ö)  ?  +  S  +  ?  ="  ^'     (^'*'^^'  ^''  *'  ®^'*^  ^*^') 

3.  Das  dreiacbsige  ElHpsoid  wird  zar  Kugel,  wenn  man  die  drei 
Achsen  einander  gleich  setat.  Wie  kann  man  diese  Bemerkung  benutzen, 
um  die  Richtigkeit  von  Gleichung  11,  Seite  227,  zu  prüfen? 


IX.  GapiteL 

Complanation  von  Flächen. 

§.  88. 
Berechniing  der  Oberflftche  von  RotationB-Eörpem. 

Wir  haben  schon  §.  83  bemerkt,  daes  man  jeden  Rotations- 
körper herstellen  kann,  indem  man  eine  ebene  Curve  (die  so- 
genannte Meridianlinie)  um  eine  feste  Achse  rotiren  lässt,  die 
in  ihrer  Ebene  liegt.  Wir  wollen  deshalb  in  dem  Folgenden 
annehmen,  dass  die  Gleichung  der  Meridianlinie  gegeben  sei  in 
Bezug  auf  ein  Coordinaten- System,  dessen  Abscissen- Achse  mit 
der  Rotations -Achse  zusammenfUUt.  Ist  z.  B.  die  Gleichung 
der  Curve  VW  Fig.  78 
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and  lassen  wir  dieselbe  tun  die  Achse  AX  rotiren,    so  entsteht 

hierdurch  eine  Rotationsfladie.     Setzen   wir  dann  die  Coordi- 

naten  des  Punktes  M  resp.  gleich  F»?-  ^• 

X  und  y,  femer  PP'  =  Ax,  nnd 

bezeichnen   wir  die  Grösse  der 

Oberfläche  dorch  O,  so  ist  AO 

gleich  derjenigen  Fläche,  welche 

durch  den  Bogen  ll^'  beschrie- 
ben wird.    Um  für  diese  Fläche  einen  allgemeine  Ausdruck  zu 
finden,  gehen  wir  aus  von   der  Kegelfläche,  welche  durch  die 
Sehne  SlM'  behrieben  wird. 

Bezeichnen  wir  diese  KegelHäche  durch  AK,  so  folgt 

1)  AK  =  (MP -f  M'P') .  MM'.  ir=(y +7  + Ay .  it .  I^Ax«-f-Ay* 

also 

Wenn  aber  Ax  immer  kleiner  wird,  so  wird  der  Quotient 

sich  der  Einheit  immer  mehr  nähern,  imd  zuletzt 

Bogen  MM' 

—  wenn  Ax  gleich  Null  wird  —  wird  dieser  Quotient  gleich  1 
werden,  d.  h.  lim  -^  =  1.    Demnach  folgt  aus  Gl.  4 


6)dO  =  2yitl/l4-(^y.dx. 
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Hieraus  folgt  unmittelbar 


„d=/l..,y,  +  (|)-.a,. 


Lassen  sich  die  GL  6  und  7  nach  der  Infinitisimalmethode   einfacher 
ableiten?     (Yergl.  Bemerkung  Seite  206.) 


§.89. 
Fortsetzung. 

In  dem  vorigen  Paragraphen  wurde  stillschweigend  vor- 
ausgesetzt, dass  die  Gleichung  der  Meridianlinie 

1)  y  =  f(x) 
fiir  jeden  Werth  von  x  nur  einen  Werth  von  y  habe.     Giebt 
ein  Werth  von  x  mehrere  Werthe  fiir  y,  so  wird  die  Sache 
nicht  wesentlich  geändert. 

Wenn  z.  B.  die  Curve  Fig.  79 
um  die  Achse  AX  rotirt,  und  wenn 
dann  die  grössere  der  beiden  Ordi- 
naten,  welche  einem  Werthe  von  x 
entsprechen,  durch  y,  die  kleinere 
durch  y  bezeichnet  wird,  so  ergiebt 
sich  durch  eine  Betrachtungsweise, 
welche  der  des  vorigen  §.  analog  ist,  die  Gleichung 


§.  90. 
Fortsetzung.  —  Aufgaben. 

Aurgabe  1.  Eine  Parabel  AMN  Fig.  80  dreht  sich  imi 
ihre  geometrische  Achse  AQ.  Man  soll  die  krumme  Fläche 
berechnen,  die  durch  den  Parabel -Bogen  AMN  erzeugt  wird. 


Digitized  byVjOOQlC 


232 

Auflösung.      Die    Gleichung  Fig.  80. 

der  Parabel  sei 

1)  y'  =  ax 
dann  ist 

^   di         2xV«  AQ  =  n. 

dy 
Setzen  wir  nun  die  Werthe  von  y  und  ^  nach  Gleichung 

1  und  2  in  Gleichung  6,  Seite  230,  ein,  so  folgt 
3)  dO=2aV,xV,jt.)/  1  +  ^.dx 


=  2aSjt.y  x  +  -|^.dx. 


Hieraus    ergiebt    sich    für    die    gesuchte    Oberfläche    die 
Gleichung 

4)  0°=2aV,jc.y^^j/"x+j.dx 

')<>:-'-•  f4+T)-i(T)"i 

=  ^^'    |(4n  +  a//.a«a'[ 

Wie  groM  ist  die  kramme  Fläche,  welche  durch  den  Bogen  MN  be- 
schrieben wird? 

Aufgabe  2.    Eine  halbe  Ellipse  Fig.  81  dreht  sich  um  ihre 
grosse    Achse«       Man    soll    die  Fig.  81. 

Oberfläche  des  hierdurch  ent- 
stehenden Rotations  -  EUipsoids 
berechnen. 

Auflösung.    Die  Gleichung 
unserer  halben  Ellipse  ist 

Hieraus  folgt 
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dy  bx 


3x^      a  Ki?=r** 

Setzen  wir   nach   den  Gleichungen  1   und  2   die  Werthe 

dv 
von  y  und  s-  in  Gleichung  6,  Seite  230,  ein,  so  folgt 

3)  dO  =  2« .  ^^^"^^  J^l  +  Sr(^^)  •  <J» 

a '  a' 

Setzen  wir  hierin 

4)  a'  — b*  =  e», 

80   folgt 

5)  dO  an.  2w .  T  Ka*  — e'4'xd. 

Hieraus   erhalten   wir  für   die  g^anie  Oberfläche  luiseres 
Rotations  -  Ellipsoides 

6)  0=?^.j"''n*-.e»x\dx. 
Nun  ist  nach  Gleichung  18,  Seite  84 


7) 


r|ra«_e»x'dx  =  e    rl/|J-x'.dx. 


l/**-x» 
a'         .    ex  ,     '  ■?        +C. 

Setzen  wir  diesen  Werth  von   /  Ka*  —  e*  x' .  dx   in  Glei- 
chung 6  ein,  so  folgt 

Q.  ^      2Ä.bla*  .     e    ,         lA*        71 

8)  0=— 5-j--.arc8m-  +  ae.|/^-a«{ 

9)  0=?^^^arcsin-  +  2ji.b* 

e  a 

Setzen  wir  hierin  für  e  seinen  Werth  nach  Gleichung  4, 
so  folgt 
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2«ba'              .     Va^^^  ,   o    k. 
=     .  .  arc  sin  >  +  2n  b  . 

BenerfcoBf.  SeUen  wir  assbar,  so  wird  niuer  RtUli«»  -  EllipstM 
m  einer  Ka^el  vom  Radius  r.  —  Wollen  wir  diese  Bemerkung  benntsen, 
um  die  Richtigkeit  des  Resnltats  in  Gleicbong  10  zu  prüfen,  so  mdssen 
wir  in  Gleichung  10  aa=b  =  r  setsen;  in  diesem  Falle  aber  nimmt  der 

2  n  b  a*  Va} b* 

Ausdruck      ,  .  arc  sin die  Form  00  •  0  an. 

I^a«-b«  » 

Aus  diesem  Grunde  setsen  wir  nach  Gleichung  10 

arcsm 
II)  0=2«b»*. 

Darauf  denken  wir  uns  b   als  variable  GrOsse,  und  bestimmen  nach 

arc  sin 

a 

D.  R.  Seite  103  ff.  den  Werth  Ton ,.  ,         ^    -  für  deo  Fall,   dass  b 

Ka>  —  b« 
gleich  a  wird.     In  diesem  Falle  wird 

arc  sin 

a  0         1 

Setzen  wir  nun  in  Gleichung  11  a  =  b  ^  r,   und  schalten   wir  unter 

l^a«  — b« 


arcsin- 


a 


dieser  Voraossetinng  den  Weg  von  / nach  GL  12  in  Glei- 

r  a*  —  b* 

chung  11  ein,  so  folgt  für  die  Oberflttche  der  Kugel 

13)  0«2«.r.r«  — 4-2«.r»  =  4r*«, 

eine  Gleichung,  deren  Richtigkeit  durch  die  Elementar -Malhenatik  be- 
BtAtigt  wird. 

Aufgrabe  3.  Die  halben  Achsen  einer  Ellipse  sind  a  und  b. 
Man  soll  die  Oberfläche  desjenigen  Rotations  -  EUipsoides  (des 
sogenannten  abgeplatteten  EUipsoids)  berechnen,  welches  ent- 
steht; wenn  die  Ellipse  sich  um  die  kleine  Achse  dreht. 

Auflösung^.  Wir  beziehen  unsere  Ellipse  auf  ein  Coordi- 
naten-System,  dessen  Abscissen- Achse  mit  der  kleinen  Achse 
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zusammeniällt,  und  dessen  Anfangspunkt  der  Mittelpunkt  der 
Ellipse  ist.  Unter  dieser  Voraussetiung  ist  die  Gleichung  der 
halben  Ellipse  Fig.  82  Fig.  82. 

Hieraus  folgt 

dy ax 

'  ^~~hVW^^  

3)dO  =  2n.^/"b!EE^^.dx. 
4)  0=?^y^Vb^  +  e'x'.dx 

Hieraus  folgt  weiter  nach  Gleichung  4,  Seite  85 
,)^_o.,,|     2ab'.     .a+n-^-HF- 

Man  soll  aus  Qleichang  6  den  Werth  von  O  finden,  für  den  Fall, 
dass  a  3=  b  =  r  wird,  d.  h.  dass  unser  Rotations  -  Ellipsoid  eine  Kugel  vom 
Radius  r  wird.     (Vergl.  Bemerk.  Seite  234.) 

Aufgabe  4.    Die  Gleichung  eines  Kreises  Fig.  83  sei 
1)  y  =  m  J-  l^r*  —  x'  wo  m  >  r. 

Man   soll   die    Oberfläche   des  Fig.  83. 

Rotations  -  Körpers  berechnen,  wel- 
cher entsteht,  wenn  unser  Kreis  um 
die  Abscissen -Achse  rotirt. 

Auflösung.     Aus  Gleichung  1 
folgt 
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Hieraus  folgt  nach  Gleichoog  1,  Seite  231 

3)  dO-=4mÄy  l+p-^.cbt. 

Dies  giebt  nach  Gleichung  5^  Seite  77 
6)  0  =  4mr.ji'. 

1.  Der  Ausdnick  für  O  in  Gleichung  6  Utost  Ach  in  die  beiden 
Faetoren  2m ff  nnd  2rn  serlegen,  der  eine  Factor  (2r3t)  ist  gleich  dem 
Umfange  des  rotirenden  Kreises,  der  andere  Factor  (2mff)  ist  gleich  dem 
Umfange  des  Kreises,  den  der  Mittelpunkt  des  rotirenden  Kreises  beschreibt, 
so  dass  in  nnserm  Falle  die  Oberfl&che  des  Rotations  -  KÖipers  gleich  ist 
dem  Prodncte  aus  der  Länge  der  rotirenden  Linie  and  dem  Wege,  den 
der  Mittelpaukt  (Schwerpankt)  derselben  bei  der  Rotation  beschreibt 
(Goldlins  Regel.) 

2,  Wenn  man  msssO  setst,  so  geht  nach  Gleichang  1  die  Dreh- 
Achse  durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises,  und  es  mUsste  nach  Gl.  13, 
Seite  234,  0  =  4r*ff  sein,  nach  Gleichung  6  wird  in  diesem  Falle  aber 
0  =  Null.     Wie  reimt  sich  dies  zusammen? 

§.  91. 

Krumme  Flflchen»  welche  ganz  allgemein  durch 

Gleichungen  zwischen  ihren   rechtwinkligen  Coordi- 

naten  gegeben  sind. 

Wir  wollen  annehmen,  dass 
l)z-f(x,y) 
die  Gleichang  einer  krummen  Fläche  (Fig.  84)  sei.    Nehmen 
wir  dann  in  der  genannten  Fläche  einen  beliebigen  Punkt  M 
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an,  dessen  Coordinaten  x,  y  und  z  seien,  und  zeichnen  wir  die 
Projection  (P)  dieses  Punktes  in  der  XY-Ebend,  deren  Coor- 
dinaten resp.  gleich  x  und  p.     g^ 
y  seien;  legen  wir  dann  wei- 
ter durch  P  die  Linien  PP' 
und  PP"  parallel  den  Achsen 
von  X  und  Y,  und  zeichnen 
wir  schiesslich  das  Rechteck 
PFF"P",     dessen    Seiten 
resp.  gleich  Ax  und  Ay  sind; 
80  können   wir  Fig.  84  das 
Rechteck     PF  F"  P"     als 
Projection   eines  Elementes 
(MM'M"M")  unserer  gesuchten  Fläche  auffassen. 

Lassen  wir  Ax  und  Ay  immer  kleiner  werden,  so  werden 
die  Punkte  P'  und  P"  immer  näher  an  P,  und  die  Punkte 
M'  und  M'^  immer  näher  an  M  rücken,  schliesslich  —  wenn 
Ax  und  Ay  in  dx  und  dy  übergegangen  sind  —  ist  MM'M'"M" 

lu  ^ — -p .  dx  dy  geworden.    Wir  dürfen  also  zunächst  setzen 

2)  g|!^ .  dx .  dy  =  lim  MM'M'"M". 

Setzen  wir  nun  den  Neigungswinkel,  welchen  die  Beruh- 
rungs- Ebene  des  Punktes  M  mit  der  XY- Ebene  bildet,  gleich  a, 
und  berücksichtigen  wir,  dass  die  Projection  von  lim  MM'M^^'M'' 
(Gleichung  2)  gleich  dx .  dy  ist,  so  ergiebt  sich 

3)  T T— .dx.dy  .C08a  =  dx.dy.|  Vergl.  Bemerk.  1. 

=  dx.dy.Kl+tgo. 

Der  Werth  von  cos  a  ist  offenbar  eine  Function  von  x  und  y. 
TJm  denselben  zu  ermitteln,   beachten  wir,   dass  nach  D.  R., 
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Seite  231   bis  233,  die  Gleichung  der  Berührungs- Ebene  des 
Punktes  M  folgende  Form  hat. 

Hieraus  folgt 

(i\  ♦««        ifl^^V  1    /^^V      ^  Vergleiche  Bemerkung 
b)^^=V   (aij+Vd^j       1   Seite  20. 

Setzen  wir  nach  Gleichung  6  den  Werth  von  tg  a  in  Glei- 
chung 4  ein,  so  folgt 


Hieraus  folgt  weiter 

wo  die  Werthe  der  Grenzen  Xq,  x„  Jq  und  y,  noch  näher   zu 
bestimmen  sind. 


BenerkDDgeD. 


1.  Gleichung  3  folgt  aus 
dem  allgemeinen  Satze,  dass  die 
rechtwinklige  Projection  einer 
ebenen  Figur  gleich  iat  dem 
Producte  ans  dieser  Figur  und 
dem  Cosinus  des  Neigungswinkels 
ihrer  Ebene  gegen  die  Projections- 
Ebene. 

Hiemach  wäre  z.  B.  in 
Fig.  85 

abcd  =  ABCD .  cos  a. 


Fig.  85. 
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2.  Um  zn  zeigen,  wie  Qleiohnng  6  ans  Qleicfaung  5  folgt,  wollen  wir 
annehmen,    daas    eine    beliebige  Fig.  86. 

Ebene,  RST  Fig.  86,  durch  die 
Qleichung  9  gegeben  sei,  nämlich 
9)  w  =  Au  +  Bv+C 
und  ans  zunächst  die  Aufgabe 
stellen :  den  Neigungswinkel  die- 
ser Ebene  gegen  die  XY- Ebene 
in  bestimmen. 

Zu  dem  Ende  fällen  wir 
Fig.  86  von  O  aus  eine  Normale 
OK  auf  TS,  und  verbinden  darauf 
R  mit  K.  Hierdurch  ist  der 
Neigungswinkel  (OKR  ^  a)  un- 
serer Ebene  Gl.  9  mit  der  XY- 
Ebene  bestimmt,  und  wir  können 
seinen  Werth  ausdrücken  durch 
die  Gleichung 

Es  handelt  sieh  also  nur  noch  darnm,  die  Wertbe  von  OR  nnd  Ol 
aas  der  Gleichung  unserer  Ebene  (61.  9)  in  berechnen,  nnd  dieselbe  In 
Olelehnng  10  eininsetien. 

Nun  ist  OR  derjenige  Werth  von  w,  der  sich  ergiebt,  wenn  in  Gl.  9 
u  nnd  ▼  gleich  Null  gesetzt  werden.     Demnach  ist 

11)  OR  =  C. 

Um  OK  zu  erhalten,  bestimmen  wir  zunächst  die  Gleichung  der  Gra- 
den TS  (der  Durchschnittslinie  unserer  Ebene  (Gl.  9)  mit  der  XY- Ebene). 
Wir  erhalten  die  Gleichung  dieser  Graden  aus  Gleichung  9  dadurch,  dass 
wir  w  =  0  setzen.     Dies  giebt 
12)0  =  Au  +  Bv  +  C 


13)  V  =  - 

A 

'b 

c 

Hieraus  folgt 

14)  tgOST« 

A 

~b' 

Nun  ist 

15)  0K=» 

OS 
OS 

.  sin  OST 

16)  0K  = 

yl    tg'OST 
y  l+tg«08T 

Digitized  byVjOOQlC 


_140_ 

D«r  Werth  ron  OS  erfiabt  deh  alt  Wmih  Toa  n,  wMia  man  in  Glei- 
ehuüg  9,  w  und  t  ^«eh  0  aatst    Demaacli  ist 

Betaen  wir  dia  WartiM  rao  08  «ad  t^OST  nach  daa  Glaiclran^an  17 
aad  14  in  Gleiehna^  16  aia,  ao  folft 


.£|/J! +  £i/":ü 


18)0K-  +  ^L,  ......    .TB* 


19)  OK-^. 

Sataan  wir  nan  dia  Wertha  ron  OB  und  OK  nach   dan  Olaiehnngen 
11  and  19  in  Olaiahnny  10  ain,  so  folgt 

30)  tg«—      9      —AB. 


AB 


3.  Dem  Voiatehenden  liagt  stiUschwaigand  dia  Yoranssatrang  sn 
Oranda,  dass  in  Gl.  1  densalban  Werthen  von  x  and  j  nar  ein  Werth 
Ton  s  entspricht.  —  Wie  ändert  sich  dia  Sache,  wann  denselben  Werthen 
Ton  X  and  j  iwei  oder  mehrere  Werthe  von  %  entsprechen? 


§.  92. 
FortMtmiig. 
Aarnifabe.    Eine  Halbkugel  ist  durch  die  Gleichung 

gegeben.    Man  soll  nach  Anleitung  des  vorigen  Paragraphen 
ihre  Oberfläche  berechnen. 

AuflAsung.    Aus  Gleichung  1  folgt  zunächst 

2\^^  = X 

3^  ^'^  y 

^  dy  >/^r»-x»-y* 

Digitized  byVjOOQlC 


241 

Setzen  wir  nach  den  Gleichungen  2  und  3  die  Werthe  von 
-T-und  j-  in  Gleichung  7,  Seite  238,  ein,  so  folgt 


5)  ^•d^-dy==^^,_'^._^,.dx.dy. 
Hieraus  folgt 

Um  die  Werthe  der  Grenzen  in  Gleichung  6  zu  ermitteln, 
beachte  man,  dass  die  Projection  unserer  Halbkugel  ein  Kreis 
ist,  welcher  der  Gleichung 

7)  y«+x*=r* 
entspricht. 

Hieraus  folgt;  dass 

8)  yo  =  — l^r»  — X«  und  yi  =  +>^r»-x« 

9)  Xo  =  — r  Xi  =  +  r. 

Setzen  wir  nun  nach  den  Gleichungen  8  und  9  fiir  Xo,  x„ 
7o  und  j]  ihre  Werthe  in  Gleichtmg  6  ein^  so  folgt 

EUeraus  folgt  nach  GL  5,  Seite  78 

11)  0=r"^2r.|-dx  =  2r'3t. 

In  Gleichung  11  bedeutet  O  die  halbe  Kugelfläche,  dem- 
nach ist  die  ganze  Kugelfläche  =  4  r'  n,  —  ein  Resultat,  wei- 
ches schon  aus  der  Stereometrie  beiianiit  ist.  — 

Litoflt  sich  dies  Resaltat  nach  der  Lösung  von  Aufgabe  2,  Seite  232, 
prüfen? 


StegamMui«    Intagna-Rechn.  1$ 
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Z.  CapiteL 

Differential  -  Gleiekang^n. 

§•93. 

Begiifi-Erklflimigen.     DUFerential-Oleichiingeii  und 
deren  AnflArangen. 

Jede  Gleichung,  in  welcher  Differentiale  von  variablen 
Orössen  (x  und  y)  oder  deren  Differential -Quotienten  vor- 
kommen,  heisst  eine  Differential -Gleichung  dieser  Variabehi; 
80  z.  B.  sind  die  folgenden  Gleichungen  1  bis  3  Differential- 
Gleichungen  oder  Variabein  x  und  7. 

dy 
1)  T^^a    oder  dyssadx 


2)  y-Vl+(sy=*   oder  y.Kdx'4-dy«  =  adx 

3)x.^  +  ^  =  x«    oder  x.d*y-dx.dy  =  x*dx'. 

Durch  eine  Differential -Gleichung  zwischen  den  Variabeln 
X  und  y  sind  dieselben  offenbar  in  eine  gegenseitige  Abhängigkeit 
gebracht  Man  kann  demnach  die  Aufgabe  stellen:  durch  eine 
neue  Gleichung  zwischen  x  und  y  allein  —  d.  h.  mit  Ver- 
meidung der  Differentiale  oder  Differential- Quotienten  —  die- 
jenige Beziehung  zwischen  diesen  Variabein  x  und  y  auszu- 
drücken, welche  nach  der  gegebenen  DilTerential- Gleichung 
zwischen  ihnen  Statt  llndet.  Diese  neue  Gleichung  nennt  man 
die  Auflösung  der  gegebenen  DiBerential- Gleichung. 
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§.  94. 
Fortsetzung. 

Die  Auflösung  einer  gegebenen  Differential  -  Gleichung 
nennt  man  häufig  deren  primitife  Gleichang  oder  deren  Inte- 
gral-Gleichung. Der  Benennung  „primitive .  Gleiehang^^  liegt 
der  Gedanke  zu  Grunde,  dass  die  gegebene  Differential -Glei- 
chung durch  Differentiation  (und  andere  analytische  Operationen) 
aus  ihrer  Auflösung  abgeleitet  ist. 

Nach  dieser  Auffassung  sieht  man  also  die  Auflösung  einer 
gegebenen  Differential -Gleichung  als  das  Ursprüngliche  an,  aus 
welchem  die  Differential- Gleichung  durch  Differentiation  etc. 
abgeleitet  ist,  so  z.  B.  ist  die  Gleichung 

1)  y«  =  x'-f-2 

die  Auflösung  der  Differential -Gleichung 

^    X        y 
Sehen  wir  nun  Gleichung  1  als  die  ursprüngliche  (primitive) 
Gleichung  an,  und  differentüren  wir  dieselbe,  so  folgt 

3)  2ydz  =  2xdx. 
Hieraus  folgt  weiter 

4)  y  dz  —  X  dx  =  0 

5)  ^-^  =  0. 

"^     X  z 

Es  kann  demnach  Gleichung  2  resp.  5  aus  Gleichung  1 
abgeleitet  werden,  so  dass  wir  Gleichung  1  in  Beziehung  zu 
Gleichung  2  resp.  5  als  die  primitive  Gleichung  ansehen 
können. 

Oben  wurde  schon  gesagt,  dass  man  die  Auflösung  einer 
Differential -Gleichung  auch  deren  Integral-Gleichung  nennt 
Dieser  Benennung   liegt  die  Voraussetzung  zu  Grunde,   dass 

16* 
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die  Aaflilsung  einer  gegebenen  DIITerenttal- Gleichung  durch 
Integration  erfolgt  sei« 

Hierzu  ist  jedoch  zu  bemerken^  dass  man  in  manchen 
Fällen  auch  ohne  Integration  aus  einer  gegebenen  Differential- 
Gleichung  die  Differentiale  oder  Differential -Quotienten  ent- 
fernen kann.  Die  Auflösung,  die  man  auf  diesem  Wege  erhält, 
nennt  man  im  Gegensatze  zu  der  Integral -Gleichung  die  be- 
sondere Auflösung  der  gegebenen  Differential -Gleichung. 


§.95. 
Eintheilimg  der  Differential -Oleichimgexu 

Man  theilt  die  Differential  -  Gleichungen  in  verschiedene 
Ordnungen  nach  der  Ordnungs-Zahl,  welche  die  Ordnung  des 
höchsten  Differentials  resp.  des  höchsten  Differential -Quotienten 
angiebt,  der  in  einem  Differential  vorkonamt;  und  zwar  heisst 
eine  Differential -Gleichung,  in  welcher  nur  Differentiale  resp. 
Differential -Quotienten  der  ersten  Ordnung  vorkommen,  eine 
Differential -Gleichung  der  ersten  Ordnung. 

Eine  Differential- Gleichung,  in  welcher  die  höchste  Ord- 
nung der  vorkommenden  Differentiale  oder  Differential -Quotien- 
ten die  zweite  Ordnung  ist,  heisst  eine  Differential  -  Gleichung 
der  zweiten  Ordnung. 

In  ähnlicher  Weise  findet  die  Eintheilung  weiter  Statt; 
ist  demnach  allgemein  n  die  höchste  Ordnungzahl  för  die 
Differentiale  resp.  Differential  -  Quotienten ,  welche  in  einer 
Differential -Gleichung  vorkommen,  so  ist  die  Differential -Glei- 
chung eine  Differential -Gleichung  n^^  Ordnung, 

Hiemach  ergeben  sich  die  Ordnungen  der  Differential- 
gleichungen 1  bis  7,  wie  sie  daneben  bemerkt  sind. 
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Differential  -  Gleichun- 
gen erster  Ordnung. 


gen  zweiter  Ordnung. 


1)  (ßf  +  l>x')  dy  +  (12  xy  +  bx«)  dx  =  0 

2)  (3y'4-bx«)g  +  (12xy  +  bx')  =  0 

3)y'-ax.(|y=o 

4)y.|/T^=a 
5)  dy  +  by"dx=ax™dx 
6)Hg  =  G.Kdx'  +  dy» 

dx' 

n  n— 1  n— 2  1 

QN^y^^p     dy        1    n     ^y        i         TT        n(l>»fferential- Gleichung 

dx  dx  dx  1 

Man  theilt  die  Differential  -  Gleichungen  femer  noch  ein 
nach  den  Potenzen  der  Differentiale  der  abhängigen  Variablen. 

Eine  Differential -Gleichung,  in  welcher  die  Differentiale 
der  abhängigen  Variablen  nur  in  der  ersten  Potenz  vorkommen, 
heisst  eine  DiBerential- Gleichung  ersten  tirades. 

Eine  Differential  -  Gleichung,  in  welcher  die  höchste  Potenz 
von  Differentialen  der  abhängig  veränderlichen  Grössen  die 
zweite  Potenz  ist,  heisst  eine  DilTerential -Gleichung  des  zwei- 
ten Grades. 

Eine  Differential- Gleichung,  in  welcher  die  höchste  Potenz 
von  Differentialen  der  abhängig  veränderlichen  Grösse  die  n*« 
Potenz  ist,  heisst  eine  DilTerental- Gleichung  des  n||E  Grades. 

EUemach  sind  die  obenstehenden  Gleichungen  1,  2  und  5 
Differential -Gleichungen  des  ersten  Grades  und  der  ersten 
Ordnung. 
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Die  Gleichungen  3  und  4,    Seite  245;   sind   Differential- 
Gleichungen  erster  Ordnung  zweiten  Grades. 

Aus  der  Gleichung  6^  Seite  245;  entsteht  die  Gleichung 


S)H-©'"  <>•(.+©> 


Diese  Gleichung  ist  demnach  eine  Differential- Gleichung 
zweiter  Ordnung  und  zweiten  Grades. 

§.  96. 
Die  Constanten  in  der  Integral -Oleichung. 

Es  liegt  auf  der  Hand  (nach  Seite  2),  dass  die  Integral- 
Gleichung,  welche  einer  gegebenen  Differential -Gleichung  ent- 
spricht, eben  so  viel  Integraiions-CQnstanten  enthalten  muss, 
als  die  Anzahl  der  Integrationen  ist,  welche  nöthig  war,  um 
aus  der  gegebenen  Differential -Gleichung  die  zugehörige  Inte- 
gral-Gleichung zu  erhalten. 

Wegen  der  Unbestimmtheit  dieser  Integrations- Constanten 
wird  demnach  auch  die  Integral  -  Gleichung  in  dieser  Beziehung 
unbestimmt  bleiben. 

Um  dies  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern,  nehmen  wir  an, 
es  sei  gegeben: 

Hieraus  folgt 

2)dy  =  ^)/|.dx 

3)  y   =aV,xV.  +  C. 

In  Gleichimg  3  kann  C  jeden  beliebigen  constanten  Werth 

haben.    (Vergl.  Seite  2.)     Es  folgt  also,   dass   die  Beziehung 

zwischen  x  und  y,  welche  durch  die  Differential -Gleichung  1 

ausgedrückt  wird,   nicht  vollkommen  bestimmt  ist;    dass   sie 
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vielmehr  erst  dann  bestimmt  ist,  wenn  wir  in  Gleicliung  3  fllr 
C  einen  g^anz  bestimmten  Werth  setzen. 

Man  kann  das  Vorstehende  auf  geometrischem  Wege  er- 
läutern, wenn  man  annimmt,  dass  x  imd  7  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  einer  Curve  seien.      In  diesem  Falle  ist  (D.  R., 

dy 
Seite  32)  -^-  gleich  der  trigonometrischen  Tangente  desjenigen 

Winkels  (y),  den  die  Berührende  mit  der  Abscissen  -  Achse 
bildet.    Es  folgt  demnach  aus  Gleichung  1 

4)  tgr^yi: 

Hierdurch  ist  also  die  Richtung  unserer  Curve  fiir  jeden 
Werth  von  x  bestimmt.  Weil  aber  auch  weiter  Nielits  aus 
Gleichung  1,  resp.  4,  folgt,  so  ist  klar,  dass  man  unzälilig  viele 
Curven  (wie  VW  und  UV,  Fig.  87)  zeichnen  kann,  die  der 
Gleichung  1,  resp.  4,  genügen.     Alle  diese  Curven   stimmen 

darin  überein,  dass  für  jeden  Werth  von  x,  tg  y  =  -j^  —  Ist. 

Stellen   wir   aber  F^^-  ®^- 

die  Forderung,  dass 
eine  Curve  niclit  allein 
der  Gleichung  1 ,  resp.  4 
genüge,  sondern  auch, 
dass  fiir  einen  bestimm- 
ten Werth  von  X,  eben- 
falls 7  einen  bestimm- 
ten Werth  habe,  etwa 

dass  y  =  ß  sei,  wenn  x  =  a  ist,  d.  h.  dass  die  Curve  durch 
einen  bestimmten  Punkt  (M  Fig.  87)  gehe,  so  ist  hierdurch  die 
Curve  vollkommen  bestimmt. 

Durch  die  Bedingung,  dass  y  =  ß  sei,  wenn  x=:a  ist, 
wird  die  Constante  in  Gleichung  3  bestimmt  Wir  erhalten 
hierdurch  aus  Gl.  3  ohne  Weiteres 
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5)  p  =  aV«aV,-f  C  oder 
6)C=ß  — aViaV». 
Schalten  wir  diesen  Werth  von  C  in  Gleichung  3  ein,  so 
folgt 

7)  y  =  aV.xV«  — aV.aV.  +  ß 

8)  y  — ß  =  aV»xV»  — aV,a'/i.  i 
Aus  dieser  Gletehang  ist  Jede  Unbestimmtheit  beseitigt, 

und  man  erliennt  leicht,*  dass  sie  die  Curve  darstellt,  welche 
der  Gleichung  1  resp.  4  entspricht,  und  welche  ausserdem 
noch  durch  den  Punkt  M  (x  =  ce,  y  =:  ß)  geht. 

§.97. 

Einige  Bemerkungen  über  die  Anwendungen  der 
Auflösungen  von  Differential -Oleichungen.  , 

Um  den  Leser  schon  hier  auf  den  Nutzen  hinzuweisen,  den 
die  Auflösung  von  Differential -Gleichungen  gewährt,  bemerken 
wir,  dass  es  sehr  häufig  vorkommt,  dass  die  Beziehungen  zwi- 
schen variablen  Grössen  (x  und  7)  durch  Differential -Gleichun- 
gen ausgedrückt  sind,  z.  B.  in  der  Geometrie,  der  Mechanik  etc. 
Will  man  hieraus  Gleichungen  zwischen  den  Variabein  (x  und  y) 
allein  —  d.  h,  mit  Vermeidung  der  Differentiale  oder  Diffe- 
rential-Quotienten ^  entwickeln,  so  muss  man  die  gegebenen 
Differential- Gleichungen  auflösen. 

Um  dies  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern,  wollen  wir  an- 
nehmen, dass  die  Gleichung  einer  Curve  aufgestellt  werden 
solle,  deren  Sabnormale  constant,  etwa  gleich  a  sei. 

In  diesem  Falle  muss  die  Curve  zunächst  folgender  Glei- 
chung genügen 

1)  Sn  =  a. 

Nun  ist  nach  D.  R«,  Seite  128,  Gleichung  7 

2)  Sn  =  y.|. 
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Der  Ausdruck  für  Sn  in  Gl.  2  gilt  für  alle  Curven,  welche 
auf  ein  rechtwinkliges  Coordinaten  -  System  bezogen  sind.  Sie 
gilt  demnach  auch  für  imsere  Curve  (GL  1)  —  von  welcher 
wir  vorläufig  noch  annehmen  wollen,  dass  sie  unbekannt  sei  — . 
Setzen  wir  nun  den  allgemeinen  Werth  von  Sn  nach  Gl.  2  in 
Gl.  1  so  folgt 

3)y.g  =  a. 

Wenn  also  die  Subnormale  einer  Curve  flir  jeden  Punkt 
derselben  gleich  a  sein  soll,  so  müssen  die  Coordinaten  (x,  y) 
derselben  der  Differential  -  Gleichung  3  genügen.  Wir  sehen 
also  in  nnserm  Beispiele,  dass  die  Beziehungen  zwischen  den 
Coordinaten  (x  und  y)  unserer  Curve  durch  eine  Differential- 
Gleichung  ausgedrückt  sind.  Wollen  wir  hieraus  die  Gleichung 
der  Curve  ableiten^  so  müssen  wir  die  Differential-  Gleichung  (3) 
auflösen.    Zu  dem  Ende  setzen  wir  nach  Gl.  3. 

4)  ydye=adx 

5)  rydy=  Ta.dx 

6)^  =  ax  +  C 

7)y»  =  2ax  +  C. 

Wenn  also  eine  Curve  so  beschaffen  sein  soU^  dass  für 
jeden  Punkt  derselben  die  Subnormale  denselben  Werth  (a) 
habe,  so  muss  sie  der  Gleichung  7  genügen.  Diese  Gleichung 
ist  offenbar  die  Gleichung  einer  Parabel,  deren  geometrische 
Achse  mis  der  Abscissen- Achse  zusammenfäUt,  deren  Parameter 
gleich  2  a  ist,  imd  deren  Scheitelpunkt  irgendwo  auf  der 
Abseissen- Achse  liegt    (Vergl.  D.  R.  Seite  131.) 

Bemerkon^.  Wenn  für  C  ein  bestimmter  Werth  gesetzt  wird,  so  ist 
dadurch  die  Lage  des  Scheitelpunktes  und  damit  die  Parabel  voUkonimen 
bestimmt.    (Yergl.  Bemerk.  Seite  2,  so  wie  §.  96,  Seite  246  ff.) 
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§.  98, 

Integration  der  DifTerential-Oleichungen  enter  Ord- 
nung ersten  Grades  dorch  Trennung  der  Veränder- 
lichen.   —    DifTerential-Oleichungen  von  der  Form 
X.T.dx  +  X'T'dy=0.  —  Au^ben. 

Eine  Differential -Gleichung  erster  Ordnung  ersten  Grades, 

z.  B.  die  Differential  -  Gleichung 

X  y  dy  =  Kx*  y'  —  x*  y*  dx  —  x'  y  dy 

lässt  sich  stets  auf  die  Form 

•  \  -hr  j      I    VT  j  A   I   hier  8ti>d  M  tuid  N  im  Alleemeinen 

1)  M  dx  +  N  dy  =  0  i  ^^der  Functionen  Ton  x  Zd  y. 

bringen.    Will  man  eine  solche  Differential -Gleichung  auflösen, 

so  ist  es  am  einfachsten,  sie  auf  die  Form 

rtN   Y  /1     VA      S  ^*®'   "*   ^  irgend   eine   Function   von   x 

l)  Ä  OX  —  X  ay  j  ^„g,^  ^jjj  Y  eine  Function  von  y  allein 

zu  bringen..  Wenn  dies  geling!,  so  ist  die  Auflösung  der  Diffe- 
rential-Gleichimg  auf  die  gewöhnliche  Integration  zurückgeftlbrt, 
und  es  wird  sich  dann  nur  noch  darum  handeln,  die  Integrale 

/  X  dx  und  /  Y  dy  auszufliliren. 

Die  vorhin  erwähnte  Umformung  von  Gleichung  1  ist 
immer  möglich,  wenn  M  und  N  resp,  gleich  X .  Y  und  X' .  Y' 
sind,  d.  h.,  wenn  die  gegebene  Differential -Gleichung  sich  auf 
die  Form 

3)  X.Y.dx  +  X'.Y'.dy  =  0 
bringen  lässt,  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Grössen  X  imd 
X'  Functionen  von  x,  und  die  Grössen  Y  imd  Y'  Functionen 
von  y  sind. 

In  diesem  Falle  nämlich  lassen  sich  die  Variabeln  leicht 
dadurch  trennen,   dass  man  die  Gleichung  3  mit  dem  Factor 

y  y^  multiplicirt. 
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Hierdurch  entstellt  aus  Gleichung  3  resp.  1  die  Gleichung 

4)  X'  ^  "^  T  ^^~  *•    (    ^®'  ^««®'  beacht«  wohl,  dass  X 

Vi  /    ^°^  ^'  ^^^^^^^^  ^^^  ^  ^^^  d^s 

5)  _  Jx  =  — dy .        \   ^  ^"^^  ^'  Functionen  von  7  sind« 

J\.  Jl  j 

wodurch  die  Auflösung  der  Differential -Gleichung  auf  gewöhn- 
liche Integration  zurückgeführt  ist. 

Aufgaben. 
Aa%abe  1.    Man  soll  die  Differential -Gleichung 
1)  y  dx  — xdys=0 
auflösen. 


1 
x.y 


Auflösung.    Wir  multipliciren  Gleichung  1  mit  dem  Factor 
Hierdurch  entsteht  die  Gleichung 

2)45-47  =  0 

^    X        y 

3)  ^  =  ^. 
^  y       X 

4)  Zy  =  Zx-fZC 

5)y  =  Cx'. 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Differential- Gleichung 
1)  x'y  dx  -f-  y  dx  -j-  y'x  dy  —  x  dy  =  0 
integriren. 

Auflösung.    Wir  geben  der  vorliegenden  Differential -Glei-' 
chung  (1)  zunächst  folgende  Form 

'    2)  (x»-f-l)-ydx  +  (y»-l)x.dy  =  0. 

Hierdurch  haben  wir  offenbar  die  Form  von  Gl.  3,  Seite 
250,  hergestellt    Multipliciren  wir  Gleichung  2  mit  dem  Factor 

,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 

3)  5-±idx  +  ?l:=idy  =  0 

X  y 
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J  X 


HierauB  folgt  durch  Ausfohnuig  der  Integration 


Z         •>        -6 

Aufgabe  3.    Man  soll  die  Differential -Fanction 

1)  xydy-j-x'ydy—  l^x'  y*  —  x*  y*  dx  =  0 
integriren. 

AuflOsniig'.    Diirch  einfache  Umformungen  erhalten  wir  ans 
der  vorliegenden  Differential- Gleichung  (1)  folgende  Gleichungen 

2)  y  (X  +  x«)  dy  =  X  Vy'  — y*dx. 

Wenn  wir  diese  Gleichung  nach  Seite  250  mit  dem  Factor 
(x  +  x').KP^  multipliciren,  so  folgt 

y.(x  +  x')dy      ^      xV^nZT-dx 

^  (x+x»).  Yy _  y*   (x+x') . T^f^^y* 

.      y.dy         x.dx 
5)—^^^ ^- 


fr=7   1  +  x» 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  durch  Integration 

6)  arcsiny=sarctgx-|-C,  oder 

7)  arc  sin  y  —  arc  tg  X  —  C  =  0. 
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§.  99. 

Fortsetzung. — Homogene  Differential  -  Oleichongen.  — 

Au^ben. 

Di£fereiitiAl-Gleichuiigen;  in  denen  die  Summe  der  Expo- 
nenten der  Veränderlichen  in  jedem  Gliede  dieselbe  ist,  heissen 
homogene  DllTerential-Oleichungfen,  so  i.B.sind  die  Gleichungen 

1)  X*  dx  +  X  y  dy  -f  y'  dx  =  0 

2)  xdx-f-y  dx-|-ydy  —  xdy  =  0 

homogene  Differential -Gleiehungen.  In  der  ersten  Gleichung 
ist  die  Summe  der  Exponenten  der  Veränderlichen  in  Jedem 
flliede  gleich  2,  in  Gleichung  2  dagegen  ist  diese  Summe 
gleich  1. 

Bei  homogenen  Differential  -  Gleichungen  lässt  sich  die 
Trennung  derVariabehi  immer  dadurch  ausfuhren,  dass  man 
setzt 

3)  entweder  x  =  u  y  oder  y  =  u  x. 

Diese  lässt  sich  leicht  allgemein  beweisen,  indessen  ziehen 
wir  vor,  es  an  einigen  speciellen  Beispielen  zu  zeigen,  und 
überlassen  dem  geübteren  Leser,  den  allgemeinen  Beweis  selbst 
zu  erfinden.    (Vergl.  Seite  250.) 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Differential -Gleichung 

1)  x'dx  +  xydy  +  y'dx=:0 
integriren. 

AoflOsang.  Die  vorliegende  Differential- Gleichung  (1)  ist 
eine  homogene  DilTerential- Gleichung.  Wir  setzen  demnach 
in  GL  1 

2)  ysssux.  I  YergL  Bemerkung  1. 
Hieraus  folgt 

3)  dye=udx-|-xdu. 
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SetEen  wir  nach  den  Gleichaogen  2  und  3  die  Werthe 
von  j  und  dy  in  Gleichung  1  ein,  so  ergiebt  sidi 

4)  x»dy  +  ux»(udx4-xdn)-|-u»x»dx  =  0 

5)  x»dx  +  2n'x»dx  +  ux'du  =0. 
Dividiren  wir  dnrch  x*,  so  folgt  weiter 

6)  (l  +  2u*)clx-|-iixda  =  0 

dx  n  du         i  '^^  SU  OL  6  durch  MaltiplicirtioB 

Hieraus  folgt  durch  Integration 

8)Zx  =  -lz(14.2u«)  +  ZC. 
Setzen  wir  hierin  för  u  seinen  Werth  nach  GL  2,  so  folgt 

9)  ix ^i(i4.2g)  +  ZC. 

10)  lx+l;(fl+tf)=,C. 

ll)Zx  +  lz(x«  +  2y')-lzx  =  iC. 

12)Zx  +  lz(x*  +  2y')  =  2iC. 

13)  ZjxKx«  +  27't=ZC'. 

14)  X.  V"x»  +  27*  =  C'. 

Bemerkungen. 

1.     Man  hätte  die  AuflösoDg  nnserer  Aufgabe  auch  dadurch  einleiten 
können,  dass  man  gesetzt  hfttte 

15)  x  =  u7;  dx a=* n  dy  +  7  du. 

Setzen  wir  hiemach  die  Werthe  Ton  z  nnd  dz  in  Qleichnng  1    ein^ 
80  folgt 

16)  u*  y'  (u  dy  +  7  du)  +  u  y*  dy  +  y'  (a  dy  +  7  du)  =  0, 

17)  u'  y'  dy  +  n*  y'  du  -j-  «  y*  dy  +  y*  u  dy  -fy»  du  =  0. 

18)  u*  dy  +  n*  y  du  +  u  dy  +  u  dy  +  y  du  =  0. 

19)  (u«  +  2u)  dy  +  (n*  y  +  y)  du  =  0. 

20)  (u»  +  2u)  dy  «.  —  (1  +  u»)  y  du. 

'  y  u»  +  2u 
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Zerlegen  wir   die  rechte   Seite  yon   Gl.  21   in  Partial -Brüche  nach 
Capitel  U.,  Seite  33  ff.,  so  folgt 

Aj  1  idn  ,     ndn 


Hieraus  folgt  durch  Integration 

Setzen  wir  hier  den  Werth  von  n  nach  Oleichnng^  15,  ao  folgt 

25)/y+lzif/'2  +  5;  =  i.C. 
26)  2^7  +  /— ^2  +  ~=2;C. 

27)fy..|f/'2  +  ^=2^C. 

28)  U  /2y«4-x*=:2;C. 

29)  X .  /2y»  +  x*  =  C*.   I  Vergl.  Gl.  U,  Seite  254. 

2.  Man  sieht,  dass  die  erste  Auflösung  weniger  Rechenschwierigkeit 
macht,  als  die  zweite  Auflösung.  —  Dies  rührt  daher,  dass  in  Gleichung  t 
dz  zwei  mal  vorkommt,  während  dj  nur  einmal  darin  enthalten  ist. 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Differential -Gleichung 

1)  X  dx  +  y  dx  +  7  dy  —  X  dj  =  0 
auflösen. 

Auflösung.  Die  vorliegende  Differential- Gleichung  ist  eine 
homogene  DiBerenttal- Gleichung.    Wir  setzen  demnach 

2)  y  =  ux;  dy  =  udxudu. 

Setzen  wir  nach  Gl.  2  die  Werthe  von  y  und  dy  in  GL  1 
ein,  so  folgt 

3)  xdx+uxdx-|-ux(udx+xdu) — x(udx+xdu)=0 

4)  (x  +  ux  +  u»x  — ux)dx  +  (ux"  — x»)du  =  0 

5)  x(l  +  u')dx  +  (u  — l)xMu  =  0. 
Dividiren  wir  diese  Gleichung  durch  x,  so  folgt  weiter 

6)  (1  +  u»)  dx  +  (u—  1)  .  X  .  du  =  0 

^.  dx       1  —  u  j 

7)  —  =  T—, — jdu 
^    X        1+u' 
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8)  ?x  =  arctgu  — l/(l+u»)  +  /C. 
Setzen  wir  in  GL  8  dea  Woth  von  n  nach  GL  2,  ao  folgt 
9)Zx  =  arclgZ_|z(i  +  ^)  +  /C. 

10)  ?x  +  i/SlL  =  aretg^  +  iC. 
ll)il^x*  +  y*=rarclg-Z.+iC. 

I  Dar  Cnwaadloac  TOB  OL  1 1  In  OLIS 

12)  ^(c.f^inp^^arc^I^)"'«'"^!"'"^'™«"®"^' 

X  idMt  e  =  — aliolC=— leisL 
C 

13)  cVx*+y«  =  e*«-c*^-. 

Aufgrabe  3.    Man  soll  die  Differential  -  Gleichung 

1)  y^y  +  ^^  +  2ydx  =  0 
anflöBen. 

AuriAsiuig.    Die  vorliegende  Differential -Gleichung  ist  ho- 
mogen.   Wir  setzen  deshalb 

2)  y  =  ux,  dy  =  udx4-xdu. 
Hieraus  folgt 

3)  ux(udx-}-xdu)-}-xdx  +  2uxdx 

4)  u"dx-}-uxdu4-dx  +  2udx 

5)  (u«  +  2u  +  l)dx  =  — uxdu 
^.  dx  udu 

^)  ^  =  -■  ;;t- 


X  u*  4-  2  u  +  1 

^v  dx ^     u  du 


X  (u  +  i)» 

Integriren  wir  beide  Seiten  von  GL  7,  so  folgt 

8)ix  =  _Z(u  +  l)-^  +  c 

Setzen   wir  hierin  nach   Gl  2  den  Werth  von  u  ein,  so 
folgt 
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9)  U  =  —l(^  +  \)—lC i \  ffier  ist  iC==c 

10)-ZC(y  +  x)  =  -^^ 

ii)c.(y  +  x)  =  e"^'=-4— 


§.  100. 

Fortsetzung.  —  Einige  andere  FäUe^  in  denen  man 
die  Trennung  der  Veränderlichen  ausführen  kann.  — 

Au^ben. 

Ausser  in  den  vorhin  angeführten  Fällen  lässt  sieh  die 
Trennung  der  Variabehi  noch  durch  passende  Substitutionen 
bewerkstelligen;  indessen  lässt  sich  keine  allgemeine  Regel 
hierför  aufstellen.  Es  kommt  hier  vor  allen  Dingen  auf  grosse 
Fertigkeit  in  den  arithmetischen  Operationen  an. 

Ist  z.  B.  eine  Differential  -  Gleichung  von  der  Form 

1)  dy  +  f(^)dx  =  0 

gegeben,  so   setze  man  wie  bei  den  homogenen  Differential- 
Gleichungen*) 

2)  y  =  u  X,  dy  =  u  dx  -f-  X  du. 
Hieraus  folgt 

3)  udx  +  xdu4-fu.dx  =  0 

4)  X  du  ^  —  (u  -f-  f  u) .  dx 
du  dx 


5) 


u  +  fu 


*)  Der  anfinerksame  Leser  wird  bemerken,  dass  Gl.  1  eine  Form  hat, 
anf  welche  sich  auch  die  homogenen  Differential  -  Gleichungen  bringen 
lassen. 

Stegemann.    Integral-Reohn.  17 
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Hierdurch  ist  also  die  Trennung  der  Variabein  erreicht, 
und  es  käme  nur  noch  darauf  an,  die  Integration  von  GL  5 
auszufahren. 

Aufgabe.    Man  soll  die  Differential -Gleichung 

integriren. 

AuFIAsung.  Die  vorliegende  Differential  -  Gleichung  hat  die 
Form  von  Gleichung  1,  Seite  257.    Wir  setzen  demnach 

2)  ysBsux,  djssudx-f-xdu« 

Setzen  wir  diese  Werthe  von  j  und  dy  in  Gleichung  1  ein, 
so  folgt 

3)  udx  +  xdu  — (u4-Kl  +  u*)dx  =  0 

4)  xdu  =  Vl-fu«.dx 
g  -       du  dx 

Hiermit  ist  die  Trennung  der  Variabein  erreicht.  Integri- 
ren wir  nun  beide  Seiten  von  GL  5,  so  folgt  (GL  10,  Seite  82) 

6)  l\  Kr+i?  +  u!=ix4-za 

Setzen  wir  in  GL  6  den  Werth  von  u  nach  GL  2,  so  folgt 
weiter 

7)  l\Vi+^  +  i\=lOx 

8)  /"Hhg  +  ^  =  Cx 

9)  Vy«+x'  +  y  =  Cx'. 

Benerkang.    Statt  der  Oleichnng  d  bStte  man  auch  schreiben  kSnnen 

Wie  Übst  sich  Gleichung  10  ans  Gleichung  9  ableiten? 
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Aufgabe  2.    Man  soll  die  Differential -Gleichung 

1)  adx  =  (y  — x)dy 
integriren. 

Auflösung^.    Die  Trennung  der  Variabein  gelingt,  wenn  wir 
setzen 

2)  j  —  X  =  u,  dx  ^  dy  —  du. 

Substituiren  wir  dann  nach  Gleichung  2  die  Werthe  von 
y  —  X  und  dx  in  Gleichung  1  ein,  so  folgt 

3)  a  (dy  ■—  du)  =  u  dy 

4)  adu  =  (a  —  u)dy 

^  a  —  u       a 

6)Z(a-u)  =  l  +  C. 

Setzen  wir  in  Gl.  6  den  Werth  von  u  nach  Gleichung  2, 
so  folgt 

7)^Z(a  +  x-y)  =  |.  +  C. 

8)  y  +  aC  +  aZ(a  +  x-y)  =  0. 

§.  101. 

Auflösung  der  Differential -Gleichung  erster  Ordnung 
ersten  Grades  durch  unmittelbare  Integration. 

Wenn  man  die  Differential  -  Gleichung 

1"^  Mdx4-Ndv  =  0   I  ^^^^  "^^  ^  ^^^  ^  ^™  Allgemeinen 
I   wieder  Functionen  von  x  und  y. 

nicht  nach  den  vorstehenden  Metiioden  auflösen  kann,  und  wenn 

ausserdem 


2)M  =  %Ö;N  =  ii|Z), 


17* 
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BO  läset  sich  die  vorliegende  Differential -Gleichung  (1)  oft  durch 
die  Methode  der  unmittelbaren  Integration  auflösen. 

■^  In  diesem  Falle  ist  nämlich  die  linke  Seite  von  Ol.  1  das 
vollständige  Differential  der  Function  f(x,y)  oder  es  ist 
3)Mdx  +  Ndy  =  df(x,y). 
Unter  dieser  Voraussetzungp  erhalten  wir  also  ohne  Weiteres 
4)f(x,y)  +  C  =  0 
als   Integral- Gleichung,   welche   der  Differential  -  Gleichung    1 
entspricht. 

§.  102. 
Fortsetzung. 

Wollen  wir  die  Betrachtungen  des  vorigen  §.  zur  Auf- 
lösung einer  Differential- Gleichung  von  der  Form 

A\  -VW  :i      .xTj  t\\  Hioi*  bedeuten  M  und  N  im  AUeemeioen 

1)  Mdx  +  Ndy  =  0    ,  ,.  ,.     ^     ^  *   , 

^  \  beliebige  Fonctiozieii  von  x  und  y. 

anwenden,  so  würde  es  sich  also  um  zweierlei  handeln. 

I.  SU  untersuchen,  ob  der  Ausdruck  M  dx  -f  N  dy  ein  yoII- 
ständiges  Differential  Irgend  einer  Function  von  x  und 
y  ist  und 

II.  wenn  dies  constatirt  ist,  diese  Function  von  \  und  y  su 
ermitteln. 

Existirt  wirklich  eine  Function  von  x  und  y,  deren  voll- 
ständiges Differential  gleich  Mdx  +  Ndy  ist,  und  bezeichnen 
wir  dieselbe  durch  das  Symbol  f(x,  y),  so  folgt  schon  aus 
§.  101,  dass 

Nach  D.  R.  Seite  230,  Gl.  6,  ist  aber 


3)  dx      _        dy 

'         dy  dx 
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Aus  den  Gleichung^en  2  und  3  folget  also,  dass  N  dx  -f-  N  djr 
(Gl.  1)  ein  vollständiges  Differential  Ist,  wenn 
..  ÖM_&N 

Wenn  also  die  Functionen  M  und  N  der  Gleichung  4 
genügen,  so  giebt  es  eine  Function  jf(x,y)l,  deren  volbtändi- 
ges  Differential  gleich  der  linken  Seite  von  Gl.  1  ist,  und  es 
ist  nach  Gl.  2 

5)Mdx  =  M^)dx. 

Setzen  wir  Gl.  5  von  rückwärts  und  integriren  wir  beide 
Seiten  dieser  Gleichung,  so  als  ob  in  den  Functionen  r(x,  y) 
und  M,  X  allein  variabel  sei,  dann  ergiebt  sich 

IDas  Symbol  ^^yM  dx  bedeutet, 
dass  bei  der  Intejrratione  alle 
Grössen  ausser  x  wie  constante 
Grössen  behandelt  sind. 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  Y  eine  Grösse,  welche  die 
Integrations- Constante  vertritt.  Weil  nun  bei  der  obigen  Inte- 
gration y  wie  eine  constante  Grösse  behandelt  ist,  so  kann  in 
derselben  sehr  wohl  j  vorkommen,  demnach  ist  Y  im  Allge- 
meinen eine  Function  fon  y. 

Um  Y  näher  zu  bestimmen,  differentiiren  wir  die  Glei- 
chung 6.    Hierdurch  erhalten  wir 

Setzen  wir  in  Gleichung  7  die  Werthe  von  — T^^  •  ^ 
und  ^^lA,  dy  nach  GL  2,  so  folgt 


*)  Man  beachte,  dass  nach  Gl.  6,  -  ^*^ dx  =  M  dx  ist, 
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b  /M.dx 

8)  Mclx  +  Ndy  =  Mdx  +  -5^--^ dy  +  dY 

b  /M.dx 

9)  Ndy=  -    ^^        dy  +  dY 


ö/m 


dx 


10)  dY  ^Ndy-'-jy       dy. 

b  fmdx 
n)Y=/(Ndy-^^^dy). 

Setzen  wir  nach  Gleichnng  11  den  Werth  von  Y  in  QL  6 
ein,  so  folgt 

9  TMdx 

12)  f(x,y)=jMdx  +  ^/(Ndy-i^^^— dy). 

Da  nun  soach  Gleichting  2  und  1 

df(x,y)  =  Mdx  +  Ndy  =  0 
80  folgt  ans  Gleichung  12,  dass 

b  TMdx 
13)  jMdx+/(Ndy-i^^-g^-dy)  =  0 

die  Integral -Gleichung  ist^  welche  der  gegebenen  Difierentiai- 
Oleichung  (1)  entspricht. 


§.  103. 
Fortsetzung.     Beispiel  zur  Erläuterung. 

Aufgabe.   Man  soll  die  Integral -Gleichung  ermitteln,  welche 
der  folgenden  Differential- Gleichung  entspricht 

l)  3x»  +  (8xy).dx  +  (4x*  +  3y*)dy  =  0. 
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Auflösung.  Zunächst  untersuchen  wir,  ob  die  linke  Seite 
unserer  Gleichung  1  ein  vollständi§:es  Differential  irgend  einer 
Function  von  x  und  y  ist.  Zu  dem  Ende  differentiiren  wir  den 
Factor  von  dx  nach  y,  und  den  Factor  von  dy  nach  x.  Hier- 
durch ergiebt  sich 

"^  dy 

Aus  den  Gleichungen  2  und  3  folgt 

•a(3x'  +  8xy)_5(4x'  +  3y') 
^^  dy  -  dx  .  • 

und  hieraus  folgt  weiter,  dass  die  linke  Seite  von  Ol.  1  ein 
vollständiges  Differential  irgend  einer  (noch  unbekannten)  Func- 
tion von  X  und  y  ist.  Bezeichnen  wir  diese  Function  durch 
das  Symbol  „f(x,y)<<,  so  folgt  aus  Gleichung  1  (vergl.  Gl.  5 
und  6,  Seite  261) 

5)  f(x,y)=  J(3x«-f  8xy)dx  +  Y 

6)f(x,y)  =  x»  +  4x«y  +  Y. 
Difierentüren  wir  diese  Gleichung  nach  x  und  y,  so  folgt 
7)  J>xf(x,y)+J>,fKy)=(3x»+8xy)dx+4xMy4-dY. 

Weil  aber  die  linke  Seite  von  Gleichung  1  das  vollständige 
Differential  von  f(x,y)  ist,  so  ist 

8)^f(x,y)+J)/(x,y)=(3x'-f8xy)dx-f(4x-=3y«)dy. 

Sabtrahiren  wir  Gldchang  8  von  Gleichung  7,  so  ergiebt 
sich  weiter 

9)0    «=3y'dy  — dY 

10)  dY  =  3y*dy. 
Hieraus  folgt  durch  Integralion 

11)  Y  =y'  +  C. 
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Setzen  wir  nach  Gleichung  11  den  Werth  von  j  in  Glei- 
chong  6  ein,  so  folgt 

12)f(x,y)  =  x»  +  4x'y  +  y»4-C. 

Berücksichtigen  wir  nun,  dass  f(x,y)  diejenige  Function 
ist,  deren  vollständiges  Differential  die  linke  Seite  von  Grlei* 
chung  1  ist,  Bo  ergiebt  sich  als  Integral -Gleichung  von  GL  1 

die  Gleichung 

13)  x'  +  4x»y  +  y*  +  C  =  0. 

BemerkaDgeD. 

1.  Das  Besnltat  in  Gleichung  13  ISsst  sich  sehr  leicht  durch  DifiFe- 
rentiation  prüfen. 

2.  Von  Gleichong  5  an  hätten  wir  auch  einen  andern  Weg  zur 
Lösung  unserer  Aufgabe  einschlagen  können,  dadurch  dass  wir  statt  der 
Gleichung  5  gesetzt  hätten 

'(x.y)  =  j./(*x«  +  3y')dy  +  X. 
Welchen  Verlauf  hätte  unsere  Aufgabe  dann  weiter  genommen? 

3.  Veranlasst  Seite  261  Gleichung  6  za  einer  ähnlichen  Bemerkung? 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Differential  -  Gleichung 

1)  (2ay  +  bx  +  m)dy4-(4kx  +  by  +  n).dx  =  0 
integriren. 

AuflAsung.  Differentüren  wir  in  der  vorstehenden  Diffe- 
rential-Gleichung den  Factor  von  dy  nach  x  und  den  Factor 
von  dx  nach  y^  so  sind  die  beiden  entstehenden  Differential- 
Quotienten  einander  gleich;  mithin  ist  die  linke  Seite  fon 
Gleichung  1  ein  vollständiges  Differential  irgend  einer  Function 
von  X  und  y,  welche  wir  durch  das  Symbol  „f  (x^y)"  bezeichnen 
wollen. 

Um  nun  die  Function  „f  (x,y)"  zu  bestimmen^  setzen  wir 
nach  GL  5  und  6,  Seite  261 

2)  f(x,y)  =  ^J(4kx-f  by  +  n)dx+Y. 
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Hieraus  folgt  durch  Integration 

3)  f(x,y)  =  2kx»  +  bxy  +  xn  +  Y. 
Differentüren  wir  diese  Gleichung  nach  x  und  y,  so  folgt 
4)  J),f(x,y)Öyf(x,y)  =  (4kx+by+n)dx+bxdy+dY. 

Weil  nun  die  linke  Seite  von  Gleichung  1  gleich  dem  voU- 
ständigen  Differential  von  f  (x^y)  ist,  so  ist 
5)^f(x,y)+^f(x,y)=(4kx+bx+n)dx+(2ay+bx+m)dy. 

Subtrahiren  wir  Gleichung  4  von  GL  5,  so  folgt 
6)0    =(2ay  +  m)dy-dY 

7)  dY  =  (2ay  +  ui)dy. 

8)  Hieraus  folgt  durch  Integration 

8)  Y  =ay'  +  my  +  C. 

Setzen  wir  diesen  Werth  von  Y  in  Gl.  3  ein,  so  folgt 

9)  f(x,y)  =  2kx^  +  bxy  +  nx-fay«  +  my  +  C. 

Weil  nun  das  vollständige  Differential  von  f  (x,y)  gleich 
der  linken  Seite  von  Gl.  1  ist,  so  ergiebt  sich  als  Integfral* 
Gleichungp  ? on  Gl.  1  die  Gleichung 

10)  2kx'  +  bxy-(-nx-f-ay'  +  my  +  C  =  0,  oder 

11)  ay»  +  2kx»  +  bxy  +  my  +  nx  +  C  =  0. 

Benerkniig.  Die  Richtigkeit  des  Resultates  lässt  sich  durch  Diffe- 
rentiation prüfen. 

Aufgabe  3.    Man  soU  die  Differential -Gleichu&g 
ydx-xdy 
^)      x«+y»  " 

integriren. 

Auflösung.  Durch  eine  einfache  Umformung  folgt  aus 
Gleichung  1 

2)     ,  ^     t  dx— y    ,  f    ,  dx  =  0. 

^  x'  +  y«  -^  ^  +7 
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Nun  ist  femer 


—  X 


Aus  den  Gleichungen  3  und  4  folgt,  dass  die  linke  Seite 
in  Gleichungr  2  und  1  dag  vollständig^e  Differential  irgend  einer 
Function  von  x  und  y  ist.  Bezeichnen  wir  diese  Function  wie- 
der durch  des  Symbol  ,^(x,y)",  so  erhalten  wir  nach  GL  5 
und  6;  Seite  254 

5)f(x,y)=/pX__dx  +  Y, 

also  nach  Gleichung  5,  Seite  17 

6)f(x,y)  =  arctg|-  +  Y. 

DifFerentiiren  wir  Gleichung  6  nach  x  und  y,  so  folgt 
7)  Ö.f(x,y)  +  a,f(x,y)  =  ^^.dx-^^  +  dY. 

Weil  das  voUständige  Differential  von  f(x,y)  gleich  der 
linken  Seite  von  Gl.  2  ist,  so  ist 

Subtrahiren  wir  Gleichung  8  von  Gl.  7,  so  folgt 
9)  dY  =  0. 

Aus  Gleichung  9  folgt 
10)  Y  =  C. 

Setzen  wir  den  Werth  von  Y  nach  Gl.  10  in  Gl.  6  ein, 
so  folgt 

ll)f(x,y)  =  arctg|  +  C. 
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Das  vollständige  Differential  von  f(x,7)  ist  nach  Gl.  1 
und  2  gleich  Null;  denmach  folgt  aus  Gl.  11 

12)  arctg-  +  C  =  0. 

BenerkoD^en. 

1.  Um  Gl«  12  eine  einfachere  Gestalt  sn  geben,  setsen  wir,  C  =  —  o, 
dann  folgt 

13)  arc  tg —  =  c 

y 

14)  -==tgc. 

y 

15)  7  =  x.otgc. 

Nun  ist  ctg  0  offenbar  wieder  constant,  setzen  wir  deshalb  ctg  o  =3  G', 
so  folgt  ans  Gl.  15 

16)  y  =  C.x. 

2.  Zar  Auflösong  der  gegebenen  Differential  -  Gieichong  1  hätte  man 
anch  die  Trennnng  der  Variablen  anwenden  können.  Zu  dem  Ende  mnltl- 
plieiren  wir  GL  1  mit  x'-j-y',  and  erhalten  dadarch 

17)  ydx^xdy 

18)^  =  ^ 

y      3c 

19)   ly^^lx-^-lC 
20)y  =  Cx, 
ein  Resoltat,  welehes  ntt  Gletchong  16  vollkommeB  Qbereinstlmmt. 


§.  104. 
Fortsetzniig.  —  Vom  integrirenden  Factor. 

Wenn  in  der  Differential  -  Gleichung 

M\  ^r  3      I    VT  ji       ^  i\  \  ^<^Q  beachte,  dass  M  and  N  im  Allge- 
^  f  meinen  Fanctionen  von  x  and  y  sind. 

die  linke  Seite  kein  vollständiges  Differential  ist,  so  kann  man 
die  vorliegende  Differential -Gleichung  (1)  nicht  mehr  nach  der 
Methode  auflösen^  welche  in  den  vorstehenden  Paragraphen  101 
bis  103  gelehrt  ist;  indessen  lässt  sich  doch  immer  eine  Func- 
tion von  X  und  7  denken,  welche  mit  der  linken  S^ite  von 
GL  1   multiplicirt,   dieselbe  zu  einem  volltändigen  Differential 
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macht.     Diese  Function   heisst   der  Integ^rirende   Factor  der 
gegebenen  Differential -Gieichungp  (1). 

Um  dieses  an  einem  speeiellen  Beispiele  zu  erläutern,  wollen 
wir  die  Diflferential- Gleichung 

2)  y  dx  —  X  dy  =  0 
betrachten.     In  dieser  Gleichung  (2)  ist  die  linke  Seite   kein 
vollständiges  Diflferential.    Multipliciren  wir  aber  diese  Gleichung 

mit  dem  Factor  — ä,  so  entsteht  die  neue  Gleichung 
3)1^-^  =  0. 

^      X*  X 

In  dieser  Gleichung  ist  die  linke  Seite  ein  vollständiges 

V  1 

Diflferential  der  Function  ^.      Demnach    ist   der  Factor  —5 

X  X* 

integrirender  Factor  der  Differential -Gleichungp  2. 

Wir  wollen  uns  nun  die  Aufgabe  stellen,  eine  allgemeine 
Methode  zu  finden,  nach  welcher  man  den  integrirenden  Factor 
einer  gegebenen  Diflferential -Gleichung,  etwa  der  Gleichung  1, 
ermitteln  kann.  Bezeichnen  wir  diesen  integrirenden  Factor 
durch  \i,  und  multipliciren  wir  Gl.  1  mit  |li,  so  entsteht  die 
Gleichung 

4)  fAMdx-f-[x.N.dy  =  0. 

Weil  nun  fx  nach  der  Voraussetzung  integrirender  Factor 
von  Gleichung  1  ist,  so  ist  die  linke  Seite  von  Gl.  4  ein  voll- 
ständiges Diflferential;  mithin  ist  nach 

Könnte  man  aus  dieser  Gleichung^  unter  allen  Umständen 
|Li  ermitteln,  so  wäre  es  mög^lich,  Jede  Differential -Gleichung^ 
erster  Ordnung^  und  ersten  Grades  auf  gpewöhnliche  Integration 
zurückzufllhren ;  indessen  leuchtet  ein,  dass  Gl.  5  im  Allge- 
meinen schwieriger  zu  behandeln  ist,  als  die  gegebene  Glei- 
chung (1).    Aus  diesem  Grunde  lässt  sich  der  integrirende  Factor 
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nur  unter  bestimmten  Voraussetzungen  oder,  durch  glückliche 
Versuche  ermitteln.  Diese  Versuche  erfordern  in  der  Regel 
eine  grosse  Gewandtheit  in  den  arithmetischen  Operationen. 

Benerkong.    Ein  Vergleich  mit  Anfgabe  3,  Seite  265  bis  267,  zeigt, 

l      " 
dasB      ^y^   g    ebenfalls  ein  integrirender  Factor  von  Gl.  2  ist.     Wir  haben 

also  für  unsere  Differential  -  Gleichung  2  integrirende  Factoren  nachge- 
wiesen, und  fügen  ooch  hinzu,  dass  jede  Differential  -  Gleichung  im  Allge- 
meinen unendlich  viele  integrirende  Factoren  hat. 


§.  105. 

Differential  -  Gleichungen  erster  Ordnung  hohem 
Grades.    Allgemeines. 

Nach  Seite  244  und  245  lässt  sich  eine  Differential-Gleichung 
erster  Ordnung  hohem  Grades  stets  auf  folgende  Form  bringen 

■         ')©+P.(|r+....tT|+T=0. 

Hier  bedeuten  die  CoefBcianten  P . .  U ,  T  beliebige  Func- 
tionen von  X  und  y  oder  constante  Grössen. 

dy 
Denken  wir  uns  Gl.  1  för  -«^  aufgelöst,  so  erhalten  wir  n 

verschiedene   Differential -Gleichungen    erster   Ordnung    ersten 
Grades.    Diese  seien 


=»  1-". 


4)  g  =  ü. 


Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  Up  Uj...  U 
Functionen   von   x   und   j   oder    constante 
Grössen  sein  können. 
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Werden   die  Gleichungen  2,  3 ...  4   fiir  x  integrirt,    und 
erhält  man  dadurch  die  Gleichungen 

5)  cp(x,y)  +  ci  =  0 

6)  iKx,y)  +  c,  =  0 


7)  o)(x,y)  +  cn=0 

80  wird  jede  dieser  Gleichungen  5,  6  ...  7  der  gegebenen  Diffe- 
rential-Gleichung (I)  entsprechen.  Multipliciren  wir  diese  Glei- 
chungen 5,  6 ...  7;  so  entsteht  dadurch  folgende  Gleichung 

8)  t*(x-y)+Cil-|4»(x,y)  +  c,l....j(D(x,y)-fcn|=0. 

Diese  Gleichung  8  ist  die  allgemeine  Integral -Gleichung 
der  gegebenen  Differential -Gleichung  (1). 

Es  leuchtet  ein,  dass  die  vorstehende  Methode  principiell 
ganz  allgemein  ist;  indessen  ist  auch  lilar,  dass  ihrer  An- 
wendung alle  Schwieriglieiten  entgegenstehen,  welche  mit  der 
aligemeinen  Lösung  der  algebraischen  Gleichungen  hAberen 
Grades  verbunden  sind;  und  dass,  wenn  es  wirklich  gelingen 

dy 
sollte,  aus  61. 1  die  n  Wurzeln  für  ^  zu  bestimmen,  es  in  der 

Regel  nicht  möglich  ist,  die  Integrationen  auszuführen,  welche 
die  hierdurch  entstehenden  Gleichungen  (2,  3... 4)  erforden. 

Aus  diesem  Ghnmde  ist  die  oben  gelehrte  Methode  nur  in 
besonderen  Fällen  brauchbar  zur  Auflösung  einer  Differential- 
Gleichung  von  der  Form  der  Gl.  1.  In  den  folgenden  Aufgaben 
werden  wir  einige  von  diesen  besondem  Fällen  behandeln. 


Aufgabe  1.    Man  soll  die  primitive  Gleichung  zu  der  fol- 
genden Differential -Gleichung  finden 
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dy 
AnflAsung.    Wir  lösen  GL  1  für  -r^  auf.   Hierdurch  ergiebt 

oder 

3)  dy  =  +f^iS.dx 

4)  dy  =  —  Kax  dx. 

Integriren  wir  die  Differential  -  Gleichungen  3  und  4^  so 
folgt 

5)y-y1^i:?"+c,  =  0 

6)y+-|K^^+c.  =  0. 

Jede  der  Gleichimgen  5  und  6  kann  als  primitive  Gleicliung 

der  gegebenen  Differential- Gleichung  (1)  gelten.  Wollen  wir 
ihre  allgemeine  Integral -Gleichung  aufetellen,  so  müssen  wir 
die  beiden  Gleichimgen  5  und  6  multipliciren.  Hierdurch  er- 
halten wir 

7)  (y-|-^^^+c.).(y+|-KS7"+c,)=o. 

Setzen  wir  Cj  ^  c,,  so  folgt  aus  Gl.  7 
8)(y+c)*-yax'  =  0. 

Aufgabe  2.    Man  soll  folgende  Differential -Gleichung  auf- 
lösen 

.)©•-.■=«. 

Auflösung. 

iWir  haben  hier  die 
Rechnungen  weggr©- 
lassen,  weü  sie  leicht 
nach  der  Auflösung 


Digiti 


zedby  Google 


272 

Aufgabe  3.    Man  soll  folgende  Differential -Gleichung  auf- 
lösen 

AuflAsun^.    Aus  Gleichung  1  folgt  zunächst 

'^  dx  y 

d.  h.  es  ist 
entweder 

dy^-x-j-r?+? 
3x                    y 
oder  

ßxdy x  +  K-x'+y' 

^  3x  y 

Es  handelt  sich  Jetit  darum,  Jede  der  Glelchun^n  5  und  6 
sa  Integriren.    Aus  GL  5  folgt  nun 

7)  ydy  =  (-x+l^?+y)dx 

8)  xdz  +  ydy=  Vx'4-y'.dx 
xdx^^_ 

^     l^x'+y' 
Integriren  wir  beide  Seiten  von  GL  9,  so  folgt 
10)  +Vx'  +  y'  =  x  +  c.*) 


*)  Sollte  dieses  nicht  einleachten,  so  setze  man  in  Gleichung  9 
X*  +  y'  =  ^*  *^80  X  dx  +  y  dy  =s  i/^  da.    Hieraus  folgt 
X  dx  +  y  dy       »/,  du      , 

Vx»+y>         Vn 
/xdx  +  ydy_  /Vtdu       ^— 

Setzt  man  hierin  wieder  x*  +  y*  ==  u,  so  folgt 
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In  ähnlicher  Weise  folgt  aus  Gl.  6 

11)  -1/"£H^=x  +  c,. 
Setzen  wir  in  den  Gleichungen  10  und  11  c,  =  c,  =  c,  so 
erhalten  wir  als  allgemeine  Integral- Gleichung  von  Gl,  1 

oder 

13)  y*  ==  2  C  X  +  c*.    I  Gleichung  einer  Parabel. 

Aufgrabe  4.    Man  soU  folgende  Differential -Gleichung  auf- 
lösen 

l)(a'-x').(gy+bx(a«-O.(|)-|-bx  =  0. 

Auflösung.    Die  vorliegende  Differential  -  Gleichung  ist  in 

dy 
Bezug  auf  ^  eine  algebraische  Gleichung  vom  dritten  Grade. 

Um  dieselbe  für  X  aufzulösen,  bringen  wir  sie  in  eine  bequeme 
Form,  und  schreiben  deshalb  statt  ihrer 

2)|(.'-^-).(g)"-i|-j|+ax|-o. 

dy 
Hieraus  ergeben  sich  folgende  Wurzeln  fiir  -r- 

3)g  =  -b. 


Integriren  wir  die  Gleichungen  3,  4  und  5,  so  folgt 

bx«   ,  ,  bx« 

6)y  = T"'"*''  odery— c,  = ^ 

X  X 

7)  y  =  +  arc  sin — [-  c„  oder  y  —  Cj  =  -f-  arc  sin  — 

a  & 

X  X 

8)  y  ==  —  arc  sin — [-  C3,  oder  y  —  c,  =  —  arc  sin  — 

a  a 

Stegemann.   Integral-Bechn.  18 
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Setien  wir  in  den  Gleichungen  6,  7  und  8  C|  =  c«  =  Cs  =  c, 
so  folgt  als  alljg^nieines  Integral  der  gegebenen  DiSerential- 
Glelchung 

9)(7-c)'  =  ±^(arc8in|y. 

Wir  haben  schon  Seite  269  erwähnt,  dass  die  Methode^ 
welche  im  Vorstehenden  angewendet  wurde,  sehr  oft  auf  un- 
überwindliche Schwierigkeiten  fiihrt.  Wir  woUen  deshalb  in 
den  folgenden  Paragraphen  noch  einige  Fälle  vorführen,  in  denen 
man  auf  einem  andern  Wege  zur  Lösung  der  Differential- 
Gleichungen  erster  Ordnung  hohem  Grades  gelangt. 

§.  106. 

FortsetsuBg.  —  Die  gegebene  Differential -Oleichnng 

läBBt  fidch  für  7  auflösen,  d.  h.  sie  kann  auf  die  Foim 

y  =  f(x,p)  gebracht  werden.*) 

Aus  der  Differential -Gleichung 
1)  y  =  f(x,p) 
erhält  man  durch  Differentiation 

'^  3x  dx       '       3p        dx 

dy 
Weil  nun  aber  v^  =  p,  so  folgt  aus  Gl.  2 

3^p--di — ^—a^'e^' 

Hier  haben  wir  eine  neue  Differential -Gleichung  zwischen 
den  Variabein  x  und  p.    Ist  es  möglich,  diese  neue  DilTerential- 
fileicliung  aufzulösen,    so  braucht  man  nur  mit  Hülfe  ihrer 
Auflösung,  welche  im  Allgemeinen  die  Form 
4)  cp(x,p.c)  =  0 

*)  p  iat  hier  eine  andere  Schreibweise  für  t-  (vergl.  D.  R.,  Seite  113, 
Bemerknng  2). 
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hat,  aus  61.  1  p  zu  eliminiren,  um  %n  der  ursprünglichen  Glei- 
chung: >u  gelangten,  welche  der  gegfebenen  DilTerential- Glei- 
chung (1)  entspricht. 

§.  107. 

Fortsetsuxig.   y=px+f(p).  —  Einige  Bemerkungen 

über  besondere  Auflösungen  von  Differential- 

Oleichungen« 

Die  Gleichung 

i)y=p'^+f(p) 

büdet  einen  speciellen  FaU  von  Gl.  1,  §.106. 

Wir  müssen  also  Gl.  1  nach  der  Regel  von  §.  106  lösen 
können.    Differentiiren  wir  nun  Gl.  1,  so  folgt 

3)0=|.  +  fp|g. 

Um  p  mit  Hülfe  von  Gl.  3  aus  Gl.  1  zu  eliminiren,  be- 
achte man,  dass  der  Gl.  3  genügt  wird  dadurch,  dass  man  setzt 
entweder 

oder 

5)x  +  fp  =  0. 

Aus  Gleichung  4  folgt  ohne  Weiteres 

6)  p  =  c. 

Setzen  wir  nach  Gl.  6  den  Werth  von  p  in  GL  1  ein^  so 

folgt 

.X       _Lf^  ^      1   Integral  -  Gleichung,  welche  der  Düfe- 

/  ^  1"    w*     I  rential- Gleichung  1  entspricht. 

Ausser  der  Gleichung  7  können  wir  noch  eine  andere 
Auflösung  von  Gl.  1   erhalten,   dadurch,   dass  wir  mit  Hülfe 

18* 
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von  Gl.  5  p  aus  Gl.  1   eliminiren.    Wir  lösen  zu  dem  Ende 
GL  5  für  p  auf.    Erhalten  wir  dadurch 

8)  p  =  cp  X    {   als  AuflöBong  von  Gl.  5 

und  setzen  wir  diesen  Werth  von  p  in  Gl.  1  ein^  so  folgt 

^  _\    r  i     /   \\      \ Besondere  Auflösung  der  gege- 

9)  y  — x.cpx-t-I|cp(x;i.    jbenen  DiflFerential- Gleichung  1. 

Es  ist  klar^  dass  die  Gleichungen  7  und  9  beide  Auf- 
lösungen (primitive  Gleichungen)  der  gegebenen  Differential- 
Gleichung  (1)  sind;  indessen  unterscheiden  sich  diese  beiden 
Auflösungen  wesentlich  dadurch^  dass  die  erste,  Gl.  7,  eine  will- 
kürliche Constante  enthält,  während  in  der  letzteren,  Gl.  9, 
keine  Constante  enthalten  ist.  Dieser  Unterschied  rührt  daher, 
dass  die  Gleichimg  7  durch  wirkliche  Integration  gefiuden  ist, 
w&lirend  Gl.  9  ohne  Integration  aus  Gl.  1  abgeleitet  ist.  — 
Diese  letzte  Auflösung  der  gegebenen  Differential- Gleichung  (1) 
heisst  ihre  besondere  Auflösung  (vergl.  Seite  244). 

• 

Bemerkung.  Die  besonderen  Auflösungen  der  Differential -Gleichan- 
gen  wurden  von  Euler  noch  für  ein  Paradoxon  erklärt,  welches  sich  mit 
den  Principien  der  Differential-  und  Integral  -  Rechnung  nicht  zusammen- 
reimen lasse.  Lagrange  hat  dieselben  zuerst  vollständig  erklärt  Nach 
dem  Zwecke  der  vorliegenden  Schrift  müssen  wir  darauf  verzichten,  hier 
noch  weiter  auf  die  Behandlung  der  besonderen  Auflösungen  einzugehen. 
In  folgendem  Capitel  werden  wir  bei  einzelnen  Aufgaben  gelegentlich 
darauf  zurückkommen.  Dem  gereifteren  Leser,  der  sich  hierüber  weiter 
unterrichten  will,  empfehlen  wir  Külp,  Differential-  und  Integral-Bechnung ; 
ein  Buch,  dass  tfuch  in  anderer  Beziehung  sehr  zu  empfehlen  ist 

Aufgabe.    Man  soll  die  Differential -Gleichung 

.  1)  ydx  — xdy±a  |Ax*+dy« 
auflösen. 

Aaflösong.  Aus  der  gegebenen  Differential -Gleichung  (1) 
folgt 

2)y  =  pxqFaiaTp^ 
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DifTerentiiren  wir  diese  Gleichung,  so  folgt  weiter 

Der  Gleichung  4  wird  nun  genügt,  dadurch,  dass  man  setzt 
entweder 


oder 


5)^-0 


6)x:f-^=^:2==  =  0. 


Aus  Gleichung  5  folgt 

7)  p=c. 

Setzen  wir  diesen  Werth  von  p  in  Gl.  2  ein,  so  folgt 

Qx       -j-      |/-T— j — g  talfl  Integral- Gleichung,  welche  der 

^  ^  J  "•         (Differential-Gleichnng  1  entspricht. 

Durch   Gleichung  6  können  wir  p  ohne  Integration  er- 
mitteln.   Aus  dieser  Gleichung  (6)  folgt  zunächst 

*"^  1+p' 

11)  x»  +  p'x'  =  a'p' 

12)  p'(a'  — x»)=x' 
x' 


13)  p' 


a'  —  X- 

14)   p  =:± 


Ka'  —  X» 


Setzen  wir  diesen  Werth  von  p  in  Gl.  2  ein,  so  folgt 
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16)  y  =  x.-A— rTi^-r-^ 
>  »•  —  x"      r  »•  —  X* 


_^    a'  — X-  ,  01«i4o^  19  i«t  eme  i>i-iew  iafltanff  der 

17)  y  ^^ -!====[  gtgAenem  Differotial - Gleichwif  1. 

r  *   =  X  1      Wir  ea^eUea   das   Leser,   for  refseinedene 
'  Worthe  TOB  C  die  LinicB  xa  constmiien,  welche 

18)  7  a  Ka'  —  x'       Idcr  OL  8  emqireebeB,   od   den  für  danelbe 
.^       .    ,      ,  ,  f  Cooffdiaatefl - SjrteB  die  Cvre  (Kreb)  n  leich- 

19)  X'  +y'  =*■  \  nen,  welche  der  OL  19  entaprichL 


§.  108. 

Portsetanuig.  —  Die  gegebene  Differential -Gleichmig 

lAMt  rieh  ftr  z  anflOsen,  d.  h.  sie  Iflnt  sich  auf  die 

Penn  ^  =  f(y.p)**  bringen. 

Aas  der  Differential -Oleichung  von  der  Form 
l)x  =  för,p) 
folgt  durch  Differentiation 

2)  1— ^^(y>p)^y  I  ^H^jp)  Ay 

3y        dx  '         dp       'S* 

3)  i^^^(y>p).<^y  I  ^f(^>p)  <ip  dy 

^  dy       'dx  '         dp       '^'3x' 

Setzen  wir  hierin  ^  =  p,  so  folgt 

4,  ..MI^.p+p.'J^).^ 

Die  Gleichung  4  enthält  nur  p  und  7.    Wenn  es  mAglich 
ist,  dieselbe  zu  integriren,  so  hat  ihr  Integral  die  Form 

5)  <p(y»p>c)=o. 

Wird  dann  p  mit  Hülfe  von  Gl.  5  p  aus  Gl.  1  eliminirt, 
so  ist  die  gegebene  Differential  -  Gleichung  gelöst 
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§.  109. 

Differential  •  Oleichungen  höherer  Ordnungen. 
Allgemeine  Bemerkungen. 

Die  Differential- Gleichungen  höherer  Ordnungen  bieten 
noch  weit  mehr  Schwierigkeiten,  als  die  Differential- Gleichun- 
gen der  ersten  Ordnung ;  und  es  giebt  auch  nur  eine  verhältmss- 
mässig  geringe  Anzahl  von  speciellen  Fällen,  in  denen  sich  die 
Integration  der  Differential -Gleichungen  höherer  Ordnungen 
ausfuhren  lässt.  Wir  woUen  hier  deshalb  auch  nur  das  AUer- 
nothwendigste  darüber  mittheilen,  und  behalten  uns  vor,  in  dem 
folgenden  Capitel  bei  den  Anwendimgen  gelegentlich  das  Ver- 
säumte nachzuholen.  Wir  machen  hier  jedoch  schon  darauf 
aufinerksam,  dass  die  Differential -Gleichungen  höherer  Ordnun- 
gen sich  wesentlich  von  den  Differential -Gleichungen  der  ersten 
Ordnung  dadurch  unterscheiden,  dass  man  bei  den  letzteren 
ohne  wesentliche  Modificationen  nach  Belieben  jede  der  Variabein 
als  imabhängige  Variable  ansehen  durfte,  während  bei  den  Diffe- 
rential -  Gleichungen  hAherer  Ordnungen  sorgfUltig  darauf  zu 
achten  ist,  welcher  von  den  Variabein  der  Gharacter  der  un- 
abhängigen zukömmt.    (VergL  D.  R.  Cap.  X  Seite  119  ff.) 

Bemerkang.  Wir  machen  den  Anfänger  darauf  anfmerksam,  dasa  die 
Behandlang  der  Differential  -  Gleichungen  höherer  Ordnungen  klare  und 
richtige  Anffaa«nng  der  Grundsätze  der  Differential-  und  Integral -Rechnung 
und  grosse  Fertigkeit  in  den  analytischen  Operationen  erfordern. 

§.  110. 

Fortsetzung.  _0  =  f(^) 

Wir  wollen  hier  emen  sehr  einfachen  Fall  behandeln,  und 
zu  dem  Ende  annehmen,  dass  gegeben  sei: 
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d'y  dy 

Setzen  wir  hierin  ^  =  q,  ^  =  p  (vergL  D.  R.  Seite  lt3), 

80  folgt 

2)  q  =  f(p). 

Nun  ist 

4)  dx  =  4P. 

q 

Setzen  wir  hierin  {är  q  seinen  Werth  nach  Gl.  1  oder  2, 
so  folgt 


«)-=/l7f)  +  «- 


f(p) 
Ferner  ist 


7)  dy  =  p.dx  j  dy 


Diei  folgt  ans  der  Gleichung 


di=p- 


Setzt  man  hierin  den  Werth  von  dx  nach  Gl.  5,  so  folgt 


9)y=»/fiP. 


f(p) 

Lassen  sieh  die  Integrationen  in  61.  6  and  9  ausführen, 
and  iiann  man  ans  den  beiden  hierdnreh  entstehenden  Olei- 
ehangen  p  eliminiren,  so  erh&lt  man  darch  Aasf&hrang  dieser 
Operationen  eine  primitive  Gleichung,  welche  der  gegebenen 
DilTerential- Gleichung  (1)  entspricht. 

Die  folgende  Anfj^abe  mag  dienen,  um  daa  Vontehende  sn  erllntetn. 
Aufgabe.    Man  soll  folgende  Differential-Gleichung  auflösen: 
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d'y  dy 

Auflösung.  Wir  setzen  wieder  -«-^  =»  q  und  -5^  =  p.  Hier- 
durch verwandelt  sich  Gl.  t  in  folgende  Gleichung 

2)  q=  rrTv"' 

Setzen  wir  nach  Gl.  2  den  Werth  von  q  in  Gl.  4,  Seite  280 
ein,  so  folgt 

Hieraus  folgt  nach  Gl.  10,  Seite  82 

Femer  ist 

(   folgt  ans  der  Gleichung 
5)  dy  =  pdx.  ^^p 

Setzen  wir  hierin  den  Werth  von  d  x  nach  Gl.  3,  so  er- 
giebt  sich 

Hieraus  folgt  durch  Integration  (nach  Gl.  6;  Seite  5) 

Aus  den  Gleichungen  4  und  7  ist  Jetzt  noch  p  zu  ellmi- 
niren.    Wir  setzen  zu  dem  Ende  nach  Gl.  7 
8)(7-c0'==l+p'. 
9)p  =  ±V(y-c.)'-l. 

Schalten  wir  nach  Gl.  9  den  Werth  von  p  in  Gl.  4  ein,  so 
folgt 

10)  x  =  Z|y  =  c.  +  K{y-c.)--l|  +c,. 

Diese  Gleichung  ist  die  Integral -Gleichung,  welche  der 
gegebenen  Differential -Gleichung  (1)  entspricht  — 

Benerkang.  Hätte  man  ans  den  Gleichnngen  4  nnd  9  anch  eine 
Oleichnng  ableiten  können,  welche  anf  y  redacirt  ist,  nnd  wie  hfttte  das 
Verfahren  in  diesem  Falle  sein  müssen? 
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§.  111. 
Fortsetareing.  —  Die  gegebene  Differential- Oleichnng 

hat  die  Form  ^  =  f  (y). 

d'y  dy 

Setzen  wir  wieder  ^  =  q?  j^=P>  ^^  verwandelt  sich  die 

Gleichung 

d"v 

in  die  Gleichung 

2)  q  =  f(y). 
Ntm  ist 

'  ^      dx      3y   3x      3y  *  *^  * 

Setzen  wir  den  Werth  von  q  nach  GL  3  in  ÖL  2  ein,   so 
folgt 

4)p.|=f(y). 


5)  p.dp  =  f(y).dy. 
Hieraus  folgt  durch  Integration 

7)P=1^2Jf(y)dy  +  c,. 
9)dx ^ 


|/2jf(y)dy  +  c. 
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Hieraus  folgt  durch  Integration 


"fy'zß 


f(7)d7  +  c, 

Wir  machen  darauf  aufinerksam^  dass  Gleichung  10  nur  in 
formeller  Beziehung  ajs  Auflösung  der  gegebenen  Differential- 
Gleichung  (1)  gelten  kann.  Zu  der  wirklichen  AuflAsungf  der 
vorliegpenden  DiiTerential- Gleichung  gelangt  man  erst,  wenn 
man  die  beiden  Integrationen,  welche  in  Gleichung  10  ange- 
deutet sind,  wirklich  ausfuhrt. 

§.  112. 
Fortsetzung.  —  Die  gegebene  Differential  -  Gleichung 

h.tdl.PMmg  =  f(|=5). 

Wir  wollen  hier  den  einfachen  Fall  behandeln^  dass  n  =  3 
isty  dadurch  erhalten  wir  die  Differential- Gleichung 

Setzen  wir  nun  nach  D.  R.,  Seite  113 

so  erhält  Gl.  1  folgende  Form 
3)  r  =  f(p). 

Nun  ist 

4W  =  49  =  ^.^  =  a.^. 
'         dx      dp   dx      ^    dp 

Setzen  wir  den  Werth  von  r  nach  Gl.  4  in  Gl.  3  ein,  so 
folgt 

5)q.|  =  f(p). 
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6)  q.dq  =  f(p).dp. 
7)|q*  =  /f(p).dp  +  c.. 

dp 
10)  dx=    . 

y  2jf(p).dp  +  cr 

ll)x  =  /l^^_^_  +  C. 
-^FzJ  f(p).dp  +  c, 

Ferner  ist  nach  Gl.  2  und  10 

12)  dy=:.p.dx=  P-^P     

V2yf(p).dp  +  c,. 

Hieraus  folgt  durch  Integration 

")y-r,    Z'^"  — ■+«■■ 


'V,/' 


f(p).dp  +  Ci 

Ist  es  mAglich,  die  drei  Integrationen  auszaf&liren,  welche 
In  den  Gleichungen  11  und  13  angedeutet  sind,  und  p  zu  ell- 
miniren,  so  gelangt  man  dadurch  zu  der  Integral -Gleichung, 
welche  der  Differential -Gleichung  1  resp.  3  entspricht. 
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XI.  CapiteL 

Anivendun^en  der  Lehre   von   den  Differential - 
Gleichungen  auf  Geometrie  und  Mechanik, 

§.  113. 

Au^ben  über  die  Bestimmung  von  Curven  aus  den 

Beziehungen  ihrer  Subnormalen,  Subtangenten,  Nor« 

malen,  Tangenten  oder  Krttmmungs- Halbmesser. 

Aufgrabe  1.  Man  soU  die  Gleichung  derjenigen  krummen 
Linien  aufstellen,  deren  Subnormale  ßir  alle  Punkte  der  Curve 
denselben  Werth  (a)  hat. 

AuflAsung.  Nach  der  Bedingung  der  Aufgabe  ist  die  ge- 
suchte Gurve  bestimmt  durch  die  Gleichung 

1)  Sn  =  a. 

Nun  ist  nach  D.  R.,  Seite  128,  Gl.  7,  für  jede  Curve 
2)Sn  =  y.g. 

Der  Ausdruck  für  Sn  in  Gl.  2  gilt  für  jede  beliebige  Curve; 
er  wird  also  auch  fiir  die  gesuchte  Curve  gelten.  Setzen  wir 
denselben  in  Gl.  1  ein,  so  folgt 

3)y.|  =  a. 

Die  Curve,  welche  wir  suchen,  muss  also  der  Differential- 
Gleichung  3   genügen.     Die  AnflAsung  unserer  Aufgabe   ist 
also  zurttckgefUhrt  auf  die  AufUlsung  einer  Differential -Glei- 
chung (Gl.  3).    Aus  Gl.  3  folgt  nun 
4)  ydy  =  adx. 
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6)  y»  =  2ÄX  +  C. 

Die  Curve,  welche  der  gegebenen  Angabe  genügt,  ist  also 

eine  Parabel,   deren  Parameter  =  2a  ist,   deren   geometrische 

Achse    mit   der    Abscissen- Achse    zusammenfallt,    und    deren 

Scheitelpunkt  auf  der  Abscissen- Achse  eine  beliebige  Lage  hat 

Bemerkang:.  Der  Scheitelpunkt  hat  deshalb  eine  beliebige  Lage  auf 
der  Abscissen- Achse,  weil  in  Gl.  6  die  Constante  C  einen  beliebigen  Werth 
hat.  Setzt  man  C  =^  0,  so  flUlt  der  Scheitelpunkt  mit  dem  Anfangspunkt 
des  Coordinaten  -  Systems  sosammen. 

'   Wie  kann  man  die  Richtigkeit   nnseres  Resultates  prüfen?    (Yergl. 
D.  R.,  Oapitel  XI.,  Seite  127  ff. 

Aufgabe  2.  Man  soll  die  Gleichung  derjenigen  Curven 
au&tellen,  in  welcher  die  Subnormale  eines  jeden  Pimktes  so 
gross  ist,  als  die  Abscisse. 

Aufldsung.  Naeh  der  Bedingung  unserer  Aufgabe  ist  die 
gesuchte  Curve  bestimmt  durch  die  Gleichung 

1)  Sn  =  ±x. 
Nun  ist  wieder  nach  D.  R.,  Seite  128,  GL  7 

2)Sn-yg. 

Der  Ausdruck  für  Sn  in  GL  2  gilt  für  jede  beliebige  Curve; 
er  gilt  also  auch  für  die  gesuchte  Curve.  Setzen  wir  denselben 
in  GL  1  ein,  so  folgt 

Die  Curve,  welche  wir  suchen,  muss  also  der  Differential- 
Gleichung  3  genflgen.    Aus  dieser  Gleichung  folgt 
4)  ydy  =  3txdx. 

^v      >    I      8 1  H"'  "t  c  statt  2C  gesetzt  worden,   was 

)  J    ZU  I  offenbar  zaUlssig  ist. 
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Je  nachdem  in  Gl.  6  das  obere  oder  untere  Zeichen  in  -f 
gilt,  ist  sie  die  Gleichung  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  oder 
eines  Kreises  (einer  Ellipse  mit  gleichen  Achsen).  Diese  beiden 
Curven  g^enügfen  also  der  Bedingung^  unserer  Aufgrabe. 

Darf  man  für  c  jeden  beliebigen  positiven  oder  negativen  Werth 
setzen,  wenn  Gl.  6  einen  geometriBchen  Sinn  haben  soll? 

Aar§;abe  3.  Man  soll  die  Gleichung  derjenigen  Curve  auf- 
stellen, deren  Subnormalen  proportional  sind  den  Quadrat- 
Wurzeln  der  entsprechenden  Abscissen. 

Auflösung.  Naeh  der  Bedingung  unserer  Aufgabe  ist  die 
gesuchte  Cnrfe  bestimmt  durch  die  Gleichung 

l)Sn  =  ±a/i: 

Nun  ist  wieder  nach  D.  R.,  Seite  128,  Gl.  7 
d:y 


2)Sn  =  y.g- 


Der  Ausdruck  filr  Sn  in  Gl.  2  gilt  für  jede  Curve ;  er  gilt 
also  auch  fiir  die  gesuchte  Curve.  Setzen  wir  denselben  in 
GL  1  ein,  so  folgt 

4)  y  dy  =  ±  a  KxTdx. 

6)y"  =  ±|a>^?  +  c. 

Aufgabe  4.  Man  soll  die  Gleichung  derjenigen  Curve  auf 
stellen,  deren  Subtangente  für  alle  Punkte  denselben  Werth  (a) 
hat. 

Auflösung.    Nach  der  Bedingung  unserer  Aufgabe  ist 
1)  St  =  a. 
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Setzen  wir  hierin  den  allgemeinen  Äiudra<^  von  St  nach 
D.  B.,  Seite  128,  OL  8,  so  folgt 

^  y       a 
4)fy  =  fc=f- 

5)  Zcy=|. 

6)  cy  =  e*. 

X 

^  "^        c 
Die  gesuchte  Ciure  ist  also  eine  Exponental- Linie. 
Setsen  wir  a  ss  1  und  c  =  1,  so  folgt  aiu  Gl.  7 
8)  y=  e«,  vergl.  D.  E.,  Seite  133,  Ol.  23. 

Aar§;abe  5.  Man  soll  die  Gleichung  derjenigen  Curve  auf- 
stellen, fUr  welche  die  Subtangenten  proportional  den  ent- 
sprechenden Äbscissen  sind. 

Auflösung.    Nach  der  Bedingung  unserer  Au%abe  ist 
1)  St  =  ax. 

Setzen  wir  hierin  den  allgemeinen  Ausdruck  fiir  St  nach 
D.  R.,  Seite  128,  Gl.  8,  so  folgt 

^       J  X 

4)  aZy  =Zx-j-Zc. 

5)  y*    =ex. 

Setzen  wir  a  »  2,  so  wird  die  Curve  (Gl.  5),  welche  unserer  Aufgabe 
entspricht,  eine  gemeine  Parabel.     Vegl.  D.  R.,  Seite  131,  Gl.  4. 
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Aurg^abe  6.  Man  soll  die  Gleichung  derjenigen  Cnrve 
bestimmen^  deren  Tangenten  für  alle  Punkte  der  Curve  den- 
selben Werth  (a)  haben. 

Auflösung.    Aus  der  Bedingung  der  Aufgabe  folgt 
1)  Tc=a. 

Setzen  wir  hierin  den  allgemeinen  Ausdruck  für  T  nach 
Gl.  9;  Seite  128,  so  folgt 


6)x=/l5!pZ!dy  +  C. 

Um  das  Integral  auf  der  rechten  Seite  von  Gl.  6  auszu- 
führen; setze  man 

7)  !^?Hy!=u,  also  7=   r  ^       ' 
Dann  ist  weiter  nach  §.11,  Seite  20  ff. 

8)    r    ^  "^^  dy=:  rudy  =  uy—   Tydu 

/'    adu 


8tegem*nn.    InUgral-Rechn.  19 
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y  "^  y  i  Gl.  7, 

^dy  nach  GL  10  in 

GL  6  ein,  so  folgt 

11)  X  =  V^inry^  _  ai  ^±£5L:il!  +  c. 

Bemerkiing^.  Die  Carre,  welche  der  Gleichong  11  entspricht,  ist  die 
sogenannte  Tractoria  (Zaglinie),  eine  Cnnre,  welche  in  der  praktischen 
Mechanik  snweilen  Anwendung  findet.  Wir  empfehlen  dem  Leser,  die 
Cnrye  sn  constmiren,  nnd  sn  dem  Ende  sowohl  für  a,  als  auch  für  die 
wlllkarllche  CoBstante  (C)  bestimmte  Zahlenwerthe  anzunehmen. 

Welchen  Gang  würde  die  Rechnung  genommen  haben,  wenn  die  Aus- 
führung des  Integrals  auf  der  rechten  Seite  von  Gl.  6  dadurch  eingeleitet 
wäre,  dass  wir  nach  §.  32,  Seite  74,  gesetzt  hfttten  |/"a«  — y«  «ny  +  a? 

Aii%abe  7.  Man  soll  die  Gleichung  derjenigen  Curve  be- 
stimmen, deren  Tangenten  proportional  den  Quadrat -Wurzeln 
aus  den  entsprechenden  Ordinaten  sind. 

Auflösang.  Nach  der  Bedingung  unserer  Aufgabe  wird 
die  Curve  bestimmt  durch  die  Gleichung 

1)  T  =  SiVf: 

Setzen  wir  hierin  den  allgemeinen  Ausdruck  für  T  nach 
D.  R.,  Seite  128,  Gl.  9,  so  folgt 


dx\» a'y  —  y' 


y 


5)  dx  =  )/^^=^.cly. 
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Hieraus  folgt  weiter  durch  Integration 


y 

Um  die  Integration   auszuführen,   welche  rechts  in  Gl.  6 
angedeutet  ist,  setzen  wir 

7)  1/  ^-=^  =  u,  also  y  =  iip^.- 

Hiemach  ist 


9)/V'^.dy  =  uy-yi^du.- 

=  uy  —  a" .  arc  tg  u  -f-  C. 
Setzen  wir  in  GL  9  den  Werth  von  u  nach  Gl.  7,  so  folgt 

10)    r)/?L:^.dy=Ka'y-y'-a'arcig]/^^^^  +  C. 

^         y  y 


Setzen  wir  nach  Gl.  10  den  Werth  von  /  y ^.  dy  in 

Gl.  6  ein,  so  folgt 

11)  x=»^a*y  — y*  — a*arctg]/i-^:i^+C. 

j 

Diese  Gleichung  ist  die  Gleichung  der  Curve,  welche  der 
Forderung  unserer  Aufgabe  genügt. 

Wir  empfehlen   die  Corve   nach  Gl.  11    zn   conatniiren,  tmd  dieselbe 
zu  discntiren  nach  D.  B.,  Cap.  XIV  etc. 

AuTg^abe  8.    Man  soll  die  Gleichung  derjenigen  Curve  be- 
stimmen, deren  Normale  ßir  alle  Punkte  denselben  Werth  (a)  hat 

Auflfsangf.    Nach  der  Bedingimg  unserer  Aufgabe  ist  die 

gesuchte  Curve  bestimmt  durch  die  Gleichung 

i)  N  =  a. 

19* 
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Setzen  wir  hierin  den  a%emeinen  Aosdrack  fiir  N  nach 
D.  R.,'Seite  128,  GL  10,  so  folgt 

Hieraus  folgt  weiter 


^)/rfe=^+«- 


r 

6)  :f  Va'-7'  =  x  +  C. 
7)a«-y»  =  (x  +  C)'. 
8)y'  +  (x  +  C)'  =  a«. 

Die  gesuchte  Curve  ist  also  ein  Ej^is,  dessen  Radius  gleich 
a  ist,  und  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Abscissen- Achse  liegt 

BemerkBBg.  Setzen  wir  C  a»  0,  so  wird  Gleichong  8  die  Bfittelpankti- 
Qleiohoii^  des  Kreises,  d.  h.  in  diesem  Falle  fUlt  der  Bfittelpnnkt  des  ^- 
nannten  Kreises  in  den  Anfangspunkt  des  Coordinaten  -  Systems. 

Aurgabe  9.  Man  soll  die  Gleichung  derjenigen  Curve  auf- 
stellen, deren  Normale  der  Gleichung  N  =  Vx"  +  y'^  genügt 

Aunosung.  Nach  D.  R.,  Seite  128,  GL  10,  ist  für  jede 
Cunre 


o"-^-»'' +(£)'• 


Demnach  wird   die   gesuchte  Curve   bestimmt   durch   die 
Gleichung 


2)yyi+(a0  =  »^^HT' 
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3)y'+y'(g)'=x'+y'. 

5)  y  dy  =  ±  X  .  dx. 
Hieraus  folgt  durch  Integration 

7)  y»q:x«  =  C. 

Je  nachdem  das  obere  oder  untere  Zeichen  in  GL  7  gilt^ 
entspricht  sie  einer  gleichseitigen  Hyperbel  oder  einem  Kreise 
(vergl.  Aufgabe  2,  Seite  286). 

Aufgabe  10.  Man  soll  die  Gleichung  der  Curve  aufstellen, 
deren  Erünmiungs- Halbmesser  constant,  etwa  gleich  a  ist. 

Auflösung.  Bezeichnen  wir  den  Erümmungs- Halbmesser 
durch  Qy  so  ist  ganz  allgemein  nach  D.  R.,  Seite  198,  Gl.  23 

1)  ,  =  ai^j  Bek^ntHch  it  p-g.  ,  =  g. 

Die  Curve,  welche  unserer  Aufgabe  entspricht,  muss  dem- 
nach folgender  Gleichung  genügen 

Weil  nun  q= jp»  so  folgt  ans  Gl.  2 
3)(l+p')'/.=a.^. 
.,  dx  dp 
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Um  das  Integral  von  der  rechten  Seite  von  Gl.  5  auszu- 
fiihren,  setzen  wir 

6)  p  =  tgu;  (1 4- p")  =  sec*  u  =  — 5— ;  dp  =  — 5—. 
'  *^      »^    >  V     I  r/  cos'u'    *^      coß*u 

Hieraus  folgt  dann  weiter 

du 


cos'u 

Nun  ißt  bekanntlich  sin  u  =  -yr=====.    Setzen  wir  diesen 

Kl+tg*u 

Werth  von  sin  u  in  GL  7  ein,  so  folgt 

/dp  tg  U  P         i  ^'^  beachte. 

Setzen  wir  nach  Gl.  8  den  Werth  von    /    .    A^n^Y/T  ^ 
Gl.  5  ein,  so  folgt 

Nun  ist  femer 

10)  dy  ==p  dx  I   Dies  folgt  aus  der  Gleichung^  P^^ 

Setzen  wir  in  diese  Gleichung  den  Werth  von  dx  nach 
Gl.  4,  so  folgt 

Hieraus  folgt  durch  Integration  nach  Gl.  6,  Seite  5 

Es  kömmt  Jetzt  noch  darauf  an,  aus  den  Gleichungen  9 
and  12  p  zu  eliminiren.    Zu  dem  Ende  setzen  wir  nach  Gl.  12 
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13)  (y -«»)'= 4?- 

Aus  Gleichung  9  folgt 

15)(— c.)'  =  ^- 

Setzen  wir  hierin  den  Werth  von  p*  nach  Gl.  14,  so  folgt 
^,a'-(y-c,)' 

'■^   (y-c.)' 

17)(x-c,)'  +  (y-c,)*  =  a'. 
Unsere  Ourve  ist  demnach  ein  EJreiS;  dessen  Radius  £=  a, 
und  dessen  Mittelpunkt  -  Coordinaten ,  resp.  die  wlllkörlichen 
Constanten  Werthe  Ci  und  c,  haben,  und  zwar  ist  der  Kreis 
die  einzi§;e  Curve,  welciie  dieser  Bedin§;ang  Genüge  leistet. 
(Vergl.  die  folgende  Aufgabe.) 

Aufgabe  11.  Man  soll  diejenige  Curve  bestimmen,  deren 
Erümmungs- Halbmesser  den  entsprechenden  Normalen  gleich 
sind. 

Auflösung.  Nach  D.  R.,  Seite  128,  Gl.  10  und  Seite  198, 
Gl.  23  ist 

Da  nun  nach  der  Forderung  unserer  Aufgabe  N  =  q  sein 
soll,  so  folgt  aus  Gl.  1 

♦)y-q-T(i+p')- 
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*)  y-fi^^^l  +  P*)-  1     ^''-*««'i««rf 


6)  y.aJ.dy=T(l+p')dy.   (.«««OLsX^ 


dy 


eher  3  Variable  j,  p 


7)  y  •  3- •dp^ip(l-j-p*)dy.     /imd  q  Torkamen,   one 

I  GL  (9)  hergcatelh  h»- 

8)  y -p.dparlf  (14.p*)dy.      Ibeo,  in  der  nor^V»^ 


Hierdurch  folgt  durch  Integration 


nable  p  und  7  entiial- 
ten  aind. 


BeiüeluilcMigen  wir  In  61.  10  wor  der  Hand  allein  das 
Zelehen  „^^S  so  folgt  daraus 

Aus  Gleichung  11  folgt  weiter 
Kl-c.'.y' 


12)  p« 


ci-y 


Da  nun  P*«^»  so  folgt  hieraus 

^  dx  Ol .  y 

14)  -^ii^^^dx. 

l5)l.Kl-c/.y»  =  x  +  c,. 
16)^-y«  =  (x  =  c.)' 
I7)y«  +  (x  +  c)«  =  (iy. 
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Gleichung  17  ist  die  Gleichung  eines  Kreises,  dessen  Radius 

gleich  —  ist,  und  dessen  Mittelpunkt  (wegen  des  wilkürlichen 

Werthes  von  Cj)  in  einem  beliebigen  Punkte  der  Abscissen- 
Achse  liegt.  Ein  solcher  Kreis  genügt  also  der  Bedingung 
unserer  Aufgabe.  Der  Kreis  ist  aber  nicht  die  einzige  Curve, 
welche  unserer  Aufgabe  genügt.  Lassen  wir  in  Gl.  10  das 
Zeichen  ,,+^^  gelten,  so  folgt 

18)  l+p>  =  c,'.y». 

19)  p  =  Kc,*.y*-l. 
20)|g=Vc,'.y>-.l. 

21)-^==^===dx. 

Hieraus  folgt  nach  Gl.  13,  Seite  80, 

22)  l.i  j  Vc»».y»-l  +  c,.yt=x  +  C3. 

Ci 

Um  die  Natur  der  Curve  kennen  zu  lernen,  welcher  Gl.  22 
entspricht,  formen  wir  dieselbe  etwas  um,  und  setzen  zunächst 

23)  l\Vo,'.y'-l  +  Ci.Y\=c,(x  +  c,). 

24)  1^0,* .  y«  —  1  +  Ci .  y  =  e«Mx-c^. 

25)  V  c," .  y"  -  1  =  eci(»+»s)  —  Ci  .y. 

26)  Cj* .  y  —  1  =  e«i  (»+«t)  —  2  Ci  •  y  e«i  («+«•)  +  Ci'  y*. 

27)  2 c,.ye«i (»+««)=  e'«*(x+c,)+i, 

Multipliciren  wir  Gl.  27  mit  e-«i(»+«i),  so  folgt 

.    28)  2c,  .y=:e«i («+««) +  e-«i(x+c^. 

e«i  (»+«i)4- e-«i(x+c,) 
29)  y  =  c, ^ 

Diese  Gleichung  ist  offenbar  die  Gleichung  einer  Ketten- 
linie, so  dass  ausser  dem  Kreise  Gl.  17  auch  die  Kettenlinie 
der  Bedingung  unserer  Aufgabe  genügt. 
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Setzen  wir  in  GL  29  c,  =  0,  so  folgt  aus  derselben 
30)  y  =  Ci J^ Vergl.  D.  R.,  Seite  131. 

Aargabe  12.  Man  soll  eine  Curve  bestimmen,  deren 
Krümmungs- Halbmesser  proportional  sind  den  Quadraten  der 
'entsprechenden  Ordinaten, 

Auflösung.    ^  Der  Forderung   unserer  Aufgabe   entspricht 
folgende  Gleichimg. 
1)  (}==ay». 

Hieraus  folgt  nach  D.  R.,  Seite  198,  Gl.  23, 

3)(i+p7A=»y'q- 

Nun  ist 

Setzen  wir  nach  GL  4  den  Werth  von  q  in  Gl.  3  ein,  so 
folgt 

Wir   machen  darauf  aaf- 

merksam,  dass  es  bei  den 

letzten  Operationen  darauf 

j  I   ankam,  aus  Ql.  3,  welohe 

=  av*n  -r^         ( 

hält,  eine  Gleichung  (5) 
herzustellen ,  in  welcher 
nur  2  Variable  (p  und  y) 
enthalten  sind. 


5)  (1  +  P*)*'«  =  ay*P  j^  (     ^  Variable  q,  p  und  y  ent 


■Oder 


6^  ^-a        P^P 


^^y-(i/p>+''- 
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Setzen  wir  hierin  c,  ^  0*),  so  ergiebt  sich  durch  eine  ein- 
fache Zwischen-Bechnung 

9)  p=Ka'y'-l- 

11)  T,^#==dx. 

V  &y*  —  1 

12)  -l\  KäV*"^=^r+ay  t  =  y  +  C,  j  V«rgl.  Gl.  13,  Seite  79. 

Nach  einigen  Umformungen  erhält  man  aus  GL  12. 

Die  Umformangea,  darch 

welche    wir    Gl.    13    ans 

,         a»(»+ci)  -4-  e-  »(*+««)   1   Gl.  12  ableiten,  sind  denen 

^  ^    '       '  2  1   8>**^    analog ,    die    Seite 

289,   Gl.  23  bis   30  vor- 
kommen. 

Die  Curve,  welche  unserer  Aufgabe  entspricht,  ist  nach 
Gl.  13  offenbar  eine  EettenUnie.  Um  die  gewöhnliche  Form 
für  die  Gleichung  der  EettenUnie  herzustellen,  setzen  wir  in 
Gl.  13,  Ca  =  0.    Hierdurch  erhalten  wir 

14)  y  =  a Hl 

Es  ist  klar,  dass  durch  die  Annahme  c^  sas  0  in  Gl.  13  die  Natur  der 
Curre  nicht  berührt  wird,  indem  diese  Annahme  geometrisch  nichts  ande- 
res bedeutet,  als  dass  den  AorangspHnkt  des  Coordinaten  -  Systems  eine 
bestimmte  Lage  auf  der  Absctssea-Aehse  gegeben  Ist. 

Au%abe  13.  Man  soll  die  Curve  bestimmen,  deren 
Erümmungs- Halbmesser  doppelt  so  lang  sind,  als  die  ent- 
sprechenden Normalen. 

*)  Durch  die  Annahme  CjSsO  wird  das  Coordinaten  -  System  insofern 
bestimmt,  als  für  p  «>■  0,  y  ss  —  sein  mnss.  Wir  empfehlen  dem  geübte- 
ren Leser,  die  Bechnung  von  Gl.  8  an  fortzuführen,  ohne  c,  ass  0  zu  setzen. 

Welchen  Einfluss  hat  die  Annahme  C|  ss  0  auf  das  Resultat? 
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AorMgnng:.    ^udh  D.  R.,  Seite  128,  GL  10  und  Seite  198, 
Gl.  23,  erhalten  wir  gemäss  der  Bedingung  unserer  Angabe 

Hieraus  folgt  weiter 
Nun  ist 

Setzen  wir  nach  GL  3  den  Werth  Ton  q  in  GL  Z,  so  folget 
4)l+P*-±2y.p.^. 

«;•»  ^y  -  I  9  P-^P 

6)fy  =  ±Ul  +  P*)  +  fc.- 
Berttcksichtigen  wir  in  61.  6  for  der  Hand  allein  das 
Zeichen  -{-  i»  den  Ausdmeii  Md:*S  so  folgt 
7)y  =  c.{l  +  p«). 


8)^  =  P'. 


c7 


11)  |/"_5i_d7  =  dx. 

Hieraus  folgt  durch  Integration 

Die  Integration  ISsst  dch 
am  einfachsten  ausführen, 

12)  Vci  y  —  c,'  =  X  -["  ^>*  (    wenn  man  8et«ty—c,—  u, 

und  dann  nach  Gl.  6,  Seite 
5  verfährt 
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13)  Ciy-c»»=(x  +  cO'. 

14)  c,(y-cO  =  (x  +  c,)». 

Diese  Gleichung  drttekt  offenbar  eine  Parabel  aus,  deren 
Parameter  g;lelch  der  willkllrlichen  Constante  Ci,  und  deren 
geometrisehe  Achse  parallel  der  Ordinalen  -  Achse  Ist. 

Es  lässt  sich  nun  leicht  übersehen,  dass  die  Parabel  nicht 
die  einzige  Curve  ist,  welche  der  Bedingung  unserer  Aufgabe 
genügt,  denn  berücksichtigen  wir  Gl.  6  das  Zeichen  y,-*'S  ^^ 
folgt  aus  dieser  Gleichung 

16)  1+P*  =  y 


und  ferner  nach  Gl.  9,  Seite  92 

21)  —  Vc.y— y«  +  -^arc 


sin 


Diese  Gleichung  ist  aber  die  Gleichung  der  Cydoide,  so 
dass  ausser  der  Parabel  auch  die  Cyclolde  der  Bedingung 
unserer  Aufgabe  genttgt. 

Benerkan;  1.  Wenn  es  nicht  einleuchten  sollte,  dass  Gl.  21  die 
Gleichung  einer  Cydoide  ist,  so  setze  mun 

22)  y  =  y(l-cost). 
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Schalten  wir  diesen  Werth  von  y  in  Gl.  21  ein,  so  fol^ 


24)  —-5-^(1  — cost;  —  (l  —  co8t)'  4--5-arcBin(— cost)  =x  +  c^ 


c 


1 «1 


25)  —  -^  V  (2  —  2  cos  t)  —  ( 1  —  2  cos  t  +  cos*  t)  —  ~  arc  sin  (cos  t)  =  x  -f-  c,. 


26)-5/l-co.«t-*i(f-t)  =  x  +  c^ 


2  2  2 

C,  TC 


28)  x  +  c,4-Y  =  T(* -•""*)• 


Setzen  wir  nun  in  GL  28 

29)  c,  =  —  ^  so  folgt 

c* 

30)  X  =  —  (t  —  sin  t). 

Vergleichen  wir  nun  die  Gleichungen  22  and  30  mit  D.  B.,  Seite  135, 
Gl.  5  und  6,  so  ist  evident»  dass  diese  beiden  Gleiobongen  (22  und  30) 
eine  Cycloide  bestimmen.  Da  aber  diese  Gleichongen  (22  and  30)  ans 
Gl.  21  abgeleitet  sind,  80  Ist  danit  bewiesen,  das«  61.  21  die  Glelckoii^ 
einer  Cyclolde  ist,  w.  s.  b.  w. 

BemerlLang  2.      Durch   die   Bestimmung   des   Werthes   von   c^   nach 

Gl.  29  wird  die  Natnr  der  Corve  nicht  ge&ndert,  sondern  es  wird  dadorck 

blos  die  Lage  des  Anfangspunktes  anseres  Coordinaten-Systens  anf  der 

Abscissen  -  Achse  bestlnnt.    Aus  dem  Vergleich  der  Gleichungen  22  und 

30  mit  den  Gleichungen  5  und  6,  D.  B.,  Seite  135,  folgt  ausserdem  noch, 

c> 
dass  der  Radius  des  erzeugenden  Kreises  gleich  ~  ist 


§.  114. 

Au^ben  zur  Bestimmung  einer  Curve  aus 

den  Beziehungen  ihrer  Flächen  oder  Bogen -Lflngen» 

Aufgrabe  14.    Man  soll  die  Gleichung  der  krummen  Linie 
aufctellen,  welche  der  folgenden  Gleichung  entspricht 

l)  z  +  c  =  »/3xy. 
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Hier  soll  z  die  Bedeutung  haben,  die  wir  ihm  in  §.  60^ 
Seite  140  ff.,  beigelegt  haben. 

Auflösung.    Durch  Differentiation  von  Gl.  1  erhalten  wir 

2)  dz  =  »/3(xdy  +  ydx). 

Setzen  wir  hierin  den  Werth  von  dz  nach  GL  6,  Seite  96, 
so  folgt 

3)  ydx  =  %xdy  +  %jdx 

4)  y  dx  =  2  X  dy 
gx  2dy^dx 

y       X 

6)  2lj=:lx  +  lc 

7)  y*  =  ex.    !  Gl.  der  Parabel. 

Aufgabe  15.    Eine  Curve  Fig.  88  soll  durch  einen  Punkt 
O  gehen,  dessen  Co-  p.     gg 

ordinaten  x = 0,  y = m 
sind ,  und  ausserdem 
der  Bedingung  genü- 
gen, dass  die  Bogen- 
längen ,  vom  Punkte 
O   angerechnet,    stets 


gleich      J/^y*  —  m* 
sind. 

Auflösung:.      Der  s=Yy^-^m* 

Bedingimg        unserer  OB  ==  l^BK«  —  AO* 

Aufgabe  gemäss  ist 

1)  8=Ky*-m^ 

Hieraus  folgt  weiter 

Nun  ist  nach   D.  R,    Seite  199,   ds  =  ^  1  +  (^  .  dx. 
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Setzen  wir  diesen  Werth  von  ds  in  GL  2  ein,  so  folgt 


4)l  +  p 


5)y*-m»  +  p'(y'-m')  =  y'p' 

6)  p»m*=y»  — m' 

7)  pm«±ry»-m* 

Hieraus  folgt  nach  Ol.  13,  Seite  79 
lO)ZlK7:=^+y|+Zc  +  ±^. 

In  6leldiaiig  10  liat  die  Constante  le  keinen  wlllkttriidien 
Werth  mehr,  weil  nach  der  Bedlngang  unserer  Aufgabe  K  =  e 
und  y  =  m  Coordlnaten  eines  Punktes  (0)  auf  unserer  Corte 
sein  sollen.    (Vergl.  Bemerk.  1,  Seite  2.) 

Um  den  Werth  der  Constanten  Ic  zu  ermitteln,  setzen  wir 
demnach  in  Gl.  10  x=sO  und  ys=B« 

Hieraus  folgt 

11)  Zm4-ic  =  0,  also  ist 

12)  Zc  =  —  Im.  oder  c  =  — . 
^  m 

Setzen  wir  diesen  Werth  von  c  in  Gl.  10  ein,  so  folgt 
I3)^trp3^+yt=e±- 

14)  Vj*  —  m'  +  y  =  m.e^« 

15)  Ky*  — m"  =  m.  e  -^  «  —  y 
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16)  y'  —  m'  sBs  m* .  e  -'^  »  —  2  m  y  e  -'-  »  +  y' 

17)  —  m*  =  m*  e  -'-  ">  —  2  m  y  e  —  "* 

Multipliciren  wir  diese  Gleichung   mit  ,  so  folgt 

18)  — m.e'''"'  =  me*"  —  2y 

19)  2y=m|e=t  m^e"^^l 

20)y  =  m.izi+l^. 

Diese  Gleichung  ist  die  Gleicliun;  der  Kettenlinie.    Vergl. 

Au%abe  2,  Seite  197. 

Macht  68  einen  Unterschied,  ob  man  in  Gl.  20  +  nod  "^  die  obern 
oder  untern  Zeichen  berücksichtigt? 

§.  115. 
Emhlülnngs  -  Curven. 

Denkt  man  ein  System   gleichartiger  Curven  gezeichnet, 
so    nennt    man    diejenige  Fig.  89. 

Curve,  welche  alle  Curven 
des  gedachten  Systems  be- 
rührt;  deren  Umhüllnngs- 
Cunre.  Ist  z.  B.  ein  Kreis 
Fig.  89  der  geometrische 
Ort  der  Mittelpunkte  eines 
Systems  von  Kreisen,  wel- 
che denselben  Radius  (r) 
haben,     so     würden    die 

Curven    (die    in    diesem  .  o    . 

^  Am  =  Q,  mp  SS  p,  Ap  =  o. 

Stegemann.    Integr«l-Beehn.  20 
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Falle  wieder  Kreise  sind),  welche  alle  jene  ersteren  Kreise 
berühren,  die  Umhttllungs-Ciinren  der  ersteren  Kreise  genannt. 
Es  ist  leicht  denkbar,  das  ganze  System  unserer  einge- 
hüllten Corven  durch  eine  einiige  Gleichung  auszudrückecL 
Setzen  wir  z.  B.  in  diesem  speciellen  Falle  die  Mittelpunkts- 
Coordinaten  eines  dieser  eingehüllten  Kreise  resp.  gleich  a  und  ß, 
so  ist  die  Gleichung  des  betreffenden  Kreises 
l)(x-o)'  +  (y-ß)'=r'. 

Weil  aber  der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  selbst  wieder  auf 

einem  Kreise  liegt^   dessen  Mittelpunkt  im  Anfangspunkt   des 

Coordinaten- Systems  liegt,  und  dessen  Radius  gleich  b  ist,   so 

müssen  die  Coordinaten  a  und  ß  folgender  Gleichung  genügen 

2)  a»  +  ß*  =  (}',  also 

t%\  Q |/"ri r  )^®'  Einfochheit    wegen   TernachlKssi^eii 

*  ^  f  wir  das  doppelte  Voneiehen  vor  f^^* — a*. 

Setzen  wir  den  Werth  von  ß  nach  Gl.  3  in  Gl.  1  ein,  so 
folgt 

4)(x-a)»  +  (y-K^^^r7)-  =  r». 

Diese  Gleichung  stellt  offenbar  wieder  einen  von  unsem 
eingehüllten  Kreisen  dar.  Da  man  aber  a  jeden  beliebigen 
Werth  geben  kann*),  so  kann  Gleichung  4  als  Gleichung  eines 
Jeden  der  eingehüllten  Kreise  angesehen  werden,  d.  h.  sie  ist 
die  Gleicliung  des  Systems  derjenigen  Kreise,  deren  Radien 
gleich  r  sind  und  deren  IHittelpunlLte  nacli  Fig.  89  auf  einen 
Kreise  liegen,  der  mit  dem  Radius  q  um  den  AnfangspunlLt 
des  Coordinaten -Systems  beschrieben  worden  sind;  und  es 
erfolgt  der  Uebergang  von  dem  einen  Kreise  des  Systems  zu 
dem  nachfolgenden  durch  Aenderung  von  a. 

*)  Man  beachte ,  das«  wegen  des  Aasdrnckes  K  q'  —  o*  die  Glei- 
choDg'  4  keinen  geometrischen  Sinn  mehr  haben  kann,  wenn  a  ^  -{-  ^  ^^^ 
c  <  —  Q  IBt. 
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§.  116. 
Fortsetzung. 

Nehmen  wir  nun  an,  es  sei  die  Gleichung 
l)f(x,y,o)  =  0 
gegeben,  so  wird  diese  Gleichung  —  falls  sie  überhaupt  eine 
geometrische  Bedeutung  hat  —  im  Allgemeinen  eine  ganz  be- 
stimmte Curve  ausdrücken,  so  lange  a  einen  ganz  bestimmten 
Constanten  Werth  behält 

Wenn  man  dagegen  annimmt,  dass  die  (in  Bezug  auf  x 

und  y)  constante  Grösse  a  continuirlich  ihren  Werth  ändern 

kann,  so  lässt  sich  nach  §.  115  leicht  erkennen,  dass  durch 

Gl.  1  ein  System  von  gleichartigen  Curven  ausgedrückt  wird. 

Die  Umhüllungs  -  Curve  dieses  Systems  ist  nun   offenbar  der 

Art,  dass  für  jeden  Punkt  derselben  nicht  allein  x  und  y,  son- 

dv 
dem  auch  ^  oder  p  gleich  sind,  sowohl  den  Werthen  von  x 

und  y,  als  auch  dem  Werthe  von  p  für  den  Berührungs- Punkt 
der  entsprechenden  eingehüllten  Curve.  Hieraus  folgt;  dass  die 
Umhüllungs -Curve  sowohl  der  Gleichung  1,  als  auch  ihrem 
Differential  genügen  muss,  d.  h.  sie  muss  folgenden  beiden 
Gleichungen  genügen 

2)f(x,y,a)  =  0 

bf(x,y,a)    dy       af(x,y,a)^^ 
^  dy  dx~         dx  '  ^ 


*)  Eliminiren  wir  a  aus  den  GleichuDgen  2  und  3,  so   entsteht  eine 
Differential- Gleichung  von  der  Form 

(p(X,y,p)=«0. 
Lösen  wir  dieselbe  auf,  so  erhalten  wir  im  Allf^emeinen  eine  Inte; ral- 
GlelchuDf  und  eine  besondere  Lösung.  Die  Integral -Gleichung  hat  dann 
die  Form  yon  Gleichung  2  resp.  1,  und  die  Integrations  -  Constante  ent- 
spricht der  Grösse  a,  während  die  besondere  Lösnng  der  Umhüllungs- 
Curve  entspricht. 

20* 
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Differentiiren  wir  aber  OL  2  nach  a,  so  folgt*) 

.  i)f(x,y,a)   dy     af(x,y,a)   dx      Äf(x^y^_ 

•  5^  <^f(x,y,a)  dy  dx  af(x,y,a)  dx  ,- af(x,y,a)_Q 
'^    3y    dx'da  '    ax   'da"'    3a 

gx  |i)f(x,y,a)dy   i)f(x,y,a>|  dx  ^>f(x>y,a)^Q 
'^   Sy    dx"^   dx    )   da  '    3ä 

Nach  Ol.  3  ist  das  erste  Glied  in  GL  6  gleich  Null.    D^n- 
nach  folgt  aus  den  Gleichungen  3  und  6 

j)f(x,y,a)_^ 


7) 


da 


Berücksichtigen  wir  jetzt,  dass  die  ümhüllungs  -  Curve  den 
Gleichungen  1  oder  2  und  3  genügen  muss,  und  femer,  dass 
GL  7  aus  GL  1  oder  2  und  3  abgeleitet  ist,  so  folgt,  dass  die 
etwaige  ümhüllungs -Curve  eben&lls  den  Gleichungen  1  und  7 
g^ügen  muss,  d.  h. 

1)  f(x,y,a)==0     i 

f  Gleichangen,   denen   die  etwaige   Um- 

7)  ^H^>y>^)__o    (   hüllnngs-Cnrve  genügen  muss. 


Wenn  also  wirknch  eine  UrahQllangs- Curve  eristirt,  30 
erhalten  wir  deren  Gleichung  dadurch,  dass  wir  ans  den 
beiden  Gleichungen  1  und  7,  a  eliminiren. 


*')  Man  beachte,  dass  wir  durch  eine  Aenderang  von  a,  von  einer 
eingebauten  Corve  des  betreflFenden  Systems  (Gl.  1  oder  2)  zn  der.  nächst- 
folgenden übergehen,  dass  also  in  Folge  dessen  aach  x  und  y  (die  Coor- 
dinaten  des  Beriihmngspanktes  unserer  Ümhüllungs -Curve  mit  der  betreffen- 
den eingehüllten  Curve)  sich  ändern  müssen. 

Diese  Differentiationen  sind  den  Differentiationen  analog,  durch  welche 
wir  D.  B.,  Seite  214,  zu  den  Gleichungen  4  und  5  gelangt  sind.  Dies 
wird  vielleicht  noch  mehr  einleuchten,  wenn  man  bedenkt,  daas  Jede  Garte 
die  UmhOHungs  -  Curve  Ihrer  Rrammangskreise  Ist. 
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§.  117. 
Fortsetsung. 

Im  vorigen  §.  haben  wir  gesehen  ^  dass  eine  etwaige 
Umhüllnngs-Curve  den  Gleichungen  1  und  7  genügen  muss; 
indessen  Tolgt  daraus  nicht  mit  Notliwendigkeit,  dass  den 
Gleichungen  1  und  7  stets  eine  Umhttllungs-Cunfe  entspricht« 

Dies  folgt  schon  daraus,  dass  nicht  jedes  System  von  gleich- 
artigen Curven  eine  Ümhüllungs-Curve  besitzt  Denken  wir 
uns  z.  B.  ein  System  von  concentrischen  Kreisen  oder  von 
Parabeky  die  der  Gleichung  y"=ax  entsprechen  (vergl.  Fig.  93, 
Seite  316),  so  sieht  man  ohne  Weiteres,  dass  diese  Curven- 
Systeme  überall  keine  Umhüllungs-Üurve  haben  können.  Wenn 
wir  also  nach  Anleitung  des  vorigen  §.  durch  Elimination  von  a 
eine  neue  Gleichung  angestellt  haben,  so  handelt  es  sich  immer 
noch  darum,  lu  untersuchen,  ob  diese  neue  Gleichung  wirklich 
die  Gleichung  einer  UDhüllungs-Canre  ist.  Zu  dem  Ende 
beachte  man,  dass  jedem  Punkte  einer  etwaigen  Umhüllungs- 
Curve  eine  eingehüllte  Curve  entsprechen  muss,  weil  jeder  der 
genannten  Punkte  ein  BerfihruDgspunkt  zwischen  der  etwaigen 
Umhüllungs- Curve  und  der  entspredienden  eingehüllten  Curve 
ist  (vergl.  S.  308  und  Bemerkung  1).  Diese  eingehüllte 
Curve  unterscheidet  sich  aber  von  den  übrigen  eingehüllten 
Curven  des  eingehüllten  Curven -Systems  dadurch,  dass  in  der 
Gleichung  (1  oder  2)  des  Systems  die  Grösse  a  für  sie  einen 
ganz  bestimmten  Werth  hat.  Hieraus  folgt,  dass  jedem  Punkte 
der  etwaigen  Umhüllungs -Curve  ein  ganz  bestimmter  Werth 
von  a  entsprechen  muss  (vergl.  Bemerk.  1).  Da  nun  in  den 
Gl.  1  und  7,  X  und  y  laufende  Coordinaten  der  etwaigen  Um- 
hüllungs-Curve  sind,  so  müssen  event.  jedem  Werthe  von  a 
zwei  ganz  bestimmte  Werthe  von  x  xmd  y  entsprechen.    Man 
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kann  demnach  folgender  Massen  untersuchen,  ob  den  Gleichun- 
gen 1  und  7  eine  Umhüllungs-Curve  entspricht  oder  nicht 

Man  eliminire  nämlich  aus  den  Gleichungen  1  und  7  j 
(oder  x)  und  untersuche,  ob  in  der  dadurch  entstehenden  Glei- 
chung X  (oder  y)  eine  Function  von  a  ist.  Ist  dies  der  Fall, 
so  entspricht  diesen  Gleichungen  wirlLlieh  eine  UmhOlliings- 
Curwe ;  ist  es  dagegen  nicht  der  Fall,  so  entspricht  ihnen  iLeioe 
Umhttllungs-Carve,  sie  bestimmen  vielmehr  eine  bestimmte 
Curve  aus  dem  gegebenen  System  (vergl.  Bemerkung  2). 

Benerkanf  1.  Um  das  Vorstehende  darch  ein  Beispiel  ni  erUotern, 
nehme  man  in  nebenstehender  Fignr  90  auf  der  Umhüllon^-Canre  einen 
beliebigen  Punkt  M  an.   Der  Fig.  90. 

Augenschein  lehrt  dann 

I.  dass  die  Umhüllungs- 
Curve  in  dem  Punkte  M  eine 
der  eingehüllten  Curven 
(Kreise  in  diesem  Falle) 
berührt,  und  dass 

II.  durch  diesen  Punkt 
M  die  berührte  eingehüllte 
Curve  (Kreis)  bestimmt  wird. 

Ist  aber  die  Lage  des 
berührten  Kreises  bestimmt, 
so  ist  auch  sein  Mittelpunkt 
und  deshalb  auch  dessen 
Abscisse  Ap  3=  a  bestimmt ; 
also   muss  a   von  der  Lage 

des   Punktes   M,    d.  h.  von  AP  =  x,^  =  y, 

dessen  Coordinaten  x  oder  y  abhftngen.  P       *'* 

Bemerkung  2b     Wird  ein  System  von  Parabeln  durch  die  Gleichung 
l)y«  =  ax 
bestimmt,   und   wollte   man  nach   den  vorstehenden   §§.  untersuchen,   ob 
diesem  Systeme  eine  Umhüllungs-Curve    angehört,  und   event.   die  Glei- 
chung  derselben   aufstellen,   so   müsste   man   Gl.  1    nach   a  differentüren. 
Hieraus  würde  folgen 
2)  0  «  X. 
Um  nun  x  zu  eliminiren,  setsen  wir  nach  Gl.  2  und  1 
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Demnach  ist  a  keine  Function  von  y,  und  die  Oleichnngen  1  and  2 
bezeichnen  keine  Umhüllungs  -  Carve,  80  dass  das  System  von  Parabeln 
61. 1  Oberhaupt  keine  UnbOllnngs-Carve  besitit.  (Siehe  Fig.  93,  Seite  316.) 

§.  118. 

Fortsetzung.  —  Aii|g;abe. 

Aufgabe  16.    Ein  System  von  geraden  Linien,  Fig.  91,  ist 

bestimmt  durch    die   Bedingung,   dass   die  Stücke   derselben, 

welche    zwischen    den    Coordinaten  -  Achsen    liegen,    dieselbe 

Grösse  m  haben.      Man  soll  die   Gleichung  der  Umhüllungs- 

Curve  dieses  Systems  aufstellen.. 

Fig.  91. 

Auflösung.  Zunächst 
handelt  es  sich  darum,  für 
das  System  unserer  gera- 
den Linien  eine  Gleichung 
aufzustellen.  Zu  dem 
Ende  beachten  wir  irgend 
eine  von  diesen  Linien, 
etwa  die  Linie  BC,  imd 
beziehen  einen  beliebigen 
Punkt  (M)  dieser  Linie 
auf  unser  Coordinaten- 
System;  dann  ist  BC  =  m. 

1)  ysBM.sina 

2)  X  =  AB  —  BP  =  —  m .  cos  a  +  BM .  cos  a. 
Aus  Gl.  2  folgt 

3)  BM  =  ^  +  "^'""^^ 
^  cosa 

Setzen  wir  den  Werth   von  BM  nach  Gl.  3  in  Gl.  1  ein, 
so  folgt 
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Gleichung  4  ist  die  Gleichung  der  eimelnen  Linie  BC, 
80  lange  a  =  CBX  sein  soll.  Setien  wir  aber  f orans,  dass  a 
alle  Werthe  von  0  bis  2  :c  annehmen  kann,  so  wird  61.  4  die 
Gleichung  des  gegebenen  Systems. 

Unsere  Aufabe  Ist  also  darauf  lurfickgefbhrt,  die  Um- 
hOllungs-Curve  desjenigen  Systems  in  ermitteln,  welches  der 
Gl.  4  enspricht.  Zu  dem  Ende  differentiiren  wir  GL  4  nach  a. 
Hierdurch  erhält  man 

5)  Os= — i l-m.cosa, 

^  cos'  a   ' 

Wir  müssen  jetzt  a  aus  den  Gleichungen  4  und  5  elimi- 
niren.    Zu  dem  Ende  setzen  wir  nach  Gl.  5 

6)  0  »  X  -{-  m .  cos"  a 


7)  cosa 


.-■)/i 

^  m 


8)8ina=-VV+(^)'" 

Setzen  wir  die  Werthe  von  sin  a  und  cos  a  nach   Gl.  7 
und  8  in  Gl.  4  ein,  so  folgt 


14)  y»/8  +  xV8  =  m*/8 


Gleichungen  für  UmhüUitngs- 
Curven  des  Systems. 
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Die  Gleichtuig  13  oder  14  ist  also  die  Gleichung  der 
Umhüllungs-CTinre  für  imser  Linien -System,  wenn  Überhaupt 
eine  Umhttllungs-Gnrve  niö|>^lch  ist.  Dies  könnte  man  nach 
§.118  aber  leicht  nachweisen  dadm*ch,  dass  man  aus  den  Glei- 
chungen 4  imd  5  X  eliminirt  und  dass  dann  y  eine  Function 
von  a  ist 

In  dem  TorUegenden  Falle  liess  sich  schon  ans  der  Natnr  der  Auf- 
gabe nnmittelbar  kennen,  dass  eine  UmhüUnngs - Cnrre  möglich  sei;  wir 
können  deshalb  die  Prüfimg  der  Möglichkeit  einer  UmhiUInngs  -  Corve, 
wie  sie  nach  §.118  ansgef&hrt  wird,  sparen. 

Welches  ist  die  Qleichnng  der  Umhüllungs-Curve  for  alle  Linien,  die 
der  Qleichnng  8,  Seite  277,  entsprechen,  wenn  c  alle  möglichen  constan.^ 
ten  Werthe  annehmen  kann? 


§.  119- 
Tngectorien  -  Aufgaben. 

Wenn  ein  System  von  Curven,  welche  durch  eine  gemein- 
schaftliche Gleichung,  etwa  f(x,y,a)  bestimmt  ist,  von  einer 
andern  Linie  nach  einem  gegebenen  Gesetze  geschnitten  wird, 
so  nennt  man  die  schneidende  Curve  die  Trajectorie  des  gege- 
iienen  Systems.  Unter  den  Trajectorien  sind  besonders  diejeni- 
gen bemerkenswerth,  welche  dadurch  entstehen,  dass  ein  System 
von    Curven    unter    einem  Fig.  92. 

gegebenen  Winkel  geschnit- 
ten wird.  Ist  dieser  Winkel 
ein  rechter  Winkel,  so  nennt 
man  die  Trajectorie  eine 
orthogonale  Tri^ectorie. 

Aufgabe  17.  Ein  System 
von  geraden  Linien  Fig.  92 
ist  bestimmt  durch  die 
Gleichung 

1)  y  =  a  X. 
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Man  soll  die  Gleichung  der  Trajeetorie  aufstellen,  welche 
alle  diese  geraden  Linien  unter  dem  gegebenen  Winkel  k 
schneidet. 

Auflösung.  Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  der  Trajeetorie 
durch  X  und  y,  und  nehmen  wir  an,  dass  M  ein  Punkt  der- 
selben sei,  so  ist  nach  den  Bezeichnungen  der  Figur 

Femer  ist  ü)  =  v-|-k,  also  ist 

3)  tga>-^^^+4iE^. 
^    ^         1  — tgv.tg  k 

Nun  ist  (nach  GL  1)  för  jeden  Punkt  der  Trajeetorie 

4)  tgv  =  a. 

Ausserdem  wollen  wir  setzen 

5)  tgk  =  m. 

Schalten  wir  nach  den  Gl.  4  imd  5  die  Werthe  von  tg  v 
ung  tg  k  in  Gl.  3  ein,  so  folgt 

6)tga,  =  J^±^. 
'    ®  1  — a.m 

Setzen  wir  nach  Gl.  6  den  Werth  von  tg  w  in  GL  2  ein, 
«0  folgt 

^  dx      1  —  a  m' 

Weil  nun  im  Punkte  m,  als  Durehschnittspankt  unserer 
Trajeetorie  mit  der  entsprechenden  Graden  unseres  Systems 
(GL  1),  die  Coordinaten  für  die  schneidende  und  geschnittene 

Linie  gleich  sein  müssen,  so  folgt  aus  Gl.  1  und  4  a  ss  £-.    Setzen 
wir  diesen  Werth  von  a  in  GL  7  ein,  so  folgt 


8) 


dy_   X  ' 

3x      ^  y 

1  —  m^ 
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^  dx      X  —  m  y 

10)  X  dy  —  m  y  dy  —  y  dx  —  m  x  dx  =;=  0. 

Wir  erhalten  also  die  Gleichung  unserer  gesuchten  Tra- 
Jectorie  durch  Auilösung  der  DIITerentlal- Gleichung  10.    Diese 
Gleichung  ist  homogen.    Wir  setzen  also  nach  §.  99,  Seite  253  ff. 
11)  y  =  ux;  dy  =5udx-|-xdu. 

Setzen  wir  nach  Gl.  11  die  WerÜie  von  y  und  dy  in  Gl.  10 
ein,  80  folgt 

12)  x(udx-|-xdu)  —  mux(udx-|-xdu)  —  uxdx  —  mxdx=0 

13)  u  dx  +  X  du  —  m  u*  dx  —  m  u  x  du  ^  u  dx  —  m  dx  s=s  0 

14)  udx-j-xdu  —  mu'dx  —  muxdu  —  udx  —  mdx=sO 

15)  (u  —  mu'  —  u  —  m)  dx  =  (—  X  +  m  u  x)  du 

16)  m(l4-u')dx  =  x(l  -mu)du 

.„.        dx      1— mUj 

17)  m .  —  =  -^r— i — 5-  du 
'  X         1  +  ^ 

18)  mJx  =  arctgu  — y?(l  +  u»)  +  c. 

Setzen  wir  hierin  den  Werth  von  u  nach  Gl.  11,  so  folgt 

19)  m.?x  =  arctg|-~?(l+j|)  +  c. 

20)  m.Zx  +  |z?!±y!=arctg^  +  c. 

21)  mZKx«  +  y*  =  arctgI  +  c. 

Gleichung  21  ist  die  Gleichung  einer  Biponentlal- Spirale. 
{Vergl.  Bemerkung  2.) 

Benerkniif  1.  Aus  Ql.  21  ersieht  man,  dass  wegen  des  beliebigen 
Werthes  der  Constanten  c  nnendlioh  viel  Trajectorien  unserer  Aufgabe 
genügen  müssen.  Man  erkennt  aber  auch,  dass  jede  Unbestimmtheit 
•aus  der  Aufgabe  beseitigt  wäre,  wenn  man  von  yom  herein  der  Inte- 
gratioDS-Constante  einen  ganx  bestinnten  Werth  beigelegt  hätte.    Dies 
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entspricht  im  geometrischen  Sinne  der  Fordening,  dass  onsere  Cnrre 
(Fig.  92)  dorch  einen  bestimmten  Pankt,  etwa  durch  den  Ponkt  N  (dessen 
Coordinaten  x  &»  h  nnd  7  =  s  sein  mögen),  gehen  soll.  Damit  nKmlich 
dieser  Forderung  genfigt  wird,  mnss  in  Ol.  21  y  es  s  sein,  wtwm  x  =  h  Ist.. 
Hierdurch  entsteht  die  Gleichung 

22)  mfl^h«  +  s»  =  arctgi+c, 

Eine  Gleichung,  durch  welche  der  Werth  von  c  bestimmt  wird« 
Bemerfcnng  2«    Um  su  seigen,  dass  Gl.  21  die  Gleichung  einer  £x- 

ponential  -  Spirale   ist,   gehe    man    su  Polar- Coordinaten  über  und  setse^ 

demgemlss 

23)  r^KiHV.a^arctg^. 

Hierdurch  verwandelt  sich  GL  21  in  folgende  Gleichung 

24)  m.ir  =  o-|-c 

^  m 

a+c 

26)  rae  B  . 

Setzt  man  hierin  m  =  1,  d.  h.  nach  Gl.  5,  k  =  -j^ind  c  =  0,  so  gebt 
Gl.  26  über  in 

27)  r  s=  e°    I  ▼«'Vi-  I>.  R.|  f.  79,  Seit«  189  and  140. 

Bemerkung  3.  Soll  die  Trajectorie  unser  Linien  •  System  unter  einem 
rechten  Winkel  schneiden,  so  wird  sie  zu  einem  Kreise.  Um  dies  au 
zeigen,  setzten  wir,  Fig.  92,  k  ^  90  ^.     Dann  ist 

28)  ^=tgo  =  --i- =  -  —  =-:-—.    |sieheG1.4u.l. 
dx       ^  tg«  o  y       / 

Hieraus  folgt  weiter 

29)  ydy  +  xdx  =  0 

30)  y^  '\-x^  =iC.     I  Gleichung  des  Kreises,     w.  z.  b.  w. 

Aufgabe  18.    Ein  System  Fig.  93. 

von  Parabeln  Fig.  93  ist  be- 
stimmt durch  die  Gleichung 
1)  y»  =  ax. 

Man  soll  diejenige  recht- 
winklige Trajectorie  dieses  Sy- 
stems ermitteln,  welche  durch 
einen  Punkt  (N)  geht,  dessen  Co- 
ordinaten resp.  m  und  n  sind. 
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AoflAsuDif.  Wenn  M  ein  beliebiger  Punkt  der  gesuchten 
Trajectorie  ist,  so  ist  nach  der  Bedingung   unserer  Aufgabe 

4,BMD  =  jy  also 

2)   tglf=:  — CtgV. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Coordinaten  unserer  Trajectorie 
durch  X  und  j,  so  ist  nach  D.  R«,  Seite  32,  Gl.  2 

Femer  ist  nach  GL  1 
.4)  *-4/| 

5)c1gv=2)/^^. 

Setzen  wir  die  Werthe  von  Igy  und  ctg  v  nach  den  Glei- 
chungen  3  und  5  in  Gl.  2  ein,  so  folgt 

Setzen  wir  hierin  den  Werth  von  a  nach  Gl.  1  und  berück- 
sichtigen wir,  dass  wir  für  den  Punkt  M  als  Durchschnittspunkt 
der  Trajectorie  mit  der  entsprechenden  Parabel  y  =  y  setzen 
dürfen,  so  folgt 


')S— 'j^F—^f 


Hierdurch  ist  unsere  Aufgabe  auf  die  Lösung  der  Diffe- 
rential-Gleichung 7  zurQekgenihrt.    Aus  Gl.  7  folgt  weiter 

8)  ydy  =  — 2xdx 

9)  y»     =~2x»4.C 
10)  y*  +  2x«  =  C. 

In  Gl.  10  ist  der  Werth  der  Constanten  C  noch  unbestimmt, 
in  sofern  als  CH.  10  durch  Integration  ans  61. 8  entstanden  isi 
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Weil  aber  der  Aufgabe  gemäss  unsere  Trajectorie  durch  emen 
Punkt  (N)  gehen  soll,  dessen  Coordinaten  resp«  m  und  n  smd^ 
so  muss  in  Gl.  10 
ll)y  =  n 
sein,  wenn  wir  setien  x=sm. 

Demnach  folgt  aus  Gl.  10 

12)  n«  +  2m*  =  C. 

Hierdorch   ist   der  Werlh   von  C   vollkommen   besfiiiunt 

Setzen  wir  denselben  in  Gl.  10  ein,  so  folgt 

13)  y«  +  2x«  =  n«  +  2m*. 

Die  gesuchte  Trajectorie  ist  demnach  eine  Ellipse,  welche 
der  Gleichxmg  13  entspricht. 

n«  4-  2  m* 
Beaerkaiig.    Mnltiplicireii  wir  Gleichnng  13  mit  dem  Factor ^^ 


14)  ^lli^y»+(n»+am»)x'-!^\(n'  +  m»). 


80   folgt 

OleichuDg  1 4  hat  die  Form  a'  j*  -^  h^  x*  ^^  9,*  ,  b'.  Demnach  stud 
die  Achsen  unserer  Ellipse  Gl.  13  oder  14  resp.  gleich  y    — ^^^ und 

yu^'\-2m*i  nnd  zwar  fSUt  ihre  grosse   mit   der  Ordinaten  -  Achse   und 
ihre  kleine  mit  der  Abscissen  -  Achse  zusammen. 

Welche  Form  würden  wohl  die  Trajectorien  eines  Systems  von  Ellipsen 
haben,  deren  numerische  Ezcentricitaten  gleich  sind,  und  deren  Achsen  in 
ihren  Richtungen  zusammen  fallen? 

§.  120. 
Angaben  aus  der  Mechanik. 

Aufgabe  19.  In  einem  Gefasse  befindet  sich  eine  Flüssig- 
keit. Dasselbe  rotirt  mit  einer  constanten  Winkelgeschwindig- 
keit (o))  um  eine  verticale  Achse.  Man  soll  die  Form  der  Ober- 
fläche nach  dem  Eintritt  des  Beharrungszustandes  bestimmen. 
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Auflösung'.  Die  Oberfläche^  die  hier  in  Frage  kömmt,  ist 
offenbar  eine  Rotationsfläche,  deren  Rotations -Achse  mit  der 
Achse  zusammenfällt;  um  welche  die  Flüssigkeit  rotirt.  Es 
handelt  sich  also  nur  darum,  die  Gleichung  der  Meridianfinie 
zu  bestimmen.  Hierbei  stützen  wir  uns  auf  einen  Satz  aus  der 
Hydraulik,  nach  welchem  die  Resultante  sämmtlicher  Kräfte, 
welche  auf  einen  beliebigen  Punkt  der  Oberfläche  wirken,  auf 
der  Oberfläche  stehen  muss. 

Nun  wirken  hier  auf  Jeden  materiellen  Punkt  zwei  Kräfte^ 
nämlich  die  Cenfriftigalkraft  und  die  Schwerkraft.    Setzen  wir 
die  MafiTse  eines  solchen  Pxmktes  gleich  m,  so  ist 
die  Centrifugalkraft  =  m  Q  CO*, 
die  Schwerkraft  =  m  g. 

Beziehen  wir  nxm  die  gesuchte  Meridianlinie  auf  ein  Coor- 
dinaten- System,  dessen  Abscissen- Achse  mit  der  Dreh -Achse 
zusammenfällt,  dessen  Anfangspunkt  wir  vor  der  Hand  aber 
noch   unbestimmt   lassen  Fig.  94. 

können,  so  ist  entspre- 
chend den  Bezeichnungen 
von  Fig.  94 

2)  Q  =  myw». 

3)  P  =  mg. 

Weil  nun,  nach  dem 
angeführten  Satze  aus  der 
Hydraulik,  die  Resultante 
R  J_  zu  der  Meridian- 
linie gerichtet  ist,  so  ist 
4lEDM  =  4y,  also 

Setzen  wir  in  Gl.  4  die  Werthe  von  P  und  Q  nach  öl.  2 
und  3  ein,  so  folgt 
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dy^    mg    ^     g 
'^  dx      myo)*       y-«*' 

In  Olelchimi^  5  ist  unsere  Attfjptbe  lurOekgefUirt  auf  die 
Ldsung"  einer  DilTerentiai-GleicIiun^.  Atus  dieser  Gleichang  5 
folgt  aber 

Diese  Gleichung  ist  offenbar  die  Gleichung  einer  Parabel, 
deren  Parameter  =  ^  ist,  und  die  gesudite  OlMrläclie  ist  das 
entsprechende  Rotations -Paraboloid. 

BeaerkoDg.  Wir  haben  in  der  vorstehenden  Anfl5sang  angenommen, 
dass  die  Abscissen  •  Achse  zusammenfalle  mit  der  Rotations  -  Achse ;  über 
die  Lage  des  Anfangspunktes  aber  haben  wir  (absichtlich)  Nichts  bestimmt. 
Daher  rührt  es,  dass  in  Gl.  7  die  Constonte  C  einen  willkürlichen  Werth 
haben  kann. 

Bestimmen  wir  die  Lage  des  Anfangspunktes  auf  der  Abscissen- Achse, 
so  wird  dadurch  C  bestimmt.  Nehmen  wir  z.  B.  an,  dass  der  Anfangs- 
punkt  des  Coordinaten  -  Systems  in  den  Scheitelpunkt  der  Parabel  Gl.  17 
"fllllt, 

so  wird  yasQ,  wenn  man  x=bO  setzt. 

Unter  dieser  Voraussetzung  ist  also  auch  C  gleich  0,  und  Gl.  7  geht 
über  in 

Aufgabe  20.  Ein  vollkommen  biegsames  Seil  (Fig.  95)  ist 
in  den  Punkten  D  und  E  befestigt,  imd  so  belastet,  dass  auf 
Ifleielie  liorisontale  Projeetionen  gleielie  Lasten  liommen.   Man 

soll  die  Gleichung  der  Curve  aufstellen,  welche  unter  dieser 
Voraussetzung  von  unserem  Seile  gebildet  wird. 

Auflösung.  Es  ist  einleuchtend,  dass  die  Spannungen 
(Elräfte)  in  allen  Punkten  des  Seiles  mit  der  Richtung  der  Tan- 
gente zusammenfallen.     Hieraus  folgt,  dass  die  Spannung  in 
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tiefsten  Punkte  F  horizontal  gerichtet  Ist.  Ist  diese  horizontale 
Spannung  gleich  H,  so  werden  die  Spannungen  im  Seil -Ende 
E  F  nicht   geändert,  Fig.  95. 

wenn  wir  das  Seil 
im  Punkte  F  durch- 
schneiden, und  dafür 
in  F  die  Kraft  H  in 
horizontaler  Richtimg 
wirken  lassen.  Etwas 
Analoges  gilt  in  Be- 
ziehung auf  das  Seil- 
Ende  D  F.  Q  =  l«- 

Beziehen  wir  nun  imsere  Seil-Curve  auf  ein  Coordinaten- 
System,  dessen  Abscissen  -  Achse  eine  horizontale  Lage  hat, 
imd  dessen  Anfangspunkt  vertical  unter  dem  Punkte  F  liegt, 
und  setzen  wir  die  Belastung  für  die  Einheit  der  horizontalen 
Projection  unseres  Seiles  =  |x,  so  ergiebt  sich  aus  den  vorstehen- 
den Betrachtimgen,  dass  in  einem  beliebigen  Punkte  (M)  unseres 
Seiles  zwei  Kräfte  wirken 

eine  horizontale  Kraft  =  H, 

eine  verticale  Kraft  Q  =  |x  x. 

Die  Spannung  im  Punkte  M  ist  natürlich  gleich  der  Resul- 
tante der  genannten  beiden  Kräfte  H  und  Q  (=  ^  x)  und  tan- 
gential zur  Seil-Curve  gerichtet.  Es  ergiebt  sich  also  nach 
den  Bezeichnungen  unserer  Figur  95 


Femer  ist  nach  D.  R.,  Seite  32, 


dx' 


Eliminiren  wir  tg  y  aus  Gl.  1  und  2,  so  folget  ftir  die  ge- 
suchte Curve  folgende  DIITerentlal-OlelcliuBg 

Stegemann.    Integral-Reehn.  21 
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3)1- 

•S- 

4)dj  = 

■S' 

dz. 

5)y  = 

=Ä^ 

»+c. 

-,     ,       2H         2Hp, 

6)y'  =  -y-yC. 

Unsere  Sell-Gunre  (Spannungs-Gunre)  ist  also  in  diesem 

2H 
Falle  eine  Parabel,  deren  Parameter  gleich  —  ist 

M' 

Wie  UUst   sich  der  Werth  des  Parameters  durch  Worte  ausdrücken? 

Der  unbestimmte  Werth  von  C  rührt  in  diesem  Falle  daher,  dass  die 
Lage  der  Abscissen- Achse  nicht  bestimmt  ist.  Wir  haben  n&mlich  nar 
angenommen,  dass  sie  horizontal  sein  solL  Welchen  Werth  erhSlt  C, 
wenn  die  Abscissen -Achse  Fig.  95  durch  F  geht? 

Aafj;;abe  21.  Ein  voUkommen  biegsamer  Faden  ist  in  den 
Punkten  D  und  £  (Fig.  96)  befestigt  und  gleichmässig  belastet, 
d.  h.  so,  dass  auf  gleiche  Sell-L&ngen  gleiche  Belastungen 
kommen.  Man  soll  die  Qleichung  der  Seil-Curve  aufttellen, 
wenn  die  Last  ftir  die  Längen  -  Einheit  =  \i  ist. 

AuHösung.     Wir  ^'^*  ^^ 

beziehen  unsere  Curve 
auf  ein  Coordinaten- 
System  y  dessen  Ab- 
scissen-Achse  horizon- 
tal ist,  und  dessen 
Anfangspunkt  normal 
imter     dem     tiefsten 

Punkte  F  liegt    Neh-  q^^ 

men  wir  nun  auf  der  Curve  emen  beliebigen  Punkt  M,  imd 
setzen  wir  die  Länge  des  Bogens  FMsss^   so  gelangen    wir 
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durch  älinliche  Betrachtongen,  wie  wir  sie  bei  der  Auflösung 
von  Aufgabe  20  angestellt  haben,  zu  dem  Resultate,  dass  im 
Punkte  M  eine  horizontale  Kraft  und  eine  verticale  Kraft  wirkt. 

Die  horizontale  Kraft  bezeichnen  wir  mit  H, 

Die  verticale  Kraft,  Q,  ist  =  |x  s. 
Dann  ist 

')'^'-§=¥- 

2)  <gy=-^^  =  p.  I  nach  D..R.,  Seite  32. 

Eliminiren  wir  aus  Gl.  1  und  2  den  Werth  von  tgy,  so 
folgt 

3)p  =  ^s. 

Die  Lösung  unserer  Aufgabe  Ist  also  auf  die  Auflösung 
der  DilTerentlal  -  Gleichung  3  zurQckgeftlhrt, 

Aus  Gleichung  3  folgt  nun  durch  Differentiation 

4)  dp  =  g  ds  =  ^  Vi  +  p».  dx.      1     Man  beachte,   da.» 

,  \     )A  nnd  H  constante 

5)  r    ^        =  ^ .  dx.  (     Grösaen  sind. 
^  1^1 +p»        H  ] 

Hieraus  folgt  nach  Gl.  10,  Seite  82, 

6)iJT^rf7+p|=gx+C. 

In  Gl.  6  ist  C  eine  wlllkttrliehe  Constante,  insofern  als 
Gl.  6  durch  Integration  von  Gl.  5  entstanden  ist,  weil  aber  der 
Anfangspunkt  des  Coordinaten  -  Systems,  auf  welches  wir  unsere 
Seil-Curve  beziehen,  vertical  unter  dem  tiefsten  Punkt  F  liegen 
soll,  und  weil  in  diesem  Punkte  die  Tangente  horizontal,  also 
psrO  ist,  so  muss 

7)  p  =  0  sein,  wenn  wir  setzen  x=0. 

Setzen  wir  diese  Werthe  von  p  und  x  in  Gleichung  6  ein, 
so  folgt 

8)  C  =  0.    (Vergl.  Seite  2.) 
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Hiernach  geht  jetzt  GL  6  in  folgende  Gleichung  über 


9)iJKt+p'4-pi=fx. 


10)/i-,.p.  +  p  = 

e  . 

11)  l/l+p'  =  e=  ■ 

-P- 

4'    . 

12)  l+p»=e"-2p.e     +p'. 

iL,  ±x 

13)  l  =  e  °  — 2p.e"  . 

Multipliciren  wir  GL  13  mit  e         so  folgt 
I*  ^ 

14)  e       =e     —2p. 

15)  2p  =  e     —  e 

16)  2dy  =  |e"  —e^     }-dx- 


Hieraus  folgt  nach  GL  8,  Seite  6, 

TT   V     -X  ^^r 

17)  2y  =  — <e      -fe  }  +  ^- 


üx  -ix 

Bestimmen  wir  mm  die  Lage  der  Abscissen- Achse  so,  dass 
II 
y  =  —  ist,  wenn  x  =  0,  so  ist  auch  C  =  0. 

r* 
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Hiernach  geht  GL  18  in  folgende  Gleichung  über 

ü,  -ix 

CT  =        I  H 

H 
Setzt  man  — ==m,  so  erhält  man  statt  Gl.  19 
1^ 


20)  y  =  m  .  -       \^ Vergl.  D.  B.,  Seite  131. 


BemerkoDgeD. 

1)  In  D.  R.,  Seite  131,  haben  wir  schon  die  Corve,  welche  der  Ol.  19 
oder  20  genügt,  Kettenlinie  genannt.  Dort  verbanden  wir  mit  dieser 
Benenimng  blos  deD  Begriff  des  NaaeDgebeDS,  während  wir  jetzt  wissen, 
dass  es  diejenige  Canre  ist,  welche  durch  einen  überall  gleleh  dichten 
und  gleich  dlckcD,  vollkomHeii  biegsaaen,  frei  hlDgenden  Faden  gebildet 
wird.  Man  nennt  sie  zum  Unterschied  von  den  übrigen  Kettenlinien  die 
geaelDC  RetteDÜnie. 

2)  Man  kann  eine  unendliche  Zahl  von  Kettenlinien  erzengen,  dadurch, 
dass  man  über  die  ganze  Länge  eines  vollkommen  biegsamen  Fadens  die 
Belastung  nach  verschiedenen  Gesetzen  vertheilt. 

3)  Die  Kettenlinien  finden  unter  Anderm  in  der  Gewölbetheorie  als 
SpanDODgs  -  Cunren  eine  wichtige  Anwendung. 
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Anhang. 

Fragen   und  Au^ben   snr  Wiederholung   und  zur 
Anleitung  beim  Selbst -Studium. 

1)  Was   ist  ein   Integral?     Was   versteht  man   unter   Inte- 
grations  -  Constante ,    und    welche    Bedeutung    hat    sie  ? 

2)  Was  ist  ein  allgemeines  Integral,  und  was  ist  ein  beson- 
deres Integral? 

3)  Was  ist  ein  bestimmtes  Integral,  und  was  versteht  man 
unter  den  Grenzen  eines  bestimmten  Integrals? 

4)  Welche  geometrische  Bedeutung  kann  man  einem  bestimm- 
ten Integral  beilegen? 

5)  Man   soll   zeigen,   dass   man  ein  bestimmtes  Integral  aL» 
Summe  auf&ssen  kann. 

6)  Worin  stimmt  das  besondere  Integral  mit  dem  bestimmten 
Integral  überein? 

7)  Man  soll  folgende  Fundamental -Sätze  der  Integral -Rech- 
nung beweisen: 

/Acpx.dxsA  fcpx.dx. 
/((px,dx-j-t|>x.dx-|-xx.dx)«=s  /(px.dx-{-  /t|>x.dx 

+ Jxx .  dx. 

8)  Man  soU  beweisen,  dass 

/,,  sasarcsinx  +  Css  —  arcoosx  +  C' 

Vi— X«  ^  ^ 


Digitized  byVjOOQlC 


328 

y^|:^^  =  arctgx  +  C==:--arctgx  +  C. 

9)  In   welchem   Falle   ist   die  Formel  /  m™  dx  =       ,   .  -f-  C 

nicht  anwendbar,  und  welche  Formel  tritt  dann  fiir  sie  an 
die  SteUe? 

10)  Wie  kann  man  die  scheinbare  Ausnahme,  welche  die 
Formel 

J  m-f-l    ' 

erleidet,  wenn  m  =  --  1  ist,  erklären? 

11)  Wie  verföhrt  man,  um  eine  Differential -Function  zu  inte- 
griren,  wenn  die  Integration  sich  nicht  unmittelbar  nach 
den  Fundamental -Formeln  von  Seite  5  und  6  ausfuhren 
kann? 

12)  Man  soll  beweisen,  dass    /  udv  =  uv—    /  vdu-f-C. 

13)  Worauf  muss  man  besonders  Rücksicht  nehmen  bei  Anwen- 
dung der  Formel 

/udv  =  uv  —  /vdu-j-C. 

14)  Welche  Methode  kann  man  im  Allgemeinen  anwenden, 
um  echt  g^ebrochene  rationale  algebraische  Functionen  zu 
integriren? 

15)  Wie  verfahrt  man,  um  die  Integration  einer  unecht  ge- 
brochenen rationalen  algebraischen  Function  auf  die  Inte- 
gration einer  ganzen  und  einer  echt  gebrochenen  rationalen 
algebraischen  Function  zurückfuhren? 

16)  Ist  es  unter  allen  Umständen  möglich,  die  Integration 
einer  echt  gebrochenen  rationalen  algebraischen  Function 
auszufuhren? 
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17)  Welche   drei   Fälle    kann    man    bei    der  Integration   der 

dx 

Function  -j-t i —  unterscheiden? 

x'+px  +  q 

18)  Ist  es  unter  allen  Umständen  zweckmässig  oder  noth- 
wendig^  eine  gebrochene  rationale  algebraische  Function 
vor  der  Integration  erst  in  Partial- Brüche  zu  zerlegen; 
kann  man  nicht  vielmehr  in  manchen  Fällen  durch  Sub- 
stitution oder  auf  andere  Weise  viel  leichter  zum  Ziele 
kommen? 

19)  Was  versteht  man  xmter  Rationalisation  einer  irrationalen 
Function;  und  was  ist  zu  beachten,  weim  die  Irratio- 
nalität    von      dem     Vorhandensein     der      Wurzelgrösse 

KAx'+Bx-I-C  abhängt? 

20)  Ist  es  unter  allen  Umständen  zweckmässig  oder  nothwendig, 
eine  irrationale  Function  rational  zu  machen,  ehe  man  sie 
in'tegrirt? 

21)  Wenn  man  eine  Differential -Function  auf  verschiedenen 
Wegen  integrirt,  so  sind  die  Resultate  in  rormeller  Be- 
ziehung oft  sehr  verschieden.  Was  lässt  sich  hierüber 
sagen? 

22)  Wie  berechnet  man  die  Fläche  einer  Curve,  und  welche 
allgemeinen  Formeln  lassen  sich  hierfür  aufstellen? 

23)  Man  soll  folgende  Curven  quadriren: 

die  Parabel, 

die  Ellipse, 

die  Hyperbel, 

die  Kettenlinie, 

die  Cycloide, 

die  archimedische  Spirale. 

24)  Was  ist  in  Bezug  auf  die  Quadratur  einer  Curve  zu  be- 
merken, wenn  die  Curve  zwischen  der  Anfangs  -  Ordinate 
und   der  End- Ordinate   die  Abscissen  -  Achse   schneidet? 

22 
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25)  Wie  berechnet  mandenWerth  vonaresinx,  arctgx  etc.? 

26)  Erleidet  die  gewönliche  Methode  zur  Berechnung  des 
Flächen -Inhalts  einer  Curve  Modificationen,  wenn  die  Corve 
zwischen  der  Anfangs -Ordinate  und  der  End- Ordinate 
discontinuirlich  wird? 

27)  Wie  verfahrt  man,  um  die  Integrations  -  Constante  bei  der 
Quadratur  einer  Curve  zu  ermitteln? 

28)  Worin  unterscheidet  sich  das  bestimmte  Integral  von  dem 
besondem  Integral? 

29)  Wie  verfahrt  man  bei  der  Berechnimg  eines  bestimmten 
Integrals,  wenn  dasselbe  -zwischen  den  Integrations -Grenzen 
discontinuirlich  wird? 

30)  Man  soll  folgende  Formeln  beweisen: 

K 

fx.jix  =  x.f(6x) 


fx.dx  =  h.f(n  +  eh) 


r'^fic .  dx  =  (m  —  n)  f  (m  +  e  (m  —  n) ). 

31)  In  welcher  Weise  ändern  sich  die  Grenzen  eines  bestimm- 
ten  Integrals,    wenn   man  eine    neue  Variable   "einfährt? 

32)  Worauf  ist  besonders  zu  achten,  wenn  in  ein  bestimmtes 
Integral 

Pfic.dx 

eine  neue  Variable,  u,  nach  der  Gleichung  4>x  =  u  ein- 
geführt werden  soll,  imter  der  Voraussetzung, .  dass  diese 
Gleichimg  mehrere  reelle  Wurzeln  fiir  x  hat. 

33)  Was  ist  ein  Doppel -Integral?  oder  ein  vielfaches  Integral? 
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34)  Darf  man  in  einem  Doppel -Integral  oder  einem  vielfachen 
bestimmten  Integral  die  Reihenfolge  der  Integration  in  Bezug 
auf  X,  y  etc.  ohne  Weiteres  umkehren? 

35)  Welche  Methoden  haben  wir  kenneu  gelernt  zur  ange- 
näherten Berechnung  eines  bestimmten  Integrals?  Wie 
lautet  Simpson's  Regel? 

36)  Man  soll  Simpson^s  Regel  ableiten;  ein  Mal  mit  Hülfe 
der    graphischen   Methode,    und    darauf   rein    analytisch. 

37)  Man  soll  mit  Hülfe  der  Integral -Rechnung  folgende  Func- 
tionen in  Reihen  entwickeln: 

1(1  4-  x),  l  -— ! — ,  l  — ! — ,  arc  tg  x,  arc  sm  x. 
^     '     "^^    1  —  a'    a  —  x'         ^    ' 

38)  Wie  ist  BemouUrs  Reihe? 

39)  Man   soll   Bemoulli's  Reihe   aus  Taylor's  Reihe   ableiten. 

40)  Man  soll  die  Richtigkeit  folgender  Gleichung  beweisen 

1 ^'  ^'       I         ^'        I -0 

2      2.4      2.4.6^2.4.6.8^         

41)  Man    soll    die    Function    e^    in    eine    Reihe    entwickeln. 

42)  Man  soll  folgende  Curven  rectificiren: 

Parabel,  Kettenlinie,   Cycloide,  Ellipse,  archimedische 
Spirale. 

43)  Wie  lauten  die  allgemeinen  Formeln,  die  hierbei  angewendet 
werden? 

44)  Man  soll  an  einem  speciellen  Beispiele  zeigen,  dass  die 
sogenannte  Infinitesimal -Methode  sich  vorder  eigentlichen 
Grenz -Methode  durch  Einfachheit  in  der  Anwendung  aus- 
zeichnet. 

45)  Welche  Formeln  werden  angewendet  zur  Berechnung  der 
Volumina  von  Körpern,  und  wie  entwickelt  man  dieselben? 
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46)  Welche  Formeln  werden  angewendet  zur  Berechnung  voö 
Rotationsflächen  oder  andern  Flächen,  und  wie  ent\^'ickelt 
man  dieselben? 

47)  Was  versteht  man  unter  einer  Differential -Gleichung,  und 
was  unter  deren  Auflösung? 

48)  Wodurch  unterscheidet  sich  die  besondere  Auflösung 
einer  Differential -Gleichung  von  deren  Integral -Gleichung? 

49)  Wird  durch  eine  Differential  -  Gleichung  zwischen  den 
Coordinaten  einer  Curve  diese  Curve  vollkommen  bestimmt^ 
oder  giebt  es  nicht  vielmehr  unzählig  viele  Curven,  die 
dieser  Differential -Gleichung  genügen.  Worin  hat  dies 
seinen  Grund? 

50)  Was  lässt  sich  über  die  Anwendung  der  Differential -Glei- 
chungen und  deren  Lösungen  sagen? 

51)  Was  versteht  man  unter  ümhüllungs- Curven? 

52)  Was  ist  eine  Trajectorie? 

53)  Jede  Curve  ist  die  Umhüllimgs- Curve  ihrer  sämmtlichen 
Krümmungs  -  Kreise.    Warum  ? 

54)  Die  Evolute  einer  Curve  ist  die  Ümhüllungs -Curve  für 
sämmtliche  E[rümmungs- Halbmesser  der  gegebenen  Curve. 
Wanim? 

55)  Man  soll  zeigen,  dass  die  besondere  Auflösung  von  Gl.  (^ 
Seite  276,  die  Gleichung  der  Ümhüllungs  -  Curve  für  alle 
Linien  ist,  die  entstehen,  wenn  man  in  der  Integral -(jlet» 
chung  für  c  alle  möglichen  Werthe  einsetzt. 

56)  Was  versteht  man  unter  Trajectorie  eines  Systems  von 
Curven? 
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